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摘要

2019 年底，新冠疫情开始在全世界蔓延，对全人类的健康和生活都带来了巨大的影响。2021 年 7 月，
国内由德尔塔变异毒株带来的新一轮疫情再一次在南京禄口机场爆发，逐渐发散到多个省市，其中扬州、张
家界情况最为严重，引起多方关注。由于新冠肺炎的传播机理复杂，病毒的初始起源、外来感染源的输入都
对病毒的传播和扩散具有复杂的影响，同时病人的收治过程和标准也受到各种客观因素的制约。对这种诸
多复杂因素共同作用下的疫情的传播规律的数学建模和分析具有重要的意义。综合考虑病人的隔离效应和
外界输入，病人的确诊、痊愈、死亡等多因素对疫情传播的交互作用。本文在病毒的潜伏期、治愈期、死亡
率等服从伽马分布的假定下，对已有的带有延迟效应的新冠肺炎的动力学传播模型进行了渐近行为分析，理
论上证明了在此分布下疫情的可控性，即对感染病人充分隔离或者保持感染病人的低传染率，感染人数最终
会消失。此结论表明有效隔离措施对阻断疫情传播具有决定性作用，支持了政府采取的对人员流通和聚集严
格管控措施的必要性和有效性。本文还对模型进行了数值模拟，并把模拟结果与扬州疫情的实际发展数据做
了比较，验证了模型在适当选择参数后的有效性，同时也把这个新的分布的预测结果和 2020 年武汉疫情做
了对比。由于该模型中的参数选取具有一定的不确定性，本文还从数值验证的角度对参数作了敏感性分析。
我们的工作表明，带有伽马分布的流型模型能有效刻画具有长潜伏期的传染病的传播机理，在不同时期多地
疫情数据模拟分析中，算法的数值结果反应了模型能够有效反应变异病毒株的特性。

关键词：新冠肺炎，扬州疫情，传播模型，伽马分布，渐近性，数值预报

1 引言
自 2019 年底首例新型冠状病毒肺炎 (COVID-19，简称新冠肺炎) 发现以来，在全球的发展趋势日益

迅猛。2020 年 3 月，世界卫生组织宣布新冠肺炎疫情已经构成全球性大流行。经过中国政府的有效防治和
全社会的积极配合，新冠肺炎在中国的传播已得到有效的控制。但在 2021 年 7 月 20 日，由俄罗斯入境航
班带来的德尔塔变异毒株产生的新一轮疫情又一次在南京爆发，并延伸出国内多地散发病例，形成了南京禄
口机场、张家界旅游景区和扬州三个疫情严重的地区。截止至 2021 年 9 月 8 日，南京市累计报告本土确
诊病例 235 例，扬州市 570 例。德尔塔变异毒株具有传播速度快、体内复制快、转阴时间长等特点，对疫
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1 引言 3

情防控提出更大挑战，引起全社会的高度关注。地方政府及时展开了多轮全民核酸检测，并且加强对进出城
市通道的管控 (图1)，疫情已得到明显的控制。

图 1: 扬州市展开全员核酸检测。

新冠肺炎作为一种全新的流行性疾病，又具有多种变异毒株，其传播机理和扩散规律十分复杂。探究新
冠肺炎的传播和演化规律，分析疾病的发展过程，预测其变化趋势，是人类社会有效阻断疫情传播、降低疾
病对人类危害的一个重要研究内容。国内外学术界从传播模型和数据挖掘两个方向已经有了大量的研究。新
冠肺炎虽然是一种全新的传播疾病，但又具有典型的流行病传播特征，目前学术界已基本取得一致的共识，
新冠肺炎的发展与传播依赖于如下因素：

• 病毒本身的性质，例如潜伏期的长度、传染率、死亡率；

• 医学对病毒的治疗效果，例如病人的确诊率、治愈率、治愈时间；

• 社会对病毒的防控措施，例如隔离感染者、控制人员流通、控制外界输入病例。

关于一般传染病，已有多种经典的研究模型，如 Legistics模型，SIS模型，SIR模型，SEIR模型等 [7–9]。
但是这些模型都没有考虑人员流通的影响，也没有考虑病毒的潜伏期对感染人群的滞后影响。此次扬州疫情
爆发的关键因素之一就是一个“南京老太”向扬州的输入并在市内移动。2020 年，也有部分研究工作综合
考虑了外界输入病人、感染病人的隔离、疾病的潜伏期、病人的治愈率和治愈时间，以及病人的死亡率等因
素的影响，建立了一类全新的带有时滞效应的新冠肺炎的动力学传播模型 [1–3,6] 。在假定病人的感染潜伏
期、治愈时间、死亡时间等服从Weibull分布的统计学意义下，[1]研究了每日现存感染病人、每日新增感染
病人、每日治愈病人之间的约束关系，建立了每日感染人数总量满足的带有延迟效应的积分微分方程模型。
并且对模型的渐近行为进行分析。
本文针对此次扬州疫情的发展，对已有的考虑了延迟效应的新型冠状病毒的扩散模型进行了进一步的

分析，通过对模型动力学性态的定性、定量分析和数值模拟来揭示扬州疫情的流行规律和发展趋势。由于该
模型中的表征潜伏期效应的密度函数和一些参数是人为选取的，还没有明确的标准，本文主要工作是对已有
的带有延迟效应的新冠肺炎的动力学传播模型 [1]，考虑病人的感染潜伏期、治愈时间、死亡时间等服从一
类全新的分布—伽马分布的情况下，研究相应的渐近行为和数值表现。我们的工作证明，对感染病人充分隔
离或者保持感染病人的低传染率，感染人数最终会消失，即有效隔离措施对阻断疫情传播具有决定性作用。
最后，我们对模型进行了数值模拟和稳定性分析，并把模拟结果与扬州疫情的实际情况做比较，验证了模型
在适当选择参数后的有效性。在不同时期多地疫情数据模拟分析中，模型能够有效刻画具有长潜伏期的传染
病的传播机理，算法的数值结果反应了模型能够有效表征新型变异病毒株的特性。
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2 疫情的基本指标和传播模型
参考已有的带有延迟效应的新冠肺炎的动力学传播模型 [1]，我们假定某地的 COVID-19 是由初始时

刻 t = 0 的若干病例引发，其后的所有病人都是由当地病人的传染扩散和外地病人的输入引起的。分别记

• Is(t): t 时刻还在感染中的人数；

• i(t): t 时刻由于系统内部传染导致的新增感染人数；

• j(t): t 时刻医院新增确诊人数；

• c(t): t 时刻疾病痊愈的人数；

• d(t): t 时刻因疾病死亡的人数.

基于一般的疫情传播模型，需要给出 (Is(t), i(t), j(t), c(t), d(t)) 的演化规律，它们是彼此约束的。由于
该疾病传播过程的复杂性，我们提出一些具体的假定，基本思想是利用平均化消除不同病人潜伏期、治愈时
间等指标的个体差异。假定

• 病人感染 COVID-19 后，平均潜伏期为 τ1, 感染病人处于潜伏期 τ 的概率密度函数为 hs(τ ; τ1)。并
且假定新增感染人群中所有个体的潜伏期是独立同分布的，则 hs(τ ; τ1)dτ 就是新增感染人数中潜伏
期为 τ 的病人的比例。满足下面关系：

hs(τ ; τ1)|τ<0 = 0,

∫ ∞

0

hs(τ ; τ1)dτ = 1,

∫ ∞

0

τhs(τ ; τ1)dτ = τ1.

• 在潜伏期的无症状感染者与有症状的感染者具有相同的传染能力，记 β > 0 为病人的传染率；

• 病人以 κ(t) ∈ (0, 1) 的比例被隔离，且病人在隔离或者医院治疗期间不具有传染性。

基于上述假定，t 时刻由于系统内部传染导致的新增感染人数

i(t) = β(1− κ(t))Is(t), (2.1)

为了考虑初始时刻 t = 0 的感染人数 Is(0) = I0s 对疫情传播过程的影响, 我们把它看成是在 t = 0 附
近时间区间 [0, ϵ0] 上均匀输入的感染源 s0(t)。则参与疫情传播的感染源（由外界输入病例 s(t) 和初始时刻
感染人员 I0s）可以描述为

S(t) = s(t) + s0(t), (2.2)

其中

s0(t) =

{
2
ϵ20
I0s (ϵ0 − t), t ∈ (0, ϵ0],

0, t > ϵ0

由于已假定社会对感染病人的隔离比率为 κ(t)，从而 t时刻的实际新增感染病人 i(t)+S(t)中, κ(t)(i(t)+
S(t)) 的感染病人被隔离，并开始接受医学诊断，一旦过了潜伏期这部分病人就马上转为确诊病人，对任意
的潜伏期 τ ∈ [0, t]，t− τ 时刻的新增加感染病人 i(t− τ) + S(t− τ) 中被隔离的那部分病人 κ(t− τ)(i(t−
τ) + S(t− τ)) 由于在 t− τ 时刻处于潜伏期 0 (刚感染)，在 t 时刻就变为确诊病人。于是在 t 时刻的新增
确诊病人数为

j(t) =

∫ t

0

hs(τ ; τ1)κ(t− τ)(i(t− τ) + S(t− τ))dτ

=

∫ t

0

hs(t− τ ; τ1)κ(τ)(i(τ) + S(τ))dτ. (2.3)

t 时刻的新增痊愈病人包含两部分：隔离病人中的治愈病人 c1(t) 和未进入隔离中但自愈的病人 c2(t)。
对前者，描述治疗水平的两个指标是对确诊病人的平均治愈时间 τ2 和病人的平均治愈率 κ2，且记一个病
人治愈时间为 τ 的密度函数为 hiso

c (τ ; τ2)。类似于对 j(t) 的分析, t 时刻在隔离部分被治愈的病人数是

c1(t) = κ2

∫ t

0

hiso
c (τ ; τ2)j(t− τ)dτ = κ2

∫ t

0

hiso
c (t− τ ; τ2)j(τ)dτ. (2.4)
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2 疫情的基本指标和传播模型 5

对后者，假定新增感染病人中暴露在外的病人的痊愈时间是以 τ4 为均值，密度函数为 hexp
c (τ ; τ4) 的随机变

量，其痊愈比率为 κ4，则有

c2(t) = κ4

∫ t

0

hexp
c (τ ; τ4)(1− κ(t− τ))(i(t− τ) + S(t− τ))dτ

= κ4

∫ t

0

hexp
c (t− τ ; τ4)(1− κ(τ))(i(τ) + S(τ))dτ. (2.5)

最后 t 时刻新增的痊愈人数为
c(t) = c1(t) + c2(t). (2.6)

和 t 时刻的新增痊愈人数一样，t 时刻的新增死亡人数也包含两部分：一部分是已隔离病人中的死亡人
数 d1(t)，另一部分是未进入隔离但由于自身免疫功能消失或自救失败的死亡人数 d2(t)。记隔离病人中确诊
后到最终死亡的平均死亡时间 τ3，其密度函数为 hiso

d (τ ; τ3)；暴露在外的新增病人平均死亡时间为 τ5，其
密度函数为 hexp

d (τ ; τ5)。从而

d1(t) = (1− κ2)

∫ t

0

hiso
d (τ ; τ3)j(t− τ)dτ, (2.7)

d2(t) = (1− κ4)

∫ t

0

hexp
d (τ ; τ5)(1− κ(t− τ))(i(t− τ) + S(t− τ))dτ. (2.8)

于是 t 时刻新增的死亡人数为
d(t) = d1(t) + d2(t). (2.9)

显然有 κ2 > κ4, τ2 < τ4, τ3 > τ5, 表示由于治疗，死亡率下降了，平均存活时间延长了。
基于上述分析，[1] 建立了如下疫情扩散模型的耦合系统：

dIs(t)
dt

= s(t) + i(t)− c(t)− d(t), t > 0

i(t) = β(1− κ(t))Is(t) t > 0

S(t) = s(t) + s0(t), t > 0

s0(t) =

{
2
ϵ20
I0s (ϵ0 − t), t ∈ (0, ϵ0],

0, t > ϵ0

j(t) =
∫ t

0
hs(t− τ ; τ1)κ(τ)(i(τ) + S(τ))dτ, t > 0

c(t) = κ2

∫ t

0
hiso
c (t− τ ; τ2)j(τ)dτ + κ4

∫ t

0
hexp
c (t− τ ; τ4)(1− κ(τ))(i(τ) + S(τ))dτ, t > 0

d(t) = (1− κ2)
∫ t

0
hiso
d (t− τ ; τ3)j(τ)dτ+

(1− κ4)
∫ t

0
hexp
d (t− τ ; τ5)(1− κ(τ))(i(τ) + S(τ))dτ, t > 0

Is(0) = I0s .

(2.10)

该模型本质上是一个关于 Is(t) 的带有延迟效应的积分微分方程。
对我们考虑的扬州疫情发展的模型，由于政府对外界人员输入的严格管控措施，我们后面总是假定外

界输入病例 s(t) = 0。对于随机变量 τ 的概率密度函数 hs(τ ; τ1), hiso
c (τ ; τ2), hexp

c (τ ; τ4), hiso
d (τ ; τ3),

hexp
d (τ ; τ5) 的形式，它们的选取具有一定的人为性。除了 [1] 中研究的 Gauss 分布和 Weibull 分布外，还
可以有其它的分布，并没有一个对所有地区疫情发展都适用的统一的形式。本文考虑密度函数为伽马分布

f(t;α, λ) =
λα

Γ(α)
tα−1e−λt, t > 0,

其中 α, λ > 0 是常数。直接计算知道，∫ ∞

0

f(t;α, λ)dt = 1,

∫ ∞

0

tf(t;α, λ)dt = α

λ
,

即 f(t;α, λ) 是以 α
λ
为均值的随机变量 t 的密度函数。记 τ = α

λ
，则 α = τλ。在我们的模型中，取上述密

度函数为

h(t; τ, λ) =
λλτ

Γ(λτ)
tλτ−1e−λt = f(t;α, λ).
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2 疫情的基本指标和传播模型 6

对给定的传染病的扩散, 在疫情发展到充分长时间后，新增病人、新增治愈病人、新增死亡病人都应该
趋于常数或者消除。这个特征是描述疫情传播的模型适定性一个基本要求。为了证明我们对 Gamma 分布
的模型满足此要求，需要已知的 Gronwall 不等式。

定理 2.1 (Gronwall 不等式) 设非负函数 E(t) 在 [0, T ] 连续可微，E(0) = 0，且对 t ∈ [0, T ]，有

dE(t)

dt ≤ CE(t) + F (t),

其中 C 为常数，F (t) 为 [0, T ] 上单调增加的非负可积函数，则有

dE(t)

dt ≤ eCtF (t),

和
E(t) ≤ C−1(eCt − 1)F (t).

下面是我们工作的理论结果。先对一般的外界输入源 s(t) 的情形加以研究。对扬州疫情的发展，我们
假定 s(t) = 0, 自然满足下面的结果中的条件。

定理 2.2 对任意给定的 T > 0，微分积分方程系统 (2.10) 存在唯一解 Is(t) ∈ C[0, T ]。假定疫情 (潜
伏期、治愈期等) 满足的给定的伽马分布 h(t; τ, λ)，并且定输入病人数满足有限增长性条件∫ ∞

0

s(t)e
λ
2
tdt ≤ s∗ < ∞,

其中 λ 是依赖于分布函数的常数。则当传染率 β > 0 充分小或者隔离率 κ(t) ∈ (0, 1) 充分接近 1 时，有

lim
t→∞

Is(t) = 0, lim
t→∞

c(t) = 0, lim
t→∞

d(t) = 0. (2.11)

即对一个具有有限外界输入的封闭系统而言，整个发展系统趋于稳态，所有的感染病人最终会消失。

该定理中的两个条件的生物学意义是明确的：s(t) 在整个疫情传播过程 (0,∞) 中的有限增长条件要求
从外界输入的病人总数有限并且增长速度不能超过指数增长（对实际问题这个条件显然是合理的）；β(1 −
κ(t)) 充分小的条件表明了有效控制传播的两个途径为保持感染病人的低传播率 β > 0 充分小或者隔离率
κ(t) ∈ (0, 1) 充分接近 1。
证明 定义

M1(t) := [κ2h
iso
c (t; τ2) + (1− κ2)h

iso
d (t; τ3)] ∗ hs(t; τ1),

M2(t) := κ4h
exp
c (t; τ4) + (1− κ4)h

exp
d (t; τ5).

由于随机变量的分布是独立的，可以将卷积去掉，引入新的随机变量及其对应的概率密度函数 hiso
8 (t; τ8)和

hiso
10 (t; τ10)，则可以得到

M1(t) = κ8h
iso
8 (t; τ8) + (1− κ8)h

iso
10 (t; τ10), (2.12)

其中 κ8 = κ2。为了记号简便，引进

hiso
8 (t; τ8) = h8(t), hiso

10 (t; τ10) = h10(t), hexp
c (t; τ4) = h4(t), hexp

d (t; τ5) = h5(t).

耦合系统 (2.10)是一个积分微分方程系统，由于 (Is(t), i(t), j(t), c(t), d(t))的各分量耦合关系复杂，我
们消去后面四个分量，直接验算并利用交换积分次序得到得到关于仅含 Is(t) 的微分积分方程

dIs(t)

dt
= S(t)− s0(t) + β(1− κ(t))Is(t)−∫ t

0

κ(z)β(1− κ(z))Is(z)

∫ t

z

[
κ2h

iso
c (t− τ ; τ2) + (1− κ2)h

iso
d (t− τ ; τ3)

]
hs(τ − z; τ1)dτdz −∫ t

0

(1− κ(z))β(1− κ(z))Is(z)[κ4h
exp
c (t− z; τ4) + (1− κ4)h

exp
d (t− z; τ5)]dz −∫ t

0

κ(z)S(z)

∫ t

z

[
κ2h

iso
c (t− τ ; τ2) + (1− κ2)h

iso
d (t− τ ; τ3)

]
hs(τ − z; τ1)dτdz −∫ t

0

(1− κ(z))S(z)[κ4h
exp
c (t− z; τ4) + (1− κ4)h

exp
d (t− z; τ5)]dz (2.13)
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2 疫情的基本指标和传播模型 7

再对上式 (2.13) 两边积分，并交换积分次序得到

Is(t) = I0s +

∫ t

0

S(z)M(t− z, z)dz + β

∫ t

0

(1− κ(z))Is(z)M(t− z, z)dz −
∫ t

0

s0(z)dz, (2.14)

其中

M(t− z, z) := 1− κ(z)

∫ t

z

M1(τ − z)dτ − (1− κ(z))

∫ t

z

M2(τ − z)dτ.

利用 hj(t)(j = 4, 5, 8, 10) 的形式，直接计算可以得到∫ t−z

0

M1(τ)dτ =

∫ t−z

0

[κ8h8(τ) + (1− κ8)h10(τ)]dτ

= 1− κ8

∫ +∞

t−z

λ8τ
λτ8−1e−λτdτ − (1− κ8)

∫ +∞

t−z

λ10τ
λτ10−1e−λτdτ,∫ t−z

0

M2(τ)dτ =

∫ t−z

0

[κ4h4(τ) + (1− κ4)h5(τ)]dτ

= 1− κ4

∫ +∞

t−z

λ4τ
λτ4−1e−λτdτ − (1− κ4)

∫ +∞

t−z

λ5τ
λτ5−1e−λτdτ,

.

其中记 γj = λ
λτj

Γ(λτj)
, j = 4, 5, 8, 10, 是常数。利用这两个表达式可得

M(t− z, z) = κ(z)

[
κ8

∫ +∞

t−z

γ8τ
λτ8−1e−λτdτ + (1− κ8)

∫ +∞

t−z

γ10τ
λτ10−1e−λτdτ

]
+

(1− κ(z))

[
κ4

∫ +∞

t−z

γ4τ
λτ4−1e−λτdτ + (1− κ4)

∫ +∞

t−z

γ5τ
λτ5−1e−λτdτ

]
.

对于变量 τ > 0, 由于幂函数在 [0,+∞) 可以被带有正指数的指数函数界住，即对 λτi > 1, 存在依赖
于 τi, λ 的常数 c(τi, λ) 使得

γjτ
λτi−1 ≤ c(τi, λ)e

λ
2
τ .

则我们可以得到 ∫ +∞

t−z

γjτ
λτj−1e−λτdτ ≤

∫ +∞

t−z

c(τj , λ)e
−λ

2
τdτ =

2c(τj , λ)

λ
e−

λ
2
(t−z).

引入 c0 := max{c(τj , λ), j = 4, 5, 8, 10}，显然我们有∫ +∞

t−z

γjτ
λτj−1e−λτdτ ≤ 2c0

λ
e−

λ
2
(t−τ)

对 j = 4, 5, 8, 10 成立，由此导出
M(t− z, z) ≤ 2c0

λ
e−

λ
2
(t−z). (2.15)

把 (2.15) 代入 (2.14) 中，得到∫ t

0

S(z)M(t− z, z)dz ≤ 2c0
λ

∫ t

0

S(z)e−
λ
2
(t−z)dz, (2.16)

∫ t

0

(1− κ(z))Is(z)M(t− z, z)dz ≤ 2c0
λ

∫ t

0

(1− κ(z))Is(z)e
−λ

2
(t−z)dz. (2.17)

同时引入 κ0 := max[0,∞)(1− κ(t)) ∈ (0, 1)，则对 t > ϵ0，(2.14), (2.16) 和 (2.17) 导出

Is(t) ≤ I0s +
2c0
λ

∫ t

0

S(z)e−
λ
2
(t−z)dz + 2βκ0c0

λ

∫ t

0

Is(z)e
−λ

2
(t−z)dz −

∫ ϵ0

0

s0(z)dz

=
2c0
λ

∫ t

0

S(z)e−
λ
2
(t−z)dz + 2βκ0c0

λ

∫ t

0

(1− κ(z))Is(z)e
−λ

2
(t−z)dz

=
2c0
λ

∫ ϵ0

0

s0(z)e
−λ

2
(t−z)dz + 2c0

λ

∫ t

0

s(z)e−
λ
2
(t−z)dz + 2βκ0c0

λ

∫ t

0

Is(z)e
−λ

2
(t−z)dz.(2.18)
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3 数值模拟：模型预测和实际数据 8

下面据此来估计 Is(t)。利用 s(t) 的优先增长性条件很容易证明

Is(t)e
λt
2 ≤ 2c0

λ

∫ ϵ0

0

s0(z)e
λz
2 dz + 2c0

λ

∫ t

0

s(z)e
λz
2 dz + 2βκ0c0

λ

∫ t

0

Is(z)e
λz
2 dz

≤ C∗(I0s , s(·), λ, c0) +
2βκ0c0

λ

∫ t

0

Is(z)e
λz
2 dz, t > ϵ0. (2.19)

在定理 2.1 中取

E(t) =

∫ t

0

Is(z)e
λz
2 dz,

则由 Gronwall 不等式，上述估计推出∫ t

0

Is(z)e
λz
2 dz ≤ λC∗

2βκ0c0

(
e

2βκ0c0
λ

t − 1
)
,

及
0 ≤ Is(t) ≤ C∗e

−
(

λ
2
− 2βκ0c0

λ

)
t
, t > ϵ0.

因此对满足 0 < βκ0 < λ2

4c0
的 (β, κ(t))，我们有 limt→∞ Is(t) = 0。有了 Is(t) 的渐近行为后，就有了 i(t)

的渐近行为，从而 c(t), d(t) 的渐近行为可以得到。定理证毕。
对扬州疫情的发展和预报，由于我们假定 s(t) = 0, 上述结果显然是成立的。在下一节的数值实现中，

伽马分布中包含的两个参数我们是固定一个调节另一个，相当于通过调控分布的均值实现。数学上的这种处
理相当于要求有效控制的上限依赖于疾病的平均潜伏期时间平均治愈时间等，这显然是合理的。

3 数值模拟：模型预测和实际数据
根据前一节的分析，我们已经建立了一个关于 (Is(t), i(t), j(t), c(t), d(t)) 的耦合系统，由 (2.14) 可知，

消去后面四个分量可以得到关于 Is(t) 的第二类积分方程，因此当其中的所有参数和输入已知时，由该系统
可以完全确定 Is(t)。上述模型 (2.10) 中的输入参数可以分为五类:

• 导致疾病蔓延的本质因素: 初始病人数 I0s 和动态输入病人数 s(t);

• 疫情传播规律的定量参数: 各类均值 τj , j = 1, 2, 3, 4, 5;

• 疾病本身的定量参数: β, κ2, κ4;

• 社会对疫情传播控制行为: 对感染病人的隔离率 κ(t)。

由于病毒传播和发展的规律是十分复杂的，因此上述的参数从理论上来说是未知的。实际中，我们可以
获得的数据是官方公布的每日新增确诊人数 j(t)（或者累计确诊人数，记为 J(t)），医院公布的每日新增
治愈人数 c1(t) 和每日新增死亡人数 d1(t)。根据这类已知数据确定模型参数的问题是一类十分困难的反问
题。本节的数值实验主要分为以下两个部分，一是考虑不同的参数扰动，对模型做敏感性分析，验证模型的
可适用性；二是选取合适的模型参数，针对近期江苏扬州的疫情数据，验证在伽马分布密度函数下模型的合
理性，同时针对 2020 年的武汉疫情数据调整相应的模型参数，将扬州的参数与武汉的参数进行对比，分析
差异，与定性分析的结果进行对比，验证模型的合理性。
首先考虑在给定初始数据 I0s = 100，外界输入数据 s(t) 具有以下形式

s(t) =

100− 100 cos t
2
, t ∈ [0, 60]

0, t > 60

时我们模型的数值表现。对疫情 (潜伏期、治愈期等) 满足的伽马分布 h(t; τ, λ)，我们取参数 λ = 0.55，模
型中的其他参数取为

κ2 = 0.9, κ4 = 0.6, τ1 = 5.2, τ2 = 9, τ3 = 15, τ4 = 18, τ5 = 10.
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3 数值模拟：模型预测和实际数据 9

考虑不同的传染率 β 和隔离率 κ对模型结果的影响，得到结果如图 2-图4。其中，图 2的结果对应 β = 0.2,
κ = 0.85，图 3 的结果对应 β = 0.47, κ = 0.85，图 4 的结果对应 β = 0.47, κ = 0.95。结合图 2 和图 3 可
知，当其他参数保持不变，若传染率 β 足够小，则可以将疫情有效控制住，并且感染人数逐渐趋于 0；若传
染率 β 较大，则在其他参数不变的情况下，疫情的发展将失去控制。结合图 3 和图 4 可知，当其他参数保
持不变，若隔离率 κ 足够大，则可以将疫情有效控制住，并且感染人数逐渐趋于 0；若隔离率 κ 较大（接
近 1），则在其他参数不变的情况下，疫情的发展将失去控制。综上，该数值结果验证了前一节中定理 2.2给
出的结论，有效控制传播的两个途径为保持感染病人的低传播率 β > 0 充分小或者隔离率 κ(t) ∈ (0, 1) 充
分接近 1。

图 2: β = 0.2, κ = 0.85: 每日现存感染人员分布 Is(t)(左); 每日新增确诊人数 j(t)、. 痊愈人数 c(t)、死
亡人数 d(t) (右)。

图 3: β = 0.47, κ = 0.85: 每日现存感染人员分布 Is(t)(左); 每日新增确诊人数 j(t)、. 痊愈人数 c(t)、
死亡人数 d(t) (右)。
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3 数值模拟：模型预测和实际数据 10

图 4: β = 0.47, κ = 0.95: 每日现存感染人员分布 Is(t)(左); 每日新增确诊人数 j(t)、. 痊愈人数 c(t)、
死亡人数 d(t) (右)。

下面把我们的上述结果用于扬州疫情的建模和预报。2021 年 7 月由南京禄口机场外界输入引发的新一
轮疫情中，扬州于 7 月 28 日出现首例确诊病例，我们以 2021 年 7 月 28 日为初始时刻 t = 0，假定该日的
现存感染人数为 I0s = 554。由 t 的实际意义可知，系统是按天变化的，即 dt = 1，以步长 1 来离散我们的
离散系统 (2.10)，取 ϵ0 = 1.01 以考虑初始感染病例在后续时间内的退出。同时，由于出现确诊后，扬州市
立刻采取了严控的管制措施，因此我们在模型中不考虑外部输入病例，即取 s(t) ≡ 0，以医院每日新增确诊
病例 j(t) 和累计确诊病例即 [0, t] 上的总量 J(t) =

∫ t

0
j(τ)dτ 作为对比指标，与实际公布的数据进行对比。

定理 2.2 中的 c0 是依赖伽马分布参数的常数，在本节我们的数值实现中，伽马分布

hj(t; τj , λ), j = 1, 2, 3, 4, 5

的两个参数 (τj , λ) 是固定一个调节另一个，相当于通过调控分布的均值实现。因此有效控制的上限依赖于
疾病的平均潜伏期时间平均治愈时间等，即取定 λ = 0.55，而调节 τj , j = 1, 2, 3, 4, 5。

传染率、隔离率、隔离病人的治愈率及暴露病人的自愈率取为

β = 0.864, κ(t) = 0.9988, κ2 = 1, κ4 = 0.6,

而其余各个指标的均值分别取为

τ1 = 9.8, τ2 = 11, τ3 = 15, τ4 = 18, τ5 = 10.

图 5: 应用伽马分布的 COVID 模型拟合 2021 年扬州数据：实际每日累计确诊人数和数值累计确诊人
数（左）；实际每日新增确诊人数和数值新增确诊人数（右）
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3 数值模拟：模型预测和实际数据 11

对于伽马分布密度函数，我们以 2021 年 7 月 28 日为初始时刻，基于上述参数计算了 7 月 28 日至 8
月 31 日每日新增确诊人数 j(t) 的模拟结果并和媒体公布的扬州实际数据进行了比较，见图 5 (右)。同时
我们比较了每日确诊数据在 [0, t] 的累计值 J(t)(左)。可以看出，我们的模型整体上是可以反映每日新增确
诊人数和累计确诊人数的，可以认为该模型很好地描述了扬州疫情的整个走势。

表 1：2021 年扬州确诊病人人数的数值模拟与实际数据的对比
日期 07/28 07/31 08/03 08/06 08/09 08/12 08/15 08/18 08/21 08/23

公布每日确诊 j(t) 2 12 32 52 48 25 6 3 1 0
模拟每日确诊 2 9 45 56 40 21 9 4 2 1

公布累计确诊 J(t) 2 28 126 272 394 510 552 564 568 568
模拟累计确诊 2 13 111 277 417 498 537 554 561 564

为了数值反映我们的预报结果和实际数据的关系，我们列出相关的具体数据 (数值结果取整)，见表 1。
这些数值定量对比关系表明，在疫情传播和发展的稳定阶段，我们的模型是可以定量地描述疫情的发展状态
的。
针对扬州数据，通过合理调整参数，我们得到了很好的模拟结果。但是，由于缺乏实际数据的支持，这

些参数的选取是具有一定的人为性的。接下来，我们对不同参数测试分析模型的敏感性。根据定理 2.2 的结
论，我们主要考虑 β(1− κ) 和 I0s 对模型结果的影响。分别进行两组测试，使得 β(1− κ) 和 I0s 改变的相
对大小一致。首先考虑 β(1− κ)，这里我们给定 β = 0.864 固定，只改变 κ 的大小，记前面吻合良好的隔
离率为 κ∗ = 0.9988，令取 κ1 = 0.99856，κ2 = 0.9982，则有

|β(1− κ1)− β(1− κ∗)|
β(1− κ∗)

= 20%,
|β(1− κ2)− β(1− κ∗)|

β(1− κ∗)
= 50%.

然后同样考虑变化幅度相同的 I0s，记吻合良好的初始数据为 I0∗s = 554，令取 I01s = 665, I02s = 831，则有

|I01s 1− I0∗s )|
I0∗s

= 20%,
|I02s − I0∗s )|

I0∗s
= 50%.

两组测试的结果如图 6 和图 7 所示。很容易发现，在相同的变化幅度下，β(1−κ) 对结果的改变不明显，但
是 I0s 会对结果造成巨大的影响。这说明了，本文中的模型对不同参数的敏感性不同，对 β(1 − κ) 的敏感
性较低，但对初始数据 I0s 敏感性较高。

图 6: 固定 I0s，不同的 β(1 − κ)(其中 β 不变，只改变 κ) 取值的结果：实际每日累计确诊人数和数值
累计确诊人数（左）；实际每日新增确诊人数和数值新增确诊人数（右）
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3 数值模拟：模型预测和实际数据 12

图 7: 固定 (β, κ)，不同的 I0s 取值的结果：实际每日累计确诊人数和数值累计确诊人数（左）；实际每
日新增确诊人数和数值新增确诊人数（右）

在 [1] 中，已对Weible 分布下的武汉疫情发展的数值预报进行了研究。下面针对 2020 年武汉数据，我
们以 2020 年 1 月 23 日为初始时刻，假定该日的现存感染人数为 I0s = 43300，仍然取伽马分布的参数为
λ = 0.55。隔离率、隔离病人的治愈率及暴露病人的自愈率取为

β = 0.467, κ(t) = 0.989, κ2 = 0.9, κ4 = 0.6,

各个指标的均值分别取为
τ1 = 15, τ2 = 11, τ3 = 15, τ4 = 18, τ5 = 10.

同样地，以医院每日新增确诊病例 j(t) 和累计确诊病例即 [0, t] 上的总量 J(t) =
∫ t

0
j(τ)dτ 作为对比指标，

与实际公布的武汉疫情数据进行对比，结果如图 8 所示。比较可知，我们的模型整体上是可以反映每日确
诊人数的，但是在 1 月 30 日至 2 月 13 日之间高于公布的数字。考虑到 2 月 13 日政府公布的数字有一个
脉冲的增加，这表示政府对前期公布的偏低数据有一个整体的调整。这说明我们的模型在某种意义下回避了
公布数据的不准确性, 能比较客观地反映疫情的实际走势。

图 8: 应用伽马分布的 COVID 模型拟合 2020 年武汉数据：实际每日累计确诊人数和数值累计确诊人
数（左）；实际每日新增确诊人数和数值新增确诊人数（右）



20
21

 S.-T
. Y

au
 H

igh
 Sch

oo
l S

cie
nc

e A
ward

4 总结与展望 13

图 9: 应用 Weibull 分布的 COVID 模型拟合 2020 年武汉数据：实际每日累计确诊人数和数值累计确
诊人数（左）；实际每日新增确诊人数和数值新增确诊人数（右）

[1] 中应用 Weibull 分布来描述疫情 (潜伏期、治愈期等)，所得到的武汉疫情数据的模拟如图 9 所示，
对比图 8 和图 9 的结果可以看出，定理 2.2 刻画的结果与选取的不同分布的密度函数关系不是太大，会得
到类似的结果，只是在峰值和中间的分布上有区别，整体走势是相同的。因此带有记忆效应的模型反映了疫
情传播的本质。
将模拟扬州疫情数据的参数和模拟武汉疫情数据的参数进行对比，可以发现两者主要差异在传染率 β

和潜伏期 τ1 上，
βY Z = 0.864, τY Z

1 = 9.8,

βWH = 0.467, τWH
1 = 15.

则显然
βY Z < βWH , τY Z

1 < τWH
1 .

根据国家公布的信息，2021 年由南京禄口机场发散的本轮疫情是起源于俄罗斯入境航班带来的德尔塔变异
毒株，这种变异病毒具有传染率高、潜伏期短的特性。而我们定量分析的结果看来，与这一事实十分吻合，
说明了我们的模型能够有效反应变异病毒株的特性，从另一方面验证了我们模型的合理性。

4 总结与展望
带有卷积型积分核的积分微分方程系统，反映了疫情扩散过程的非局部性。总结来说，本文基于该系统，

完成了以下工作：

1. 考虑了一个新的密度函数并理论证明了渐近性结果；

2. 考虑不同的参数扰动，对模型做了敏感性分析，验证了模型的可适用性；

3. 针对近期江苏扬州的疫情数据做了模型拟合，验证了在新的密度函数下模型的合理性；

4. 利用模型模拟了 2020 年武汉疫情数据，并把武汉数据和扬州数据所对应的模型参数进行对比，说明
了本文的模型能够有效反应变异病毒株的特性。

综合上述工作，基于伽马分布的带有延迟效应的新冠肺炎的动力学传播模型能够有效刻画具有长潜伏
期的传染病的传播机理，在不同时期多地疫情数据模拟分析中，算法的数值结果反应了模型能够有效反应
变异病毒株的特性。该模型对不同的参数的敏感性不同，对 β(1 − κ) 的敏感性较低，但对初始数据 I0s 敏
感性较高。
由于人类行为的复杂性和疾病本身的未知性，理论上讲，模型中的所有参数都是未知的。我们目前所能

做的工作都是根据实际公布的少量疫情数据，人为调整参数，使得模型尽可能拟合实际数据，研究重心在如
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4 总结与展望 14

何对疫情问题进行合理建模。但是利用这些已经发生的和疾病传播有关的数据来尽可能准确地确定模型中
的未知参数，则是一类非线性反问题，是十分困难的问题，已经超出了我们的能力，有待后续研究。
数学是寻求自然界真相的科学，它始终是很多科学的基础。根据实际问题建立数学模型，并对模型求解，

再根据结果解决问题，数学建模是数学中非常精妙复杂的部分；进一步地，以数学为基础解决生活问题，数
学改变了整个世界的文化。丘成桐先生在给北京雁栖湖应用数学研究院的贺词中提到，数学家追求永恒的真
理，热爱理论和方程。它比诗章还要华美动人，因为当真理赤裸裸呈现时，所有颂词都变得渺小；它可以富
国强兵，因为它是所有应用科学的源泉；它可以安邦定国，因为它可以规划现代社会的经络。学习并应用建
模，借以关注社会，充分领悟数学作为自然科学和人文学科的桥梁之美，是我们在理论和公式之后更为深刻
恒久的体悟。
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2021 年以来，新冠疫情在全球出现进一步变化。新冠疫苗大规模接种，尤其是德尔塔变异
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东南大学刘继军教授及几位老师和参赛同学均没有直接亲属或其他利益关系。在论文写作过
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