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论文题目 几类特殊中心对称凸体的最优分割问题

作者 谢责成, 孙月异, 何浩华

论文摘要 本文研究了几类特殊中心对称凸体的最优分割问

题. 首先研究了 KLS 猜想的特殊情形: 二维 p-球的最优分割

问题, 证明了当 p=1, 2时, Hamilton等周量在截面通过二维单

位 p-球的中心时取到最优值; 其次, 通过类比欧氏几何和非

欧几何, 研究了球面或 Poincare 圆盘上的测地圆盘的测地分

割, 也证明最优分割测地线必过测地圆盘的中心. 最后, 由 2

维 p-球推广到 3维 p-球, 我们研究了正方体的最优截面问题,

证明了正方体的 Hamilton等周量的优截面必过正方形的中心

且与某个底面平行.

关键词 中心对称凸体; p-球; Poincare圆盘; Hamilton 等周量;

最优分割
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1. 论文的选题来源、研究背景

1984年, 著名数学家 J. Bourgain提出了一个猜想:“一个任意维数的凸体, 用

一个低一维的超平面去平分该凸体, 那么存在一个常数 c, 使得凸体的截面中至少

存在一个截面的面积大于 c.”换句话说, 如果用一刀平分“任意维度空间的西瓜”,

总有一个切面的面积大于 c. 在 3维空间中, 这个结论似乎很好理解, 因为无论西

瓜(凸体)长成什么奇形怪状, 总不可能在每个角度都细长.

1993 年, R. Schneider[6]研究了中心对称的凸体的最大截面问题: 所有的平行

的截面当中, 通过凸体的对称中心的截面的面积取到最大值. 2000年, E. Makai, H.

Martini, & T. Ódor. 证明了一个包含坐标原点的凸体, 如果它的任意平行截面中,

取到体积最大的截面都通过坐标原点, 则该凸体一定是关于原点中心对称.

1995 年, 为证明平面嵌入曲线在曲线收缩流下保持嵌入性, R. Hamilton研究

了平面单连通区域的最优分割问题: 设 D为一个平面上的单连通区域, 一条直线 l

把 D分割成面积分别为𝑆1, 𝑆2的两个区域𝐷1, 𝐷2, 截线段的长度为 L, 求 inf 𝐺(𝑙) =

𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1). 我们受到了这种函数形式启发，决定研究一些欧氏平面上简单二

维中心对称图形以及非欧平面上的单位圆盘的最优切割问题. 最后我们进一步拓

展, 研究三维单位正方体的最优切割问题.

2. 每一个队员在论文撰写中承担的工作以及贡献

小组三位成员在完成论文中扮演了同等重要的角色, 本篇论文的完成离不开

三位成员的通力协作和配合. 小组中解决问题分工明确, 三位成员共同讨论问题

研究方向和解决思路及方法、分工计算和画图. 此外, 本论文写作过程中, 各成员

相互细致核对纠错, 提高了论文的写作质量.

3. 指导老师与学生的关系，在论文写作过程中所起的作用，

及指导是否有偿

危志刚老师为学生们的校内指导老师，杨标桂老师为校外指导老师，两位老

师在写作过程中主要负责拓展学生们对问题的理解以及检查写作规范的问题.

4. 他人协助完成的研究成果

无
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几类特殊中心对称凸体的最优分割问题

谢责成,孙月异,何浩华

福州第一中学

摘要 本文研究了几类特殊中心对称凸体的最优分割问题. 首先研究了 KLS猜想[4]的

特殊情形:二维 p-球的最优分割问题,证明了当 p=1, 2时, Hamilton等周量[3]在截面通过二维

p-球的中心时取到最优值;其次,通过类比欧氏几何和非欧几何,研究了球面或 Poincare圆盘

上的测地圆盘的测地分割,也证明最优分割测地线必过测地圆盘的中心.最后,由 2维 p-球推

广到 3维 p-球, 我们研究了正方体的最优截面问题,证明了正方体的 Hamilton等周量的优截

面必过正方形的中心且与某个底面平行.

关键词 中心对称凸体; p-球; Poincare圆盘; Hamilton等周量; 最优分割

1.引言

1984年, 著名数学家 J. Bourgain提出了一个猜想: “一个任意维数的凸体, 用一个低一

维的超平面去平分该凸体, 那么存在一个常数 c, 使得凸体的截面中至少存在一个截面的面

积大于 c.”换句话说, 如果用一刀平分“任意维度空间的西瓜”, 总有一个切面的面积大于 c.

在 3维空间中,这个结论似乎很好理解,因为无论西瓜(凸体)长成什么奇形怪状,总不可能在

每个角度都细长.

1993年, R. Schneider[6] 研究了中心对称的凸体的最大截面问题:所有的平行的截面当中,

通过凸体的对称中心的截面的面积取到最大值 . 2000年, E. Makai, H. Martini, & T. Ódor. [5]

证明了一个包含坐标原点的凸体, 如果它的任意平行截面中, 取到体积最大的截面都通过坐

标原点,则该凸体一定是关于原点中心对称.

1995年,为证明平面嵌入曲线在曲线收缩流下保持嵌入性, R. Hamilton[3]研究了平面单

连通区域的最优分割问题:设 D为一个平面上的单连通区域, 一条直线 l把 D分割成面积分

别为𝑆1 , 𝑆2的两个区域𝐷1, 𝐷2 , 截线段的长度为 L, 求 inf 𝐺(𝑙) = 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1). 我们称几何

量𝐺为 Hamilton等周量. Hamilton等周量和 Poincare 不等式密切相关，它的类似几何量在

Hamilton之前被 Cheeger, Cianchi等数学家研究，受这些工作的启示, 本文将研究二维 p-球

的最优切割问题:

问题 I 如图 1.1, 二维单位 p-球定义为: Bp2={(x, y)∈ℝ2| |x|p+|y|p≤1}. 用一条直线分割二

维 p 球 , 得到的两部分的面积分别为 S1, S2, 截线段的长度为 L. 研究 Hamilton 等周量

G= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1)的最值问题和确定最优截线的几何位置.
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图 1.1二维单位 p-球

我们将在本文第二节研究问题 I.

由欧氏几何与非欧几何类比,我们还可以考虑球面上的测地圆盘和双曲圆盘(Poincare

disc)上的测地圆盘的最优分割问题:

问题 II 假设球心与小圆的圆心距为 h (0≤ h≤1),用一个过球心的平面与球冠的表面交

于一条曲线Γ, 这条曲线Γ将球冠表面分为两部分, 记面积为𝑆1, 𝑆2 , 截线Γ的长度为 L. 求

Hamilton等周量 G= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1)的最小值和确定最优截线的几何位置.

我们将在本文第三节研究问题 II.

问题 III 用一条测地线分割 Poincare圆盘上测地圆盘, 得到的两部分的面积分别为 S1,

S2, 截线段的长度为 L, 求 Hamilton等周量 G= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1)的最小值(下确界)和确定最优

截线的几何位置.

我们将在本文第四节研究问题 III.

最后,考虑把 2维空间中 Hamilton等周量的问题推广到 3维空间,我们将在本文第五节

研究 3维立方体的 Hamilton等周量的等周问题:

问题 IV单位正方体被一个平面分割成两部分,记两部分体积分别为𝑉1, 𝑉2, 截面面积为

S,找出一种最优截面𝜎0,使得 G(𝜎0)=𝑆
3

2(𝑉1
−1 + 𝑉2

−1) = 𝐺ഥ,其中𝐺ഥ = infσ𝑆
3

2(𝑉1
−1 + 𝑉2

−1).

为了问题求解,我们需要引入多元对称函数的如下概念和性质(见[2]):

定义 1.1 对于定义在对称连通域 D 上的多元函数𝐹 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛) ,若对任意点

(𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑖,⋯𝑥𝑗,⋯, 𝑥𝑛) ∈ 𝐷 , 总有𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑖,⋯𝑥𝑗,⋯, 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑗,⋯𝑥𝑖,⋯, 𝑥𝑛 ),

(𝑖, 𝑗 = 1, 2,⋯, 𝑛; 𝑖 ≠ 𝑗),则称𝐹 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛)是标准对称函数.

标准对称函数𝐹 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛)所表示的超曲面关于超平面𝑋𝑖 = 𝑋𝑗对称.
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引理 1.2 若标准对称函数𝐹 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛)导出的一阶偏导数方程组

𝑓1
' (𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛) = 0,

𝑓2
' (𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛) = 0,

. . . . . .
𝑓𝑛
' (𝑥1, 𝑥2,⋯, 𝑥𝑛) = 0,

有解,则必有𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛型的解.

2.二维 p-球的最优截面

本节讨论 2维欧氏平面上的圆盘或更一般的二维 p-球的 Hamilton等周量的最优问题.

如图 1.1,二维 p球定义为: Bp
2={(x, y)∈ℝ2| |x|p+|y|p≤1},其中 p≥1.用一条直线分割二维 p-球,

得到的两部分的面积分别为 S1, S2, 截线段的长度为 L. 同样可以研究 Hamilton等周量 G=

𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1)的最优问题.

由于𝑆1+𝑆2=𝑆0,故 G= 𝐿2𝑆0/𝑆1(𝑆0 − 𝑆1),其中𝑆0是 p-球面积: 𝑆0 = 4
0

1 𝑝
1 − 𝑥𝑝∫ dx,

设𝑥𝑝=u,则 x= 𝑢
1

𝑝,于是𝑆0 =
4

𝑝 0

1
𝑢
1

𝑝
−1
(∫ 1−u)

1

𝑝du=
4

𝑝
B(

1

𝑝
,
1

𝑝
+ 1) =

4

𝑝

𝛤(
1

𝑝
+1)∙𝛤(

1

𝑝
)

𝛤(
2

𝑝
+1)

,

其中 B(𝑎, 𝑏)=
0

1
𝑢𝑎−1(∫ 1−u)𝑏−1du是 Beta函数. 一般地, 我们定义不完全 Beta函数: B(𝑥, 𝑎,

𝑏)=
0

𝑥
𝑢𝑎−1(∫ 1−u)𝑏−1du.如果 x取(–1, 0), 补充定义 B(x, a, b)=−𝐵(|𝑥|, 𝑎, 𝑏). 当 x=1时, 不完全

Beta函数就是 Beta函数.而𝛤(𝑥) =
0


𝑒−𝑢∫ 𝑢𝑥−1d𝑢 (x>0)是Г函数.

假设最优分割线𝛬0与 p球的边界 C交于点𝑃1,𝑃2 , 记 C在𝑃1,𝑃2处的切线分别为ℓ1, ℓ2 ,

且它们与 x的夹角分别记为𝜃1, 𝜃2. 于是我们有如下结论:

引理 2.1 𝜃1 = 𝜃2.

证明 如图 2.0, 选取新的坐标 xOy  , 使得最优分割线𝛬0位于 y 轴上，则 C在𝑃1, 𝑃2附近

的部分可表示为函数 ( )y y x   的图像 . 考虑最优分割线𝛬0的单参数变分族𝛬𝑢 , 设𝛬𝑢与

( )y y x   的图像的交点的横坐标分别为±𝑢,则

图 2.0
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(1) 𝛬𝑢的长度 L(𝑢)满足𝐿2(u)= 4𝑢2 + [ ( )y u − ( )y u  ]2. 计算可得

d𝐿

d𝑢
|𝑢=0 = tan𝜃1 − tan𝜃2.

(2) 𝛬𝑢左侧的面积𝐴1(𝑢),右侧面积𝐴2(𝑢) = 𝐴 − 𝐴1(𝑢).

𝐴1(𝑢) = 0

𝑢
( )y x  d x +∫

−𝑢

𝑜
( )y x  𝑑 x − 𝑢[∫ ( )y u − ( )y u  ],

求导可得
d𝐴1

d𝑢
|𝑢=0 = 0. 类似可得

d𝐴2

d𝑢
|𝑢=0 = 0.

由假设得 G(𝑢) = 𝐿2(𝑢)(
1

𝐴1(𝑢)
+

1

𝐴2(𝑢)
)在𝑢 = 0 处取最小值,可得

0=
d𝐺

d𝑢
|𝑢=0 = tan𝜃1 − tan𝜃2,

由此可知, 𝜃1 = 𝜃2.

因此研究二维单位 p-球的最优分割问题时, 我们只需考虑截线的斜率是 0或 1或过 p-

球的中心的情形.

一般的二维单位 p-球的 Hamilton等周量计算比较复杂, 目前初等方法难以得到最优值.

下面我们研究两种简单的二维单位 p-球的最优分割问题.

2.1正方形的最优分割 (p=1)

下面我讨论特殊的单位 p-球, 当 p=1时, 它是一个边长为 2 正方形, 𝑆0 = 2. 当截线过

中心时,则截线必平分正方形的面积,故截线最短时(截线的斜率为±1), G取到最小值.

情况 2.1.1截线斜率为 0.

图 2.1.1

设水平直线为𝑦 = 𝑐, 𝑐 ∈ [0,1],容易计算得

𝐿 = 2(1 − 𝑐), 𝑆1 = (1 − 𝑐)2, 𝑆2 = 2−(1 − 𝑐)2,

𝐺 = 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1) =
8

2 − (1 − 𝑐)2
≥ 4.

情况 2.1.2 截线斜率为 1.
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图 2.1.2

此时,设直线为𝑦 = 𝑥 + 𝑏, 𝑏 ∈ [0,1]. 容易计算得

𝐿 = 2 , 𝑆1 =
1−b

√2
𝐿 = 1 − 𝑏, 𝑆2 = 1 + 𝑏,

𝐺 = 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1) =
4

1 − 𝑏2
≥ 4.

因此我们得到如下结论:

定理 2.1 B1
2={(x, y)∈ℝ2| |x|+|y|≤1}, 其中 p≥1. 用一条直线分割二维 1-球 B1

2, 得到的

两部分的面积分别为 S1, S2, 截线段的长度为 L.则 Hamilton等周量 G= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1)的最

优值为 4,且最优分割线方程为 y=±x, y=±1, x=±1.

2.2单位圆盘的最优分割 (p=2)

我们再研究欧氏平面上的二维 2-球,即圆盘的最优分割问题.如图 2.2,设 OA2与 y轴的

夹角为𝜃 (0≤𝜃≤𝜋/2).

图 2.2

则我们计算有

𝐿 = 2sin𝜃,

𝑆1 = 𝑆扇形𝐴1𝑂𝐴2
− 𝑆∆𝐴1𝑂𝐴2 =

2𝜃

2𝜋
⋅ 𝜋 − 2 ⋅

1

2
⋅ cos 𝜃 ⋅ sin 𝜃 = 𝜃 −

1

2
sin 2𝜃,

𝐺(𝜃) = 𝐿2 ⋅
1

𝑆1
+

1

𝜋 − 𝑆1
= 4𝜋 sin2 𝜃 ⋅

1

𝑆1 𝜋 − 𝑆1
,
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𝐺'(𝜃) = 4𝜋 ⋅
𝑆1 𝜋 − 𝑆1 sin 2𝜃 − 𝑆1' (𝜋 − 2𝑆1)sin

2 𝜃

𝑆1
2 𝜋 − 𝑆1

2

= 4𝜋 ⋅
𝑆1 𝜋 − 𝑆1 sin 2𝜃 − 2 (𝜋 − 2𝑆1)sin

4 𝜃

𝑆1
2 𝜋 − 𝑆1

2
,

设

𝐻(𝑆1) = 𝑆1 𝜋 − 𝑆1 sin 2𝜃 − 2 (𝜋 − 2𝑆1)sin
4 𝜃

= − 𝑆1
2sin 2𝜃 + (𝜋 sin 2𝜃 + 4 sin4 𝜃 )𝑆1 − 2𝜋 sin2 𝜃,

其中𝑆1∈(0, 𝜋/2], 把𝐻看作是𝑆1的二次函数, 对称轴为𝑆1 =
𝜋sin 2𝜃+4 sin4 𝜃

2 sin 2𝜃
>𝜋/2. 当 𝑆1=𝜋/2时,

H(𝜋/2)=0, 故𝐻(𝑆1)在区间(0, 𝜋/2]上满足𝐻(𝑆1)≤0,从而𝐺'(𝜃)≤0,故当𝜃=𝜋/2时, 𝐺(𝜃)取到最

小值 16/𝜋.

于是,我们有如下结论:

定理 2.2 用一条直线分割单位圆盘,得到的两部分的面积分别为 S1, S2,截线段的长度为

L. 若 Hamilton等周量 G= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1)取到最小值, 则截线必通过单位圆盘的中心, 且最

优值为 16/𝜋.

3.球面上测地圆盘的最优测地截线

通过类比欧氏平面上的圆盘,本节研究非欧平面上的测地圆盘的 Hamilton等周量的最

优问题.如图,设𝑆2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3|𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1},令𝛺 = 𝑆2 ∩ {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|ℎ ≤ 𝑧 ≤1}是𝑆2

的测地圆盘(球冠).假设平面𝛱: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0将𝛺分为两部分𝛺1 ∪ 𝛺2,分割线𝛾 = 𝛱 ∩ 𝛺.

记 𝑆𝑖 = 𝐴(𝛺𝑖)为𝛺𝑖的面积(i=1, 2), L为分割线(大圆弧) 𝛾的长度.令

G(𝛱)= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1), 𝐺0 = infΠ𝐺(𝛱).

图 3.1

定理 3.1 infΠ𝐺(𝛱) =G(𝛱0),其中𝛱0是过 z轴的平面,即𝛱0的方程为 ax+by=0, a, b不全为

0,且

G(𝛱0) =
2

2 2

4arccos

(1 )

h

h 
.

证明 首先说明最优分割的平面𝛱0必过 z轴,我们利用反证法.假设最优分割𝛱0=𝛱0 ∩ Ω
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不过点 N(0, 0, 1).由于 G(𝛱)在伸缩变换下不改变，故可考虑将测地圆盘Ω以 N(0, 0, 1)为中

心”放大”,即∀𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω,

𝑑ഥ(𝑁,𝑃) = 𝜆𝑑(𝑁,𝑃) = 𝜆arcsin 1 − 𝑧2.

显然,按上述新定义后距离𝑑ഥ, 当λ趋于正无限时, Ω将变得越来越“平坦”, ∂Ω将变成半径越来

越大的圆周,最优分割线𝛤0将变得越来越接近平面圆盘上一条不过圆心的弦,由此推知,对于

欧氏圆盘, 实现最优分割的弦可以不是直径.另一方面, 根据二维 p-球的结论, 欧氏圆盘实现

最优分割的弦必为直径, 由此得到矛盾,在球面𝑆2,测地圆盘Ω的最优分割线必过Ω的中心,由

于截线过圆盘中心,由立体几何知识容易计算得到 G(𝛱0)=
2

2 2

4arccos

(1 )

h

h 
.

下面我们利用微积分方法计算相关的几何量,并给出定理 3.1的另一种证明方法.

假设截面与赤道平面的夹角为𝛼, 𝛼的取值范围为(arcsinh,
𝜋

2
).我们将用球坐标的方法,计

算面积𝑆1,以球心为原点建立直角坐标系,同时引入球面坐标系：

𝑥 = 𝑅cos𝜑sin𝜃,
𝑦 = 𝑅sin𝜑sin𝜃,
𝑧 = 𝑅cos𝜃,

𝜃 ∈ (0, 𝜋), 𝜑 ∈ (0, 2𝜋),

这里 R=1, 所以目标是确定𝜃, 𝜑的积分上下限. 球冠中的下底圆的半径 r= 1 − ℎ2, 由图 3.1

可以看出：tanα =
ℎ

𝑂'𝐵
, 所以 O'B= ℎ ∙ cotα, sinφ =

𝑂'𝐵

𝑂'𝐴
=

ℎ∙cot𝛼

1−ℎ2∙
, 所以𝜑 ∈ (arcsin

ℎ∙cot𝛼

1−ℎ2
,
𝜋

2
) (由

对称性,只需考虑到
𝜋

2
即可).

下面考虑给定一个𝜑, 求𝜃的范围, 𝜃的上界为 arccosℎ , 下面需要知道点 A的坐标 .设

A(cos𝜑sin𝜃, sin𝜑sin𝜃, cos𝜃), 点 A在截面上, 可以令截面绕着 x-轴逆时针旋转
𝜋

2
− 𝛼，用三维

坐标旋转矩阵
1 0 0
0 sinα − cos 𝛼
0 cosα sin 𝛼

, 旋转后坐标𝑦 = 0 , 且𝑥2 + 𝑧2 = 1 . 由坐标旋转公式得

sin𝛼sin𝜑sin𝜃 = cos𝜃cos𝛼, tan𝜃sin𝜑=cot𝛼,所以

𝜃 = arctan
1

sin𝜑tanα
, 𝜃 ∈ (arctan

1

sin𝜑tanα
, arccosℎ).

下面可以计算剖分部分的面积,即计算积分:

𝑆1

2
=

arctan
ℎ

1−ℎ2 tan𝛼

𝜋

2
arctan

1

sin𝜑𝑡𝑎𝑛𝛼

arccos ℎ
sin 𝜃 d𝜃d𝜑∫∫

=−
arctan

ℎ

1−ℎ2 tan𝛼

𝜋

2 cos 𝜃 |
arctan

1

sinφtanα

arccos 𝛼 d𝜑∫

=
arctan

ℎ

1−ℎ2 tan𝛼

𝜋

2
1

1+
1

sin2𝜑tan2𝛼

− ℎ d𝜑∫

=
arctan

ℎ

1−ℎ2 tan 𝛼

𝜋

2
𝑠𝑖𝑛2𝜑

sin2𝜑+
1

tan2𝛼

∫ d𝜑 − ℎ· arccos
ℎ

1−ℎ2 tan 𝛼

=−
arctan

ℎ

1−ℎ2 tan 𝛼

𝜋

2
1

1+
1

tan2𝛼
−cos2𝜑

∫ d𝑐𝑜𝑠𝜑 − ℎ· arccos
ℎ

1−ℎ2 tan 𝛼
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=−
arctan

ℎ

1−ℎ2 tan 𝛼

𝜋

2
1

1+
1

tan2𝛼

1

1−
cos2 𝜑

1+
1

tan2𝛼

∫ d𝑐𝑜𝑠𝜑 − ℎ· arccos
ℎ

1−ℎ2 tan 𝛼

=− arcsin
cos𝜑

1+
1

tan2𝛼

|
arcsin

ℎ

ta𝑛2 𝛼 1−ℎ2

𝜋

2 − ℎarccos
ℎ

ta𝑛2 𝛼 1−ℎ2

= arcsin
1

1+
1

tan2α

1 −
ℎ2

tan2𝛼(1−ℎ2)
− ℎarccos

ℎ

tan 1−ℎ2

= arcsin
1−ℎ2 tan2𝛼−ℎ2

(tan2𝛼+1)(1−ℎ2)
− ℎarccos

ℎ

1−ℎ2tan 𝛼

= arccos 1 − sin2𝛼 +
ℎ2

tan2+1 1−ℎ2
−ℎarccos

ℎ

1−ℎ2tan 𝛼

= arccos cos2𝛼 1 +
ℎ2

1−ℎ2
−ℎarccos

ℎ

1−ℎ2tan 𝛼

= arccos
cos 𝛼

1−ℎ2
− ℎarccos

ℎ

1−ℎ2tan 𝛼

= arccos
cos 𝛼

1−ℎ2
− ℎarccos

ℎ

sin 𝛼
.

其次计算测地截线长度:

𝐿 = 2ℎarccos
ℎ

1−ℎ2tan𝛼
= 2 arccos

ℎ

sin𝛼
.

于是

𝐺 =
𝐿2

𝑆 𝑆0−𝑆
=

arccos
ℎ

sin 𝛼

2

arccos
cosα

1−ℎ2
−ℎarccos

ℎ

sin 𝛼
𝜋 1−ℎ −arccos

cos𝛼

1−ℎ2
+ℎarccos

ℎ

sin 𝛼

.

我们发现当𝛼 =
𝜋

2
时, tan α无意义,作三角变换

𝜋

2
− 𝛼→𝛼,则 G的表达式为:

𝐺 =
𝐿2

𝑆 𝑆0−𝑆
=

arccos
ℎ

cos𝛼

2

arccos
sin α

1−ℎ2
−ℎarccos

ℎ tan α

1−ℎ2
𝜋 1−ℎ −arccos

sin 𝛼

1−ℎ2
+ℎarc cos

ℎ tan 𝛼

1−ℎ2

.

求导可得

2
2

2 2 2 2 2

2 sin arccos
cos

sin tan tan sin
1 cos arccos arccos arccos arccos

cos 1 1 1 1

h
h

G
h h h

h h h
h h h h




     


 
 
   

         
                           

2 2
2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

sec cos
arccos

cos1 tan cos

sin tan tan sin
arccos arccos arccos arccos

1 1 1 1

h h

h h h

h h
h h h

h h d h
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2 2
2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

cos sec
arccos

coscos 1 tan

sin tan tan sin
arccos arccos arccos arccos

1 1 1 1

h h

h h h

h h
h h h

h h h h

 
 

   
 


  

   
   

   
  
  

         
         

         

.

由𝐺' = 0 解得𝛼 = 𝑘𝜋 (k∈Z), 于是𝛼 = 0, 截线过圆盘中心 , 同样可知 G 取到最小值为

2

2 2

4arccos

(1 )

h

h 
.

4. Poincare圆盘的测地圆盘的最优平截线问题

同样类比欧氏空间的圆盘, 本节研究 Poincare圆盘上的测地圆盘的 Hamilton等周量的

最优问题.

考虑复平面ℂ上单位圆盘𝔻 = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦| |𝑧| < 1},在𝔻上赋予度量

d𝑠2 =
4

(1−|𝑧|2)2
d𝑧d𝑧ത =

4(d𝑥2+d𝑦2)

[1−(𝑥2+𝑦2)]2
.

于是, 我们便得到双曲几何的 Poincare 圆盘(Poincare disc)模型, 记作𝔻𝑝. 关于 Poincare圆盘

𝔻𝑝的以下事实是熟知的,其证明参见[1].

𝔻𝑝 中的双曲直线(测地线)是和𝜕𝔻 = {𝑧| |𝑧| = 1}的垂直的直线(直径)和圆弧(见图 4.1).

图 4-1

设𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝔻p是 Poincare圆盘中的两点,则𝑧1, 𝑧2间的双曲距离为

𝑑𝔻𝑝
(𝑧1, 𝑧2)= 2tanℎ−1

|𝑧1−𝑧2|

|1−𝑧1𝑧2|
=log

1+
|𝑧1−𝑧2|

|1−𝑧1𝑧2|

1−
|𝑧1−𝑧2|

|1−𝑧1𝑧2|

.

下面考虑 Poincare圆盘上的测地圆盘𝛺 = {𝑧| |𝑧| ≤ 𝑟0}, 0<𝑟0<1.

设双曲直线ℓ将𝛺分为两部分为𝛺1, 𝛺2 记𝛤 = 𝛺 ∩ ℓ , L 为𝛤的双曲直线的长度 , 𝑆𝑖为𝛺𝑖

的双曲面积 𝑖 = 1, 2, 定义 G(𝛤)= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1) =inf G(𝛤).

我们有如下结果:

定理 4.1 用一条测地线分割 Poincare圆盘上的测地圆盘,得到的两部分的面积分别为 S1,

S2, 截线段的长度为 L.若 Hamilton等周量 G= 𝐿2(𝑆1
−1 + 𝑆2

−1)取到最小值(下确界),则截线必

通过 p-球的中心.
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证明 由于 Hamilton等周量在度量的伸缩变换下不变, 故可以对 Poincare disc作伸缩变

换,使得其测地圆盘变得越来越接近平坦圆盘,则最优分割截线会越来越接近直线段.如果最

优分割截线不过对称中心,则它会趋近于平坦圆盘上的一条不是直径的弦, 由此推出平坦圆

盘上的非直径的弦实现最优分割, 从而导出矛盾!故最优截线必过对称中心.

下面我们计算 Hamilton等周量 G的最优值.

定理 4.2 inf G(𝛤)= 𝐺(𝛤0),其中𝛤0 = 𝛺 ∩ ℓ垂直于𝛺(也垂直于∂𝔻)且

𝐺(𝛤0)= 4(log
1+𝑟0

1−𝑟0
)2

1+𝑟0
2

π𝑟0
2 .

证明 由定理 4.1可知最优截线ℓ必过测地圆盘𝛺的中心,且ℓ必垂直于∂𝛺 = {𝑧 : |𝑧| = 𝑟0}.

计算测地圆盘𝛺 = {𝑧 : |𝑧| ≤ 𝑟0}的面积 A(𝛺). Poincare度量

d𝑠2 =
4(d𝑥2+d𝑦2)

[1−(𝑥2+𝑦2)]2
=

4(d𝑟2+𝑟2d𝜑2)

(1−𝑟2)2
= 𝐸d𝑟2 + 𝐻d𝜑2 ,

其中 E=
4

(1−𝑟2)2
, H=

4𝑟2

(1−𝑟2)2
. 于是

A(𝛺)=
0

2𝜋

0

𝑟0
𝐸𝐻∫ d∫ rd𝜑 =2π 0

r0 4𝑟

(1−𝑟2)2
∫ dr=

4𝜋𝑟0
2

1−𝑟0
2 ,

𝐿2 = 2log
1+𝑟0

1−𝑟0
,

𝐺0 = inf
Γ
𝐺(𝛤) = 𝐿0

2 ∙
4

𝐴(Ω)
= 4(log

1+𝑟0

1−𝑟0
)2

1+𝑟0
2

π𝑟0
2 .

5.正方体的最优截面问题

考虑把 2维中心对称几何体的 Hamilton等周量的问题推广到 3维中心对称几何体,我

们将在本节展开研究一类特殊的 3维 p-球,即(3维)立方体的 Hamilton等周量的等周问题.

设单位正方体被平面切割成两部分, 记两部分体积分别为𝑉1, 𝑉2, 截面面积为 S, 找出一

种切割σ0,使得 G(σ0)=𝑆
3

2(𝑉1
−1 + 𝑉2

−1) = 𝐺ഥ,其中𝐺ഥ = infσ𝑆
3

2(𝑉1
−1 + 𝑉2

−1).由于𝑉1 + 𝑉2=1,故

G(σ)= 𝑆
3

2(
1

𝑉1(1−𝑉1)
).

我们考虑截面的形状和位置,分以下 5种情况分别进行讨论.

图 5.1三角形 图 5.2 四边形 A 图 5.3四边形 B
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图 5.4五边形 图 5.5 六边形

为了描述截面的位置,我们建立统一坐标系.我们以正方体的某一个顶点为原点,以正方

体交于该顶点的三条棱为坐标轴建立空间直角坐标系,如下图 5.6所示:

设截面𝜎与 x 轴 , y 轴 , z 轴分别交于点𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 , 连接𝐴0𝐵0, 𝐵0𝐶0, 𝐴0𝐶0 , 设𝐴0𝑂 =

𝑎, 𝐵0𝑂 = 𝑏, 𝐶0𝑂 = 𝑐.则截面完全由参数 a, b, c确定,因此截面可记为𝜎 𝑎, 𝑏, 𝑐 .

图 5.6

根据参数 a, b, c的不同取值范围，我们可以得到如下命题:

命题 5.1 (1)如图 5.1,当参数 a, b, c满足
0 < 𝑎 ≤ 1,
0 < 𝑏 ≤ 1,
0 < 𝑐 ≤ 1

时,截面𝜎 𝑎, 𝑏, 𝑐 为三角形;

(2)如图 5.2,当参数 a, b, c满足
0 < 𝑎 ≤ 1,
0 < 𝑏 ≤ 1,

𝑐 > 1
或

0 < 𝑎 ≤ 1,
𝑏 > 1,
𝑐 > 1

时,截面𝜎 𝑎, 𝑏, 𝑐 为四边形；

(3) 如图 5.4, 当参数 a, b, c满足

0 <
(𝑎−1)𝑐

𝑎
< 1,

0 <
(𝑏−1)𝑐

𝑏
< 1,

𝑏(𝑎−1)

𝑎
≥ 1

且𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (1,+ ∞)时,截面𝜎 𝑎, 𝑏, 𝑐

为五边形;

(4)如图 5.5,当参数 a, b, c满足

𝑏(𝑎−1)

𝑎
< 1,

𝑐(𝑎−1)

𝑎
< 1,

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (1, +∞)

截面 𝜎 𝑎, 𝑏, 𝑐 为为六边形.
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5.1截面形状为三角形

此种情形的截面图如下:

图 5.7

在三棱锥𝑂 − 𝐴0𝐵0𝐶0中, 𝑂𝐴0 ⊥ 𝑂𝐵0, 𝑂𝐴0 ⊥ 𝑂𝐶0, 𝑂𝐵0 ⊥ 𝑂𝐶0, 𝑂𝐴0 = 𝑎, 𝑂𝐵0 = 𝑏, 𝑂𝐶0 =

𝑐,其中𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (0, 1] , 以𝑂𝐴0⃗ሬሬሬሬሬ , 𝑂𝐵0⃗
ሬሬሬሬሬ , 𝑂𝐶0⃗ሬሬሬሬሬ 所在直线为 x, y, z 轴建立空间直角坐标系 , 则

𝐴0 𝑎, 0, 0 , 𝐵0 0, 𝑏, 0 , 𝐶0 0, 0, 𝑐 ,于是 𝐴0𝐵0⃗
ሬሬሬሬሬሬሬ = −𝑎, 𝑏, 0 , 𝐵0𝐶0⃗ሬሬሬሬሬሬሬ = −𝑎, 0, 𝑐 ,

𝑆∆𝐴0𝐵0𝐶0 =
1

2
𝐴0𝐵0⃗
ሬሬሬሬሬሬሬ × 𝐵0𝐶0⃗ሬሬሬሬሬሬሬ =

1

2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2, (5.1)

𝑉1=𝑉𝑂−𝐴0𝐵0𝐶0=
1

6
𝑎𝑏𝑐, 𝑉2 = 1 − 𝑉2 = 1 −

1

6
𝑎𝑏𝑐,

G(a, b, c)=𝑆
3

2
1

𝑉1
+

1

𝑉2
=

1

2

3

2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2

3

4(
1
𝑎𝑏𝑐

6

+
1

1−
𝑎𝑏𝑐

6

).

令𝐹 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 𝐺4 𝑎, 𝑏, 𝑐 =
1

2

6
⋅ 64· 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 3 1

𝑎𝑏𝑐
+

1

6−𝑎𝑏𝑐

4

,其中 a, b, c∈ (0, 1].

于是可得

𝐹'𝑎 𝑎, 𝑏, 𝑐 =
65

26
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 2

1

𝑎𝑏𝑐
+

1

6 − 𝑎𝑏𝑐

3

{𝑎 𝑏2 + 𝑐2
1

𝑎𝑏𝑐
+

1

6 − 𝑎𝑏𝑐

+ 4 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2
−1

𝑎2𝑏𝑐
+

𝑏𝑐

6−𝑎𝑏𝑐 2 }=0 ; (5.2)

𝐹'𝑏 𝑎, 𝑏, 𝑐 ＝
65

26
(𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2)2(

1

𝑎𝑏𝑐
+

1

6−𝑎𝑏𝑐
)3{𝑏(𝑎2 + 𝑐2)(

1

𝑎𝑏𝑐
+

1

6−𝑎𝑏𝑐
)

+ 4(𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2)[
−1

𝑎𝑏2𝑐
+

𝑎𝑐

(6−𝑎𝑏𝑐)2
]} = 0 . (5.3)

由(5.2), (5.3)得 a=b=c=0或 a=b,分析可知,必有 a=b.

由对称性可知 a=b=c,故 F(a, b, c)=
65

26
(3𝑎4)3(

1

𝑎3
+

1

6−𝑎3
)4.

𝐹'𝑎(a, b, c)=72𝑎
11(

1

𝑎3
+

1

6−𝑎3
)3

1

(6−𝑎3)2
≥ 0, a∈ (0, 1].

所以 F(a)在(0, 1]单调递增, inf F(a, b, c)= lim
𝑎=𝑏=𝑐→0

𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
37

4
,从而

G1=[inf[𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐)]]
1

4=
3
7
4 2

2
.
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于是可得如下结论:

命题 5.1 当截面为𝜎0 = 𝜎 0, 0, 0 , G1= G(𝜎0)= infσ𝑆
3

2(
1

𝑉1
+

1

𝑉2
)=

3
7
4 2

2
.

5.2截面为四边形

此时存在两种情况,对它们分开进行研究.

情形 5.2.1

图 5.8

设𝐴0𝑂 = 𝑎, 𝐵0𝑂 = 𝑏, 𝐶0𝑂 = 𝑐, 由几何关系可以推知:
𝐴𝐶1

𝐴0𝑂
=

𝐶0𝐶1

𝐶0𝑂
=

𝑐−1

𝑐
⇒ 𝐴𝐶1 =

𝑎 𝑐−1

𝑐
. 同理

可得𝐵𝐶1 =
𝑏 𝑐−1

𝑐
. 由于 𝐴𝐶1 ≤ 1, 𝐵𝐶1 ≤ 1, 𝐶0𝐶1 > 0,即

0 < 𝑎 ≤ 1,
0 < 𝑏 ≤ 1,

𝑐 > 1.

𝑉1 =
1

3
⋅

1

2
𝑎𝑏 ⋅ 𝑐 −

1

3

1

2
𝐴𝐶1 ⋅ 𝐵𝐶1 ⋅ 𝐶0𝐶1 =

1

6
𝑎𝑏𝑐 −

𝑎𝑏 𝑐−1 3

𝑐2
,

由(2.1)知 𝑆∆𝐴0𝐵0𝐶0 = 𝐴0𝐵0⃗
ሬሬሬሬሬሬሬ × 𝐵0𝐶0⃗ሬሬሬሬሬሬሬ =

1

2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 ,

𝑆
四边形𝐴𝐵𝐵0𝐴0

𝑆𝛥𝐴0𝐵0𝐶0
= 1 −

𝑆𝛥𝐴𝐵𝐶0

𝑆𝛥𝐴0𝐵0𝐶0
,

𝑆𝛥𝐴𝐵𝐶0

𝑆𝛥𝐴0𝐵0𝐶0
=

𝑐−1

𝑐

2
, 𝑆四边形𝐴𝐵𝐵0𝐴0

=
2𝑐−1

2𝑐2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2 .

令𝐹 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 𝑆
四边形𝐴𝐵𝐵0𝐴0

3

2 ⋅
1

𝑉1 1−𝑉1
= (

2𝑐−1

2𝑐2
)
3

2(𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎2𝑐2)
3

4
6

[𝑎𝑏𝑐−
𝑎𝑏 𝑐−1 3

𝑐2
][6−𝑎𝑏𝑐+

𝑎𝑏 𝑐−1 3

𝑐2
]
.

𝐹 𝑎, 𝑏, 𝑐 关于 a, b轮换对称,

𝐹𝑎
’ 𝑎, 𝑏, 𝑐 =

         
    

3
2 2 2 3 2 2 2 2 3 2 2 2 42

3 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 242

3 2 1 3 3 1 6 4 3 3 1 12

2 3 3 1 3 3 1 6

c c b c b c c a c c b a b c c c a b c

b c c a b c c a c c a b a b c

         

      
,

𝐹𝑏
’ 𝑎, 𝑏, 𝑐 =

         
    

3
2 2 2 3 2 2 2 2 3 2 2 2 42

3 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 242

3 2 1 3 3 1 6 4 3 3 1 12
.

2 3 3 1 3 3 1 6

c c a c a c c b c c a b a c c c b a c

a c c b a c c b c c b a b a c

         

      

令
𝐹𝑎
’ 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 0,

𝐹𝑏
’ 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 0.

由𝐹𝑎
’ 𝑎, 𝑏, 𝑐 − 𝐹𝑏

’ 𝑎, 𝑏, 𝑐 =0可得

3 2𝑐 − 1
3
2 ⋅ 𝑐3 ⋅ 𝑏 − 𝑎 (𝑏 + 𝑎) 3𝑐2 − 3𝑐 + 1 𝑎𝑏 − 18𝑐2 = 0.
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故𝑎 = 𝑏或 3𝑐2 − 3𝑐 + 1 𝑎𝑏 − 18𝑐2 = 0. 由于

3𝑐2 − 3𝑐 + 1 𝑎𝑏 − 18𝑐2 ≤− 15𝑐2 − 3𝑐 + 1 < 0,

所以𝐹 𝑎, 𝑏, 𝑐 存在唯一驻点满足𝑎 = 𝑏. 于是我们考虑目标函数

𝐹 𝑎, 𝑏, 𝑐 = (
2𝑐−1

2𝑐2
)
3

2 𝑎4 + 2𝑎2𝑐2
3

4[
6

3𝑐2−3𝑐+1

𝑐2
𝑎2 6−

3𝑐2−3𝑐+1

𝑐2
𝑎2

].

令 f(a, c)=(
2𝑐−1

2𝑐2
)
3

2 𝑎4 + 2𝑎2𝑐2
3

4[
6

3𝑐2−3𝑐+1

𝑐2
𝑎2 6−

3𝑐2−3𝑐+1

𝑐2
𝑎2

],则有

𝑓’𝑎 𝑎, 𝑐 =
9 2⋅𝑐⋅ 2𝑐−1

3
2[ 3𝑐2−3𝑐+1 𝑎4+ 15𝑐4−15𝑐3+11𝑐2 𝑎−6𝑐4]

3𝑐2−3𝑐+1 𝑎 3𝑐2−3𝑐+1 𝑎−6𝑐2
2
𝑎4+2𝑐2𝑎2

1
4

𝑓’𝑐 𝑎, 𝑐 =
9 2𝑐 2𝑐−1

1
2[ 45𝑎2−18 𝑐4+ 21𝑎4−156𝑎2+30 𝑐5+ 21𝑎4−64𝑎2 𝑐3+ 3𝑎4+11𝑎2 𝑐2−5𝑎4𝑐+𝑎4]

3𝐶2−3𝑐+1
2
⋅ 2𝑎2𝑐2+𝑎4

1
4 3𝑎2−6,𝑐2−3𝑎2𝑐+𝑎2

2
.

令 c＝
𝑘

𝑘−1
,或 k=

𝑐

𝑐−1
,把 k代入𝑓(𝑎, 𝑐),可得

𝑓 𝑎, 𝑘 =
36

2
3
2

1 + 𝑘
3

2 ⋅
2+𝑎2 𝑘−1 2

3
4

𝑎
1
2 𝑘2+𝑘+1 [6−𝑎2 𝑘2+𝑘+1 ]

.

因为驻点为可疑的极值点,联立
𝑓’𝑎 𝑎, 𝑘 = 0,
𝑓’𝑐 𝑎, 𝑘 = 0

解得
𝑎 =

2

5

𝑘 = 1,
, 经检验得(

2

5
, 1)为𝑓 𝑎, 𝑘

定义域内的极小值点.比较边界,得 G2=f(
2

5
, 1)=

5
5
4

2
1
2

.于是可得如下结论:

命题 5.2A 当截面为𝜎0 = 𝜎
2

5
,

2

5
, ∞ , G2= G(𝜎0)= infσ𝑆

3

2(
1

𝑉1
+

1

𝑉2
)=

5
5
4

2
1
2

.

情形 5.2.2

设平面分别交 x轴, y轴, z轴于 A0, B0, C0, 交正方形于点 A0, B, C, D, 分别作 A0, B在顶

面上的投影 E, F, 连接 EF, A0E, BF. 设 OA0=a, OB0=b, OC0=c, 𝑎 ∈ (0, 1], 𝑏 ∈ [1, +∞), 𝑐 ∈

(1, +∞), PF=x, 𝑃2𝐸 = 𝑦, CF=DE=z , x, y, 𝑧 ∈ [0, 1], (x+z)∈ [0, 1]),由几何关系知𝑥 =
𝑎+𝑏−𝑎𝑏

𝑏
,

𝑦 = 1 − 𝑎, 𝑧 =
𝑎

𝑐
, BC= 𝑧2 + 1, CD=EF= (𝑥 − 𝑦)2 + 1.

图 5.9
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设∠𝐵𝐶𝐷 = 𝜃, 则cos 𝜃=
𝐵𝐶2+ 𝐶𝐷2− 𝐵𝐷2

2𝐵𝐶∙𝐶𝐷
=

𝑧(𝑥−𝑦)

[(𝑥−𝑦)2+1](𝑧2+1)
, 所以sin 𝜃 =

[(𝑥−𝑦)2+1]（𝑧2+1）−𝑧2(𝑥−𝑦)2

[(𝑥−𝑦)2+1](𝑧2+1)
,

则𝑆四边形 𝐴0𝐵𝐶𝐷
= (𝑥 − 𝑦)2 + 𝑧2 + 1.令

𝑉1＝ 𝑉凸六面体𝐴1𝑃3𝐵𝐴0−𝑃2𝑃𝐶𝐷
= 𝑉四棱柱𝐴1𝑃3𝐵𝐴0−𝑃2𝑃𝐹𝐸

+𝑉三棱柱𝐵𝐶𝐹−𝐴0𝐷𝐸

＝(𝑆四边形𝑃2𝑃𝐹𝐸
+𝑆Δ𝐵𝐶𝐹)∙1=

𝑥+𝑦+𝑧

2
.

令 F(x, y, z)=𝐺4=[(𝑥 − 𝑦)2 + 𝑧2 + 1]3 ∙
44

(x+y+z)4[2−(x+y+z)]4
.

令 F(x, y, z)=𝐺4=[(𝑥 − 𝑦)2 + 𝑧2 + 1]3 ∙
44

(x+y+z)4[2−(x+y+z)]4
.得到

𝐹𝑥
’ (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

                
   

2 3 32 2 22 2 2

5 5

2 1536 1 1024 1 1024 1

2

x z y x y x z y x y z x y z x z y x y z

x z y x z y

                  

    
,

𝐹𝑦
’ (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

                
   

2 3 32 2 22 2 2

5 5

2 1536 1 1024 1 1024 1

2
.

y z x y x y z x y x z y x z y z x y x z

y z x y z x

                  

    

令
𝐹𝑥
’ 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0,

𝐹𝑦
’ 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0,

由𝐹𝑥
’ (𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝐹𝑦

’ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 可得

𝑥 − 𝑦 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 𝑥 − 𝑦 2 + 𝑧2 + 1 2 = 0.

因为𝑥 + 𝑧 ∈ 0, 1 , 𝑦 < 1, 可得𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2 < 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 > 0, 𝑥 − 𝑦 2 + 𝑧2 + 1 > 0.

故 F(x, y, z)存在唯一驻点满足𝑥 = 𝑦,所以我们有

F(x, y, z)=44 ∙ (𝑧2 + 1)3 ∙
1

(2𝑥+𝑧)4
∙

1

(2−2x−z)4
.

再令 f(x, z)=4(𝑧2 + 1)
3

4 ∙
1

(2𝑥+𝑧)(2−2x−z)
.

因为驻点为可疑的极值点，再由
𝑓’𝑥 𝑥, 𝑧 = 0,

𝑓’𝑐 𝑥, 𝑧 = 0
解得

𝑥 =
1

2
,

𝑧 = 0.
经检验得(

1

2
,
1

2
, 0)为 F(x, y, z)

在定义域内的最小值点,此时 G3=F(
1

2
,
1

2
, 0)=4.

于是可得如下结论:

命题 5.2B 当截面为𝜎0 = 𝜎
1

2
, ∞, ∞ , G3= G(𝜎0) = inf𝜎𝑆

3

2(
1

𝑉1
+

1

𝑉2
)=4.

5.3截面为五边形

设𝐴0(a, 0, 0),𝐵0(0, b, 0),𝐶0(0, 0, c),则由相似原理可知𝐴0𝐴1=a−1, A𝐴1 =
(𝑎−1)𝑐

𝑎
,

𝐴1N=
(𝑎−1)𝑏

𝑎
.由于 A𝐴1 < 1,即

(𝑎−1)𝑐

𝑎
< 1.同理有

(𝑏−1)𝑐

𝑏
< 1.又由于 B𝑃3 ≥ 0,即𝑎𝑏 ≥ 𝑎 + 𝑏.

设𝑆1=𝑆Δ𝐴𝐴0𝑁=
(𝑎−1)2

2𝑎2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2, 同理有:

𝑆2 = 𝑆𝛥𝐶𝑀𝐵0

(b−1)2

2𝑏2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2, 𝑆3=𝑆Δ𝐷𝐸𝐶0 =

(c−1)2

2𝑐2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2.

又由 M𝑃3 =
𝑎𝑏−𝑎−𝑏

𝑏
, N𝑃3 =

𝑎𝑏−𝑎−𝑏

𝑎
, B𝑃3=

𝑐(𝑎𝑏−𝑎−𝑏)

𝑎𝑏
,可得
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𝑆4=𝑆Δ𝐵𝑀𝑁=
1

2
(
ab−a−b

𝑎𝑏
)2 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2. S=𝑆Δ𝐴0𝐵0𝐶0 =

1

2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2.

图 5.10

令 W= (
𝑎−1

𝑎
)2 + (

𝑏−1

𝑏
)2 + (

𝑐−1

𝑐
)2, P= (

𝑎−1

𝑎
)3 + (

𝑏−1

𝑏
)3 + (

𝑐−1

𝑐
)3, Q= 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2

设 S'=𝑆五边形𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸=S− 𝑆1 − 𝑆2 − 𝑆3 + 𝑆4=
1

2
[1 −𝑊 + (

𝑎𝑏−𝑎−𝑏

𝑎𝑏
)2] 𝑄,

𝑉1=𝑉三棱锥𝐴−𝐴0𝑁𝐴1
=
(𝑎−1)3

6𝑎2
, 𝑉2=𝑉三棱锥𝐶−𝐵0𝑀𝐵1

=
(b−1)3𝑎𝑐

6𝑏2
, 𝑉3=𝑉三棱锥𝐶0−𝐺𝐸𝐷

=
(c−1)3𝑎𝑏

6𝑐2
,

𝑉4=𝑉三棱锥𝐵−𝑃3𝑀𝑁=
(ab−a−b)3c

6𝑎2𝑏2
, V= 𝑉三棱锥𝑂−𝐴0𝐵0𝐵0

=
𝑎𝑏𝑐

6
.

平面将正方体截为前后两部分,分别记为 𝑉前, 𝑉后,则有

𝑉
后 =V− 𝑉1 − 𝑉2 − 𝑉3 + 𝑉4 =

𝑎𝑏𝑐

6
[1−𝑃 + (

𝑎𝑏−𝑎−𝑏

𝑎𝑏
)3)],

𝑉前 = 1 − 𝑉后=1−
𝑎𝑏𝑐

6
[1−𝑃 + (

ab−a−b

ab
)3)],

设 F(a, b, c)= G4=
64

26
𝑄3[1 −𝑊 + (

𝑎𝑏−𝑎−𝑏

𝑎𝑏
)2]6{

1

𝑎𝑏𝑐[1−𝑃+(
𝑎𝑏−𝑎−𝑏

𝑎𝑏
)3)]

+
1

6−𝑎𝑏𝑐[1−𝑃+(
𝑎𝑏−𝑎−𝑏

𝑎𝑏
)3)]

}4.

因为 W, P, Q为关于 a, b的轮换对称函数,由引理 1.2得若方程组
𝐹𝑎
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0,

𝐹𝑏
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0

有实数

解,则必有 a=b.经计算分析可知驻点是唯一的,所以

F(a, c)=
64

26
𝑎6(2𝑎2 + 𝑐2)3[1−2(

𝑎−1

𝑎
)2 − (

𝑐−1

𝑐
)2 + (

𝑎−2

𝑎
)2]6{

1

𝑎2𝑐[1−2(
𝑎−1

𝑎
)3−(

𝑐−1

𝑐
)3+(

𝑎−2

𝑎
)3]

+
1

𝑎2𝑐[1−2(
𝑎−1

𝑎
)3−(

𝑐−1

𝑐
)3+(

𝑎−2

𝑎
)3]
}4.

由
𝐹𝑎
’ (𝑎, 𝑐) = 0,

𝐹𝑐
’ (𝑎, 𝑐) = 0

得,方程组在定义域内无实数解,所以 inf F(a, b, c)只能在边界取到,检验边

界得, inf[F(a, b, c)]＝ lim
𝑎,𝑏,𝑐→2

𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐), G4=[inf 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐)]
1

4 ＝
9

5

4
108.于是可得如下结论:

命题 5.3 当截面为𝜎0 = 𝜎 2, 2, 2 , G4= G(𝜎0)= infσ𝑆
3

2(𝑉1
−1 + 𝑉2

−1)＝
9

5

4
108.
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5.4截面为六边形

设平面分别交 x轴, y轴, z轴于点 A0, B0, C0,交正方体𝐴1𝑃3𝐵1𝑂 − 𝑃2𝑃𝑃1𝐶1于点 A, B, C,

D, E, F.设 OA0=a, OB0=b, OC0＝c,由相似原理可得𝐵𝐴1=
𝑏(𝑎−1)

𝑎
, 𝐴𝐴1 =

𝑐(𝑎−1)

𝑎
, 𝐴0𝐴1 = 𝑎 − 1.

由于𝐵𝐴1<1, 𝐴𝐴1<1, 𝐴0𝐴1>0, 即

𝑏(𝑎−1)

𝑎
< 1,

𝑐(𝑎−1)

𝑎
< 1,

𝑎 − 1 > 0.

图 5.11

平面将正方体截为前后两部分,它们的体积分别记为 𝑉前, 𝑉后). 由于

𝑆1=SΔ𝐴0𝐴𝐵 =
1

2
(𝑎 − 1)4

𝑏2

𝑎2
+ (𝑎 − 1)4

𝑐2

𝑎2
+

𝑏2𝑐2

𝑎4
(𝑎 − 1)4=

(𝑎−1)2

2𝑎2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2

𝑆2=𝑆Δ𝐵0𝐶𝐷 =
(b−1)2

2𝑏2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2, 𝑆3= SΔ𝐶0𝐸𝐹 =

(c−1)2

2𝑐2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2,

S=𝑆Δ𝐴0𝐵0𝐶0 =
1

2
𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2,

S'= 𝑆六边形 ABC𝐷𝐸𝐹 =S-𝑆1-𝑆2-𝑆3=
1

2
[1−(

𝑎−1

𝑎
)2 − (

𝑏−1

𝑏
)2 − (

𝑐−1

𝑐
)2] 𝑎2𝑏2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑐2𝑎2.

令 𝑉1=𝑉三棱锥𝐴0−𝐴1𝐴𝐵
=

𝑏𝑐(𝑎−1)2

6𝑎2
, 𝑉2=𝑉三棱锥𝐵0−𝐵1𝐶𝐷

=
𝑎𝑐(𝑏−1)2

6𝑏2
, 𝑉3=𝑉三棱锥𝐶0−𝐶1𝐸𝐹

=
𝑎𝑏(𝑐−1)2

6𝑐2
,

V= 𝑉
三棱锥𝑂−𝐴0𝐵0𝐶0

=
1

6
abc.则

𝑉
后=V− 𝑉1 − 𝑉2 − 𝑉3=

1

6
abc[1−(

𝑎−1

𝑎
)3 − (

𝑏−1

𝑏
)3 − (

𝑐−1

𝑐
)3],

𝑉前=1− 𝑉后=1＋
1

6
abc[(

𝑎−1

𝑎
)3 + (

𝑏−1

𝑏
)3＋(

𝑐−1

𝑐
)3 − 1].

又记 P=(
𝑎−1

𝑎
)3 +(

𝑏−1

𝑏
)3 + (

𝑐−1

𝑐
)3, Q=𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑐2,W=(

𝑎−1

𝑎
)2 + (

𝑏−1

𝑏
)2 + (

𝑐−1

𝑐
)2,

故 G= 𝑆
3

2(
1

𝑉
前

+
1

𝑉
后

)= (
1

2
)
3

2(1−𝑊)
3

2𝑄
3

4[
1

1−
𝑎𝑏𝑐

6
(1−P)

+
1

𝑎𝑏𝑐

6
(1−𝑃)

]. 令

F(a, b, c)=𝐺4=
64

26
(1−𝑊)6𝑄3[

1

6−𝑎𝑏𝑐(1−𝑃)
+

1

𝑎𝑏𝑐(1−𝑃)
]4,

由于 W, P, Q为轮换对称函数,故 F(a, b, c)为轮换对称函数,由引理 1.2可知方程组
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𝐹𝑎
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0,

𝐹𝑏
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0,

𝐹𝑐
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0.

的解必有 a= 𝑏 = 𝑐.经计算分析可知驻点是唯一的,所以函数可以简化为 P=3(
𝑎−1

𝑎
)3, Q=3𝑎4,

W=3(
𝑎−1

𝑎
)2.于是目标函数可化为 F(a, b, c)=𝐺4=

64

26
(1−𝑊)6𝑄3[

1

6−𝑎3(1−𝑃)
+

1

𝑎3(1−𝑃)
]4.

由

𝐹𝑎
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0,

𝐹𝑏
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0,

𝐹𝑐
’ (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 0

解得所有在定义域内的极小值点分别为𝑎1 =
3− 3

2
, 𝑎2 =

3

2
, 𝑎3 =

3+ 3

2
.

由于 a=b=c所以由

𝑏(𝑎−1)

𝑎
< 1,

𝑐(𝑎−1)

𝑎
< 1,

𝑎 − 1 > 0,

且𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ (1, +∞)得 a, b, c∈ (1, 2), 所以边界为𝑎4=1,

𝑎5=2.代入𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5得最小值点为𝑎4=1和𝑎5=2.所以 inf F(a, b, c)=F(1, 1, 1)=F(2, 2, 2),

因此 G5=[inf 𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐)]
1

4 =
9

5

4
108. 于是可得如下结论:

命题 5.4 当截面为𝜎0 = 𝜎 2, 2, 2 , G5= G(𝜎0)= infσ𝑆
3

2(
1

𝑉1
+

1

𝑉2
)=

9

5

4
108.

综上所述,一种最优分割方式如图所示:

图 5.12

最优值为𝐺ഥ=min{Gi}(i=1, 2, 3, 4, 5)=4.因此我们得到如下结果:

定理 5.5 正方体的 Hamilton等周量的最优截面必过正方形的中心且与某个底面平行,

最优值为 4.

6.结论

本文研究了几类特殊对称凸体的最优截面问题. 首先研究了 KLS猜想的特殊情形二维

p-球的最优截面问题, 证明了 Hamilton等周量在截面通过二维 p-球的中心且截线段长度最

小短时取到最小值;其次,类比欧氏几何和非欧几何,研究了球面或 Poincare圆盘上的测地圆

盘的测地分割, 也证明最优分割测地线必过测地圆盘的中心. 最后, 研究了特殊的 3维 p-球,

即三维 1-球: 正方体的最优截面问题, 即找一个平截面把一个正方体分成两部分, 记两部分

体积分别为𝑉1, 𝑉2, 截面面积为 S, 使得函数 𝑆
3

2(𝑉1
−1 + 𝑉2

−1)取到最小值. 我们利用一种统一

的初等方法找出一种最优切割使得函数 𝑆
3

2(𝑉1
−1 + 𝑉2

−1)取到下确界并计算出下确界为 4,此

时截面也通过正方体的中心,且截面积最小.
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7.存在问题与展望

本文研究了几类特殊中心对称凸体的最优分割问题, 包括欧氏空间中的特殊的 2维、3

维 p-球, 非欧氏空间中的球面和 Poincare圆盘的 Hamilton等周量的测地线最优分割问题. 关

于二维 p-球的研究, 由于目标函数比较复杂, 目前初等方法难以求解. 对于一般的 n维欧氏

空间中的 p-球的 Hamilton等周量的最优分割是否一定过中心呢?进一步,还可以研究一般凸

体的 Hamilton等周量的最优分割问题. 这些问题有待我们进一步学习新的理论知识和新的

方法后,再做深入地探讨探究.
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