
- 1 -

参赛队员姓名： 顾彦文 白云舟 辛雨茜

中学： 南京外国语学校

省份： 江苏省

国家/地区： 中国

指导教师姓名： 王思慧 潘志民

论文题目： 充液容器的动力学助稳

20
21

 S.-T
. Y

au
 H

igh
 Sch

oo
l S

cie
nc

e A
ward



- 2 -

充液容器的动力学助稳

摘要

本文研究在空中抛掷水瓶，水瓶落地后的运动，分别考虑立起或倒地滚动，

最终达到静止状态的过程。本文分别从理论方面分析了抛掷水瓶的一般情况，研

究了瓶子无初始角速度竖直下落与有初始角速度旋转下落的运动情况，分析了其

物理原理；讨论了碰撞角度、碰撞时线速度以及角速度，瓶中水量等情况对瓶子

能否直立的影响。对于滚动情况，我们也从理论上建立了水与瓶子耦合运动的模

型，给出了小振幅运动的解析解以及一般情况下的数值解。实验中，我们也分别

研究了抛掷和滚动的两种情况。在抛掷过程的实验中，我们改变了水量，角速度，

投掷高度并分析了这些因素的影响。研究表明在抛掷情况下，一定的水量和转动

有助于直立。在滚动过程的实验中，我们首先验证了理论模型，然后讨论了初始

条件以及水量对运动过程的影响。

关键词：抛掷，碰撞，立起的有利条件，滚动，运动模式，油罐车
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引言

有这样一个风靡一时的校园游戏：将瓶子旋转向空中抛起，尝试使其在落地

时直立。在对这一现象的已有研究中，文献 Water Bottle Flipping Physics[1]和《翻

转水瓶平稳落地现象的研究》[2]给出了一些比较合理的假设和理论建模以及实

验的验证，但对瓶子稳定的有利或不利条件的讨论不够充分，如只考虑了水的存

在有利于角速度减小从而提高落体后站立的几率，而未考虑到转动对稳定落地有

利的一面，未分析对瓶子立起有利或不利的条件等。在 IYPT 赛题中也有对此论

题大致的研究(Problems for the 31st IYPT 2018[3])，一般只限于讨论质心位置降

低等静态描述。文献 The complex physics of that viral water bottle trick[4]也基本

只定性描述了瓶子从被抛弃到落下的过程。基于此，本文分析了瓶子投掷过程中

的一般过程，分别讨论了自由下落和翻转下落的运动过程，探究投掷角度、投掷

高度以及瓶中水量对瓶子翻转过程的影响与其变化规律，对恢复系数、高度、水

量和角速度进行控制变量实验。本文还分析了瓶子倒地后的滚动过程，讨论了水

量、线速度对其平动与振动过程的影响，控制变量进行理论分析并进行实验研究，

完整分析其达到静止的过程以及导致稳定的原因。

1.理论分析

1.1 投掷

1.1.1 一般过程

首先讨论最一般的情况。预实验中我们将瓶子从一定高度释放，可以通过施

加一个打击获取初始角速度，瓶子在被抛出瞬间的初始角速度和瓶子质心的线速

度都是非常难确定的，因此我们在理论推导中可以认为水瓶的初始角速度和线速

度在一定范围内随机。

我们取随即范围在瓶身被击打后只要与竖直落地（即完全不倾倒）时所转过

的角度之差在
�
2
之内即可。例如瓶身在从被抛掷到竖直倒地共旋转一圈，即 2π，

则我们认为角速度的随机会使瓶身在倒地时的旋转角度为
3
2

�到5
2

�之间。瓶子一

经释放即获得一定角动量。

对于理论公式而言，我们的思路是先将系统初始的状态量转化为碰撞时的状

态量，然后讨论出有利于瓶子竖直立起的状态量。

首先计算系统的质心位置。假设容器形状为标准的圆柱体壳，底面半径为 r，
高度为H，质量为M ；内部液体密度为 ，高度为 h（见图 1.1）。

图 1.1 系统质心位置
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则系统质心位置相对于容器底面的高度ℎ��有表达式：

)h(2
hh 2

22

Mr
MHr

cm 







然后我们计算在瓶子静态条件下能够立起时倾角的最大值，而临界角度对应

于系统重力作用线刚好经过碰撞作用点的情况（见图 1.2）。

图 1.2 接触角临界情况示意图

容易发现 )
h

)h(tan(ar)
2

arctan( 22

2

max MHr
Mrrc

h
r

cm 




 。

接下来建立碰撞的基本模型：

假设瓶子落地时与地面成角度 ，x 轴方向速度为��0,垂直方向的速度为 0yV ，

角速度为 0 ，反弹后 x 轴方向速度为��1，y 轴方向速度为 1yV ，角速度为�1，瓶

子与地面之间的恢复系数为 e，静摩擦系数为，碰撞过程中地面提供给容器的

支持力为N ，摩擦力为 f（见图 1.3）。

图 1.3 基本碰撞模型

则首先根据动量定理：
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))((f 10 xx VVmMdt  ……①

))(( 10 yy VVmMNdt  ……②

Nf ……③

接下来根据角动量定理：

)]sin()()cos()[()()(J max10max10
22

10   yyxxcm VVVVhrmM ……④

接下来根据恢复系数 e 的定义得：

)sin(

)sin(
e

max
22

00

max
22

11










cmy

cmy

hrV

hrV
……⑤

根据方程①②③④⑤解得：

�1 = { �Vy0J + �sin θ − θmax � ω0 r2 + hcm
2 − Vy0 sin2 θ − θmax �(r2 + hcm

2

− Vy0 sin2 θ − θmax �(r2 + hcm
2 − Vy0 sin θ − θmax �(r2

+ hcm
2 ) μcos (θ − θmax) − Vy0sin (θ − θmax)�(r2 + hcm

2 )�cos(θ

− θmax) + sin (θ − θmax) �ω0 r2 + hcm
2 ]/[sin2(θ − θmax)�(r2

+ hcm
2 ) + sin2(θ − θmax)�(r2 + hcm

2 ) + sin (θ − θmax)�(r2

+ hcm
2 )μcos(θ − θmax) + sin(θ − θmax)�(r2 + hcm

2 )μcos(θ − θmax)

+ �)] − �Vy0 − �sin(θ − θmax)ω0 r2 + hcm
2 }/[sin(θ

− θmax) r2 + hcm
2 ]

Vx1 = Vx0 − Vy0μ − μ[�Vy0� + ��ω0 r2 + hcm
2 + �sin(θ − θmax)�ω0 r2 + hcm

2

− Vy0sin2(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm
2 ) − Vy0sin(θ − θmax)(M

+ m)(r2 + hcm
2 )μcos(θ − θmax)]/[� + sin2(θ − θmax)(M + m)(r2

+ hcm
2 ) + sin(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm

2 )μcos(θ − θmax)]

��1 = [�Vy0� + sin(θ − θmax)�ω0 r2 + hcm
2 + �sin(θ − θmax)�ω0 r2 + hcm

2

− Vy0sin2(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm
2 ) − Vy0sin(θ − θmax)(M

+ m)(r2 + hcm
2 )μcos(θ − θmax)]/[� + sin2(θ − θmax)(M + m)(r2

+ hcm
2 ) + sin(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm

2 )μcos(θ − θmax)]

仅考虑第一和第二次碰撞；若使瓶子能够立起，则第二次碰撞的碰撞角θ2

必须在 max 以内。

然后根据碰撞角度，碰撞后角速度方向，碰撞点的差别，将瓶子的碰撞分为

以下 6种模式（见图 1.4）：
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a. 碰撞前角速度朝向地面，支持力过质心，角速度不反向

b. 碰撞前角速度朝向地面，支持力过质心，角速度反向

c. 碰撞前角速度反向地面，支持力过质心，角速度不反向

d. 碰撞前角速度朝向地面，支持力不过质心，角速度不反向
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e. 碰撞前角速度反向地面，支持力不过质心，角速度反向

f. 碰撞前角速度反向地面，支持力不过质心，角速度不反向

图 1.4 碰撞前后示意说明

瓶子在进行第一次碰撞后在空中旋转一段时间，而若当瓶子再次在另一边旋

转到 max 时，若第二次碰撞还未发生，则瓶子将无法立起（不考虑旋转 180 立起

等情况）。

则此情况允许的时间 maxt 为：

1

max
max 

 
t

对于情况 2,3，瓶子不可能立起，无需讨论。

对于支持力是否过质心的讨论，由于当支持力不过质心的时候 sin(θ −
θmax) < 0,方程组以及其解仍然适用。

对于碰撞前角速度反向地面的情况，只需在方程中的�0前加上负号即可。

对于碰撞后角速度反向地面的情况，对于方组的条件改变，�1 < 0，此时

1

max
max

-



t
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根据实验和观察，在碰撞过程中，情况 f占的比例较小，不对最后瓶子立起

概率起决定性作用，因此我们着重讨论情况 1,4,5 的物理图景。

1.1.2 自由下落

在此过程中，瓶子不具备初始的角速度以及水平方向的线速度，因此：

ω1 = {[(eVy0J − Vy0 sin2(θ − θmax) m(r2 + hcm
2 ) − Vy0 sin2(θ − θmax) M(r2 + hcm

2 )

− Vy0sin(θ − θmax)m(r2 + hcm
2 )μcos(θ − θmax) − Vy0sin(θ

− θmax)M(r2 + hcm
2 )ucos(θ − θmax)]/[sin2(θ − θmax)m(r2 + hcm

2 )
+ sin2(θ − θmax)M(r2 + hcm

2 ) + sin(θ − θmax)m(r2 + hcm
2 )μcos(θ

− θmax) + sin(θ − θmax)M(r2 + hcm
2 )μcos(θ − θmax) + J)]

− eVy0}/[sin(θ − θmax) r2 + hcm
2 ]

Vx1 =− Vy0μ − μ[eVy0J − Vy0sin2(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm
2 ) − Vy0sin(θ

− θmax)(M + m)(r2 + hcm
2 )μcos(θ − θmax)]/[J + sin2(θ − θmax)(M

+ m)(r2 + hcm
2 ) + sin(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm

2 )μcos(θ − θmax)]

Vy1 = [eVy0J + esin(θ − θmax)Jω0 r2 + hcm
2 − Vy0sin2(θ − θmax)(M + m)(r2

+ hcm
2 ) − Vy0sin(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm

2 )μcos(θ − θmax)]/[J

+ sin2(θ − θmax)(M + m)(r2 + hcm
2 ) + sin(θ − θmax)(M + m)(r2

+ hcm
2 )μcos(θ − θmax)]

由于方程较为复杂，我们带入实验数据并用 matlab 解出��0与角速度所带来

的线速度垂直分量�'和��1的图像（见图 1.5）：

图 1.5 无初始角速度的运动情况

可以看出，当��0增加时，两者的差距将会增大,并且�' ≤ ��1恒成立。这表
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明当抛掷高度增大时，瓶子在反弹后将会在空中停留更长时间，并且其碰撞后角

速度将会增大，造成瓶子更不容易稳定，这将被我们之后的实验所验证。同时，

预实验表明恢复系数是个变量，跟水量等因素之间存在关系。一定水量可以使得

瓶子碰地的恢复系数最小。因此，在所有情况下，当瓶内的水量使得水的质量与

恢复系数之前达到较好的匹配关系时，瓶子的直立关系将会增大。但由于图像中

两个速度的斜率差实在太大，这使得总体来说，不管是有水还是没水，瓶子都很

容易翻倒。在正式实验中，即使是从一两厘米的高度释放，自由下落的瓶子也有

很大概率翻倒。

1.1.3 翻转下落

接下来我们让瓶子旋转起来，即带有一定的初始角速度，我们逐个分析相关

参数的影响。

首先，我们改变瓶子的水量。

我们沿用之前求得的系统质心位置公式以及极限碰撞角公式：

)h(2
hh 2

22

Mr
MHr

cm 







)
2

arctan(max
cmh
r



当水量增加时，h 对应增加；分别画出 h 与ℎcm和θmax之间的关系图（见图

1.6 和图 1.7）：

图 1.6 系统质心和水面高度关系
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图 1.7 极限碰撞角和水面高度关系

可以看出，当 h 增加时，质心高度先下降再上升，极限碰撞角先上升再下降；

而更大的极限碰撞角直接对应更大的立起概率。因此，控制水量使瓶子的质心较

低并使其与恢复系数之间有一个较好的匹配关系可以增加瓶子立起的概率，这将

被后面的实验证实。

接下来我们考虑让瓶子在同一高度释放，但改变初始释放的角度。我们继续

用 matlab 画出ω0与�'和��1的图像（见图 1.8）：

图 1.8 改变初始角速度时的运动情况
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可以看出，当碰撞角速度增加的时候，碰撞后的角速度所带来的线速度垂直

分量 V'将会增大，而线速度垂直分量将会减小。由此图像我们不能够确定增加初

始角速度是否会影响瓶子立起的概率；因此我们需要比较在瓶子的线速度刚好使

其落地时经过的角度。忽略角速度带来的瓶子离地高度的变化，瓶子落地时间 t'
有如下表达式：

g
Vy12

t'

即 t'与Vy1成正比。而瓶子在空中所转过的角度 '' 1t  ，因此我们画出�1与

Vy1乘积的图像（见图 1.9）：

图 1.9 ��与���乘积的图像

假设瓶子在第二次碰撞后速度和角速度几乎为 0，则若当瓶子在第二次碰撞

时能够与地面刚好垂直，即在空中转过一个特定的角度，瓶子最有可能立起。因

此可以看出适当的碰撞角速度可以增加瓶子立起的概率。

而当瓶子的角速度持续增大时，瓶子转过的角度将会到达一个峰值，然后减

小，从理论上来说，存在另外一个点使得瓶子立起的概率最大化。但从实际情况

出发，此时瓶子的角速度已经相当大，第三次碰撞的影响将会变得不可忽略，并

且实验设备本身的不完美将会对实验结果起到更加重要的影响。因此从定性分析

的角度出发，我们认为适当的角速度可以增加其立起概率。

接下来我们考虑碰撞时瓶子的线速度的竖直分量��0,我们继续用 matlab 画

出Vy0与�'和Vy1的图像（见图 1.10）：
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图 1.10 改变线速度时的运动情况

可以看出，当线速度较小时，瓶子将有更大的概率立起。但相似地，此问题

仍然需要根据角速度和恢复系数等因素综合考虑。

1.2 滚动

1.2.1 充液容器滚动的动力学

我们用瓶子里加钢珠的动力学模型模拟充水瓶子的运动。通过后面预实验的

对比发现，瓶中装水与瓶中装钢珠的系统有着相似的运动模式。理论上通过牛顿

力学可以解出在较为理想的情况下瓶子加钢珠系统的运动模式，帮助理解充水瓶

子运动方式。考察各个物理量参数对瓶子加钢珠系统的影响，也有助于充水瓶子

运动的分析和预测。

1.2.2 瓶子加钢珠系统的求解

动力学方程

首先，我们忽略瓶子运动的所有阻尼，简化实际情况中的各项参数，研究以

下简化模型。

一个半径为 r、质量为 m 的均质实心钢珠被置于一个半径为 R、质量为 M 的

薄圆筒中，圆筒的中心轴 O和小圆柱的中心轴 C均水平，横截面如图 2.1 所示．将

圆筒放置在粗糙地面上，圆筒只能在地面上无滑滚动，而小钢珠只能在圆筒内壁

无摩擦滑动（为了类比水的运动，假设钢珠不滚动，而是平动）．将圆筒中心轴

O的水平位置记为 x，小钢珠中心 C与 O的连线与竖直方向间的夹角记为θ．重

力加速度为 g（见图 1.11）。
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图 1.11 物理情况说明

首先，我们假设瓶子受到的推力为�，以瓶子+钢珠的整体为受力对象，根据

动量定理列出方程：

� = �
��

{� ��
��

+ � ��
��

+ (� − �)���� ��
��

}……○1

以瓶子为受力对象，根据角动量定理列出方程：

−�� = �
��

(��2 �(�
�)

��
)……○2

以内部小球为研究对象，在瓶子所在非惯性系中的牛顿第二定律得：

�(� − �) �2�
��2 =− (������ + ����� �2�

��2 )……○3

当�为小角度时，根据小量近似公式���� ≈ �, ���� ≈ 1，化简方程○1 ○2 ○3 ：

� = � + � �2�
��2 + �(� − �) �2�

��2……○4

−� = � �2�
��2……○5

(� − �) �2�
��2 =− (�� + �2�

��2 )……○6

○4 ○5 两式相加消去�后得：

2� + � �2�
��2 + � � − � �2�

��2 = 0……○7

令� = ���� �� + � ; � = ���� �� + � 得到：

−� 2� + � − �(� − �)� = 0……○8

�2� + �2�(� − �) = ��……○9

由方程○8 解得：

20
21

 S.-T
. Y

au
 H

igh
 Sch

oo
l S

cie
nc

e A
ward



- 15 -

� = −�(�−�)
2�+�

�……○10

其中�是一个仅与初始条件有关的常数。

将方程○10 带入方程○9 解得：

�2 −� �−�
2�+�

+ �2 � − � = �……○11 ,

�2 = 2�+�
2�

�
�
……○12

显然，还存在另一个解，A = B = 0；�2 = 0 ； x = vt，为瓶中钢珠振动的

角频率。

小结：

解析解 1：x = Acos ωt + φ ; θ = Bcos ωt + φ ；

其中 A = −m(R−r)
2M+m

B；ω2 = 2M+m
2M

g
R
.

解析解 2：A = B = 0；�2 = 0 ； x = vt.

此即为瓶中钢珠振动的角频率表达式。

解析解 2是瓶子匀速运动而钢珠静止在底部不振动，这个模式在实验中不容

易实现。实际情况是钢珠和瓶子运动的一般形式是以上两个解的叠加，即匀速直

线运动和简谐振动的叠加。

当�无法进行小角度近似时，将○1 ○2 两式中的�消去并化简○1 ○2 ○3 式，

得到以下方程：

�2�
��2 =

−������−������2�
��2

�(�−�)
……○13

�2�
��2 =

−� �−� ����∗�2�
��2

+� �−� ����∗(��
��)

2

2�+�
……○14

由于此方程组不存在解析解，将其带入 Matlab 程序中，用龙格库塔法求得

其数值解并画出时间——线速度，时间——位移，时间——角速度，时间——角

位移的图像（常数取值来源于一组实验数据）。

运动模式分析

图像可以分为两种运动模式。当瓶子不存在初速度时，系统的运动模式仅为

类似简谐运动的振动，画出四个物理量与时间关系的图像（图 1.12）：20
21

 S.-T
. Y

au
 H

igh
 Sch

oo
l S

cie
nc

e A
ward



- 16 -

a.时间与角度关系 b.时间与角速度关系

c.时间与位移关系 d.时间与线速度关系

图 1.12 无初始线速度时的运动情况

可以非常明显地看出，系统的运动方式为原地振动。

当瓶子存在初速度时，画出四个物理量与时间关系的图像（见图 1.13）：

a.时间与角度关系 b.时间与角速度关系
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c.时间与位移关系 d.时间与线速度关系

图 1.12 有初始线速度时的运动情况

从位移——时间图像中不难看出此时瓶子的运动模式为平动与振动的叠加。

但与实际实验不同的时候，此图并没有给出钢珠或者水在瓶中的阻尼以及瓶

子在地面上受到的阻尼，因此阻尼项并没有在以上运动学方程中体现。

2.实验

2.1 投掷方式

2.1.1 初始测量——恢复系数

为了验证水对于瓶子下落有缓冲作用，我们分别测量了竖直下落时空瓶子以

及不同水量下瓶子的下落高度和反弹高度，并求出恢复系数。

实验装置如图 2.1 所示。墙上固定有标尺。将瓶子从一定高度由静止竖直释

放，用相机拍摄，测量其反弹高度。

图 2.1 恢复系数的测量
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将不同水量（0%，25%，55%，75%，100%）的瓶子从不同高度ℎ1释放，根据

反弹高度ℎ2代入公式 e = ℎ2
ℎ1

计算其恢复系数。

实验数据如下：

水量 100%

下落高度/(cm) 反弹高度/(cm) 恢复系数 平均恢复系数

72 36 0.707
0.702

70 34 0.697

水量 75%

下落高度/(cm) 反弹高度/(cm) 恢复系数 平均恢复系数

92 26 0.532

0.568

92 29 0.561

48 17 0.595

74 23 0.558

93 33 0.596

水量 55%

下落高度/(cm) 反弹高度/(cm) 恢复系数 平均恢复系数

78 11 0.376
0.335

69 6 0.295

水量 25%

下落高度/(cm) 反弹高度/(cm) 恢复系数 平均恢复系数

64 7 0.331

0.378

81 10 0.351

68 10 0.383

58 9 0.394

80 15 0.433

水量 0%

下落高度/(cm) 反弹高度/(cm)恢复系数 平均恢复系数

72 33 0.677
0.674

69 31 0.670
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图 2.2 不同水量的恢复系数

可以看出，瓶中水量对瓶子反弹有很大的缓冲作用，并且水量在 25%到 55%

之间，瓶子恢复系数最小，缓冲作用最大。

2.1.2 自由下落后立起的概率

下图为 20%水量在不同高度竖直下落后成功立起的概率：

图 2.3 立起概率与下落高度-20%水量

下图为 35%水量在不同高度竖直下落后成功立起的概率：
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图 2.4 立起概率与下落高度-35%水量

40%水量在不同高度竖直下落后成功立起的概率：

图 2.5 立起概率与下落高度-40%水量

60%水量在不同高度竖直下落后成功立起的概率：

图 2.6 立起概率与下落高度-60%水量
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80%水量在不同高度竖直下落后成功立起的概率：

图 2.7 立起概率与下落高度-80%水量

100%水量在不同高度竖直下落后成功立起的概率：

图 2.8 立起概率与下落高度-100%水量

除了在 2㎝以下高度释放，成功直立的概率均小于 10%。这是因为在瓶子碰

地时，通常是某一侧先落地，碰地前角速度几乎为零。地面对瓶子作用的冲量矩

容易造成瓶子翻倒。

2.1.3 旋转下落

55%水量 86.4cm 高度发生不同旋转角度后立起概率：

20
21

 S.-T
. Y

au
 H

igh
 Sch

oo
l S

cie
nc

e A
ward



- 22 -

图 2.9 立起概率与角度-55%水量 86.4cm 高度-规则瓶子

换成不规则瓶子，同样水量何释放高度，立起概率仍很高。

图 2.10 立起概率与角度-55%水量 86.4cm 高度-不规则瓶子

35%水量旋转 180 度在不同高度下的概率：

图 2.11 立起概率与下落高度-35%水量 180°
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71cm 高度旋转 180 度在不同水量下的概率：

图 2.12 立起概率与水量-71cm 高度 180°

结论：找到了有利于瓶子直立的条件，一定的翻转角度和水量、匹配适当的

释放高度有利于瓶子直立。

碰撞位置的影响

在进行控制水量、高度、角度的实验后，我们发现在部分情况下，瓶子落地

后立起的概率超过了 50%，并且角度对于瓶子能否立起的影响最大。因此我们把

瓶子落地一次碰撞的情况细分为左侧先碰地和右侧先碰地，选取 55%水量，

86.4cm 下落高度，改变瓶子的初始角速度进行实验，并用相机记录（见图 2.13）：

图 2.13 落地碰撞示意图（右侧碰撞）（加角速度和作用力箭头）

如图 2.13 所示，规定左侧碰地是离平台较近边着地，右侧碰地是离平台较

远边着地。

平

台

ωF
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图 2.14 55%水量规则瓶子旋转 180°碰地情况

图 2.15 55%水量规则瓶子旋转 90°碰地情况

实验结果如图 2.14 和图 2.15 所示，瓶子旋转 180°或 90°下落时，瓶子右

边先落地并立起的成功率都明显大于瓶子左边先落地并立起的成功率。右侧落地

时，地面对瓶子作用的冲量矩与自转角动量方向相反，使碰撞之后瓶子角速度尽

可能的小。这解释了为什么一定的转动有利于碰撞后直立，初始自转角动量和质

心运动的角动量相反，碰撞后角动量可以变小，有利于直立。

而左侧落地时，地面对瓶子作用的冲量矩与自转角动量方向相同，加剧瓶子的转

动而飞出去。

2.2 滚动方式

2.2.1 模型验证

实验器材：

2个 500ml 矿泉水瓶、2个 11°斜坡、墨水、5个钢珠、平面、直尺、称重

器、胶带、调整好视频录制参数的手机（如图 2.16）。
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图 2.16 钢珠与水对比实验器材

实验步骤：

1、用胶带将斜坡固定在平面上，并用直尺对斜坡进行高度标记。

2、将手机固定在拍摄架上。

3、将矿泉水瓶底中心处贴上鲜艳小圆点以便于瓶子运动轨迹的跟踪。

物理量与参数：

�钢珠=33g, �瓶=35g, 斜面角度�=11°, �瓶=3.25cm, �钢珠=0.955cm

其他物理量和参数：

X：瓶子底部中心点沿滚动方向的位移，V：瓶子底部中心点沿滚动方向的运

动速度，a: 瓶子底部中心点沿滚动方向的运动加速度。

实验内容：瓶子盛有钢珠和水的运动模式对比：

将两个都是 200g 的瓶子（分别装 165g 染色的水或 5个钢珠）同时从两个一样的

斜坡（度数都是 11°）离坡底 4cm 高处无初速滚下。

实验数据（同质量同高度，装有钢珠和水的对比）和 track 追踪瓶子底部圆

心所得到的相关图像如下（备注：橙色线是装水的瓶子运动数据，蓝色线是装钢

珠的瓶子运动数据）：

图 2.17 钢珠与水运动位移对比
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图 2.18 钢珠与水运动速度对比

图 2.19 钢珠与水运动加速度对比

通过瓶内盛钢珠与水的对比实验现象的观察，以及对两种情况下瓶子运动的

位移、速度以及加速度图像的分析，可以看出，瓶子到达平面后的运动都是平动

和振动的叠加，两种情况下的运动模式几乎是一样的，由此可以得出前面理论上

的钢珠模型适用于水+瓶子系统。

2.2.2 改变水量实验

实验器材：

16º斜坡、520mL 圆柱形矿泉水瓶、添加少量黄色颜料的水、针筒、刻度尺、

米尺、手机

实验方法：

1.固定斜坡，在斜坡上标注长度。斜面下方连接一段长度为 3米的水平面。
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进入水平运动时，瓶子被设定为以平动为主的初始条件。

2.固定手机，将瓶子在斜坡上 4cm 处由静止释放。改变水量。分别在水瓶中

注入 15%、25%、35%、45%、55%、65%、75%、85%、95%的水。进入平面后开始拍

摄，记录瓶子底部圆心的运动过程。手机拍摄帧数为 4k，30fps。

实验现象：

图 2.47 不同水量的位移改变

可以观察到，在实验的所有水量下，瓶子都会做一种折返运动，即瓶子的最

终位移小于瓶子能达到的最大位移。

不同水量的速度、加速度改变：

图 2.48 15%水量瓶子速度与时间关系图
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图 2.49 15%水量瓶子加速度与时间关系图

图 2.50 25%水量瓶子速度与时间关系图

图 2.51 25%水量瓶子加速度与时间关系图20
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图 2.52 35%水量瓶子速度与时间关系图

图 2.53 35%水量瓶子加速度与时间关系图

图 2.54 45%水量瓶子速度与时间关系图
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图 2.55 45%水量瓶子加速度与时间关系图

由图 2.48 至图 2.55 可以发现，在瓶子的运动过程中，平动动能和振动动能

都在衰减，在平动速度衰减到接近于零时瓶子做振动运动，最终在瓶子静止，平

动速度与振动速度都变为零。平动动能和振动动能的衰减分别表现为瓶子速度的

减小和振幅的减小。两者的叠加表现为加速度的变化。加速度在运动开始衰减最

明显，之后逐渐在某一范围内振动，衰减缓慢。因为运动开始时加速度表现为平

动速度衰减和振动速度衰减的叠加，之后表现为振动运动主导的速度变化。

图 2.56 55%水量瓶子速度与时间关系图
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图 2.57 55%水量瓶子加速度与时间关系图

图 2.58 65%水量瓶子速度与时间关系图

图 2.59 65%水量瓶子加速度与时间关系图
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图 2.60 75%水量瓶子速度与时间关系图

图 2.61 75%水量瓶子加速度与时间关系图

图 2.62 85%水量瓶子速度与时间关系图
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图 2.63 85%水量瓶子加速度与时间关系图

图 2.64 95%水量瓶子速度与时间关系图

图 2.65 95%水量瓶子加速度与时间关系图
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实验所有水量情况下，瓶子在平地的运动都是平动与振动的叠加。瓶底圆心

的速度先是减小到零，后反方向增加，在零周围来回摆动。在每一次振动中，瓶

子的最大加速度绝对值逐渐减小。在某一个值之间摆动，最终变为 0，瓶子达到

静止状态。

由同一高度释放时，随着水量增加，瓶子的初始振动频率变化范围不大，在

4Hz 左右。在运动过程中，瓶子的振幅在逐渐减小，频率在逐渐增加。

根据前文理论结论，瓶子的振动频率应该为
R
g

M
mM

2
2

2
1 


，与水量的改变

相关。但实验的结果表面，瓶子振动频率与水量改变关系不大。观察实验现象，

我们发现在运动过程中，水并不是整体运动。由于惯性，一部分水在运动时不干

扰 瓶 子 振 动 。 我 们 假 设 参 与 瓶 子 振 动 的 水 量 为 有 效 水 量 ， 将

mRkgMf 0325.0,035.0,Hz4  带入得 kgm 0765.0 .而随着平动速度的减小，

水受惯性力影响的部分也减少，有效水量增加，振动频率的增加。

随着水量的增多，瓶子释放前的重力势能增加，释放后到达水平地面的动能

也增加，因此水瓶平动初速度增加，初始振幅减小，振幅衰减更快。

2.2.3 改变释放高度实验

实验设计：

首先观察平动为主的运动。将瓶子从斜面上一定高度释放，滚动进入水平面。

形成以平动为主的初始运动状态。

观察以振动为主的运动。 使瓶子经过一段水平轨道后与竖直模板相撞，碰

撞后瓶子将进入以振动为主的初始运动。

实验器材：

16º斜坡、520mL 圆柱形矿泉水瓶、添加少量黄色颜料的水、桌椅、针筒、刻

度尺、米尺、手机

实验方法：

1.固定斜坡，在斜坡上标注长度。斜面下方连接一段长度为 2.11 米的水平

面。

2.将竖直木板垂直于瓶子轨道放置。与瓶子出发点相距 2.11 米。进入水平

运动时，瓶子被设定为以平动为主的初始条件。

3.使瓶子经过一段水平轨道后与竖直模板相撞，固定好木板，使相撞时木板

几乎不发生偏移。瓶子将进入以振动为主的初始条件。

4.固定手机，将一定水量的瓶子从斜面上一定高度处由静止释放。进入平面

后开始拍摄，记录瓶子底部圆心的运动过程。手机拍摄帧数为 4k，30fps。

55%水量：

释放高度 4cm：
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图 2.66 55%水量瓶子 4cm 高度释放速度与时间关系图

图 2.67 55%水量瓶子 4cm 高度释放加速度与时间关系图

释放高度 6cm：

图 2.68 55%水量瓶子 6cm 高度释放速度与时间关系图20
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图 2.69 55%水量瓶子 6cm 高度释放加速度与时间关系图

释放高度 8cm：

图 2.70 55%水量瓶子 8cm 高度释放速度与时间关系图

图 2.71 55%水量瓶子 8cm 高度释放加速度与时间关系图

释放高度 10cm：
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图 2.72 55%水量瓶子 10cm 高度释放速度与时间关系图

图 2.73

55%水量瓶子 10cm 高度释放加速度与时间关系图

运动分为两个阶段：

（1）从斜面释放后的以平动为主的运动。在此过程中，平动和振动都在持

续衰减。平动速度不断减小，振动幅度也在减小。

（2）碰撞后，振动加剧，平动减速，进入以振动为主的运动，很快平动速

度衰减到很小，瓶子在平衡位置附近来回滚动，直至静止。

瓶子有时会出现反向加速的情况，在瓶子自身不断小幅度振动的情况下，还

会出现在瓶子最终静止位置附近的大幅度振动。

100%水量：

释放高度 4cm：
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图

2.74 100%水量瓶子 4cm 高度释放速度与时间关系图

图 2.75 100%水量瓶子 4cm 高度释放加速度与时间关系图

释放高度 6cm：

图 2.76 100%水量瓶子 6cm 高度释放速度与时间关系图
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图 2.77 100%水量瓶子 6cm 高度释放加速度与时间关系图

释放高度 8cm：

图 2.78 100%水量瓶子 8cm 高度释放速度与时间关系图

图 2.79 100%水量瓶子 8cm 高度释放加速度与时间关系图
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释放高度 10cm：

图 2.80 100%水量瓶子 10cm 高度释放速度与时间关系图

图 2.81 100%水量瓶子 10cm 高度释放加速度与时间关系图

释放高度越高，瓶子到达地面时的线速度就越大。不考虑振动，瓶子的平动

近似于匀减速运动。刚释放时，水的角速度较大，振幅也较大，之后逐渐减小。

发生碰撞时，角速度瞬间增大，平动速度瞬间减小，并持续减速。

当瓶子装满水以后，运动的模式类似，但是振动幅度明显减弱，瓶子需要经

过更长的时间才能完全静止。在平动为主阶段，说明瓶子里水能造成持续减速，

碰撞后水的振动更有助于吸收能量，使瓶子快速达到静止。因此，瓶子里充水在

滚动中有助稳的作用。

对比 55%水量瓶子的运动情况和 100%水量瓶子的运动情况，发现在 55%水量

时，瓶子振动频率的增加和振动幅度的衰减都比较明显。而在 100%时，瓶子的

振动评论和振动幅度基本维持不变。这印证了前文关于有效水量的猜想。55%水

量时，当平动速度较大时，一部分水不参与振动运动，随着时间增加，平动速度

减小，参与振动运动的水量增加，振动频率增加。100%水量时，水在瓶内没有运
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动空间，基本可以看做为一个整体运动。因此频率很快，随时间变化也不明显。

可能导致误差的因素：

1、瓶子本身不是完美的圆柱体（已经观察到瓶子底面不齐）。地面不平。

2、镜头与瓶子之间距离太小，拍摄画面两端产生较大的形变，对 tracker 在两

端采集的数据产生影响。

3.实际应用

此类问题在实际生活中也有研究的价值，比如油罐车的运动。对于油罐车在

转弯时的物理图景，我们可以先对其进行简化（见图 3.1）：

图 3.1 油罐车静止时剖面图

假设油罐车储液容器形状为圆柱体且壁厚不计，下部形状为长方体+圆柱的

地盘+车轮组合。在静止时其内部液体形成的形状对称轴应处在竖直方向上。

旋转时，假设其内部液体已经在油罐车此非惯性系中达到平衡，则其内部液

体的基本形状应保持不变，方向应与竖直方向存在一定夹角（如图 3.2）：

图 3.2 油罐车转弯时剖面图

假设油罐车内部所装液体体积为��，质量为��，密度为�；储存油罐车内部

液体容器的质量为��，半径为�，下部支撑装置和车轮的总质量为�0，宽度为 2�，
重心高度为地盘高度的一半，假设其为ℎ.
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以正在转弯的油罐车为参考系，则其内部液体和整个车身均会受到惯性力，

其大小分别为��
�2

�
，(�0 + ��)

�2

�
. 作用点分别在其中液体和车身的质心上。

因此我们首先需求出油罐车内部液体的质心位置。油罐车内部液体的形状应

为一个球缺，假设其对称轴与竖直方向的夹角为�（见图 3.3）.

图 3.3 油罐车内部液体形状示意图

首先以球缺球心的位置为原点，以其对称轴为�轴，垂直于�轴的任意一条射

线为�轴正方向建立平面直角坐标系。接下来在以�轴方向上对球缺进行微圆（如

图 3.4 所示）。

图 3.4 建立数学模型

由对称性可知，球缺的质心只会落在�轴上。此时由物体质心的定义� = �����
�

得球缺质心的横轴为：

� = −�
ℎ−� �� �2 − �2 ∙ ����

��
=

���2

2��
ℎ − � 2 − �2 −

��
4

[ ℎ − � 4 − �4]

显然对于液体球缺，其与竖直方向所成夹角�有如下关系式：

���� =
��

���
=

�2

��

�

�

��
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接下来对油罐车进行受力分析。假设转弯时油罐车内侧车轮收到路面的支持

力为�1，外侧为�2，内部液体受到的离心力为��，容器受到的离心力为��，下

部地盘以及车轮受到的离心力为�0；油罐车转弯半径为�（即油罐车车身质心到

其转弯曲率半径的水平距离为�）。

图 5：油罐车转弯示意图

则由受力平衡可列出等式：

�1 + �2 = �0+�� + �� �……①

�1 + �2 = �� + �� + �0……②

以�点为转轴，由力矩平衡可列出等式：

�1 � − � + �2 � + � = ��� � − ����� + �0 + �� �� + �0ℎ + �� 2ℎ + �

+ �� 2ℎ + � + ����� ……③

可以想见，当油罐车的速度增大时，其所受到的离心力也越大，即�0, ��, ��
随速度的增加而增大。而通过对上两式的观察发现当�0, ��, ��变化时，只有�1
和�2能够随之变化，且�1和�2之和为定值。因此当②式右边的力矩增大时，左

边只有通过增加�2减少�1的方式来增加支持力的力矩，而当�1减小至 0时，油

罐车便会向外侧发生侧翻；或当路面的摩擦力不足以提供油罐车行驶的向心力时，

油罐车将会向外发生侧滑。

假设路面的滑动摩擦系数为�；以油罐车外侧接触路面处为转轴，列出临界

条件下的受力平衡方程：

�2 = �0+�� + �� �……④

��� � + ����� + �0 + �� �� = �� 2ℎ + �
�2

�
+ �� 2ℎ + � + �����

�2

�

+ �0ℎ
�2

�
……⑤

或：

� 2�

�1

�2

��
��

�

��
��

�0

�

�0�1
�2

�

�

h
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�� �0+�� + �� = (�0+�� + ��)
V2

R
……⑥

当两种临界条件之一首先被满足时，油罐车便会发生危险。

4.结论

我们首先通过理论模型的建立和推导，然后通过计算发现，在投掷过程中，

适当的角速度与线速度的匹配，以及合适的水量能够最大化瓶子立起的概率。顺

其思路，我们也可以发现，改变瓶子本身的性质也可以增大其立起的概率，比如

增大其底面半径并减小高度等。同时我们发现，在抛掷实验中，任何条件都需要

综合考虑其恢复系数而定。并且由于在理论模型推导过程中我们将瓶子和水的系

统当成刚体，而实际碰撞中，并不是 100%的水均参与了瓶子底面与地面的碰撞，

而是会对碰撞的能量起到吸收的作用，进而使定量的理论较为难推导，因此我们

的理论推导结果只从定性的角度分析。

在滚动的理论推导中，我们用钢珠加瓶子模型描写系统的运动。我们发现当

瓶子本身不存在线速度时，瓶子的运动情况为原地振动；而当线速度存在时，瓶

子的运动为平动与振动的叠加。

实验过程中，我们首先考虑了可能影响瓶子稳定性的因素，即水量和初始角

速度。通过使瓶子无角速度自由下落，测量下落高度和反弹高度，计算恢复系数，

得出加适量水有利于瓶子保持稳定的结论。通过重复将不同水量瓶子分别从不同

高度无角速度自由下落的实验，并与有角速度实验对比，得出角速度的实验成功

率明显大于无角速度的实验成功率，因此角速度有利于瓶子落地时保持稳定。分

别控制下落时旋转角度、水量、下落高度，我们发现最有利于瓶子保持稳定的参

数。分别为 180°，55%，86.4cm。此时立起概率高达 61%。考虑瓶子落地时碰

撞点对平衡的影响，我们发现当瓶子右侧落地，即离下落平台较远侧落地时，瓶

子更容易立起。

在滚动瓶子实验过程中，首先用钢珠模型推导并验证了其与水模型的运动模

式一致性：我们研究了瓶子装水和盛钢珠从斜面无初速滚下到达平面后的实验现

象，通过分析两种情况下的瓶子运动的位移、速度以及加速度图像，得出了瓶内

装水和盛钢珠的运动模式几乎是一样的，瓶子到达平面后的运动都是平动和振动

的叠加。水+瓶子实验中，发现瓶子的运动是平动与振动的叠加，在滚动过程中

由平动主导。且瓶子会做会做一种折返运动，即瓶子的最终位移小于瓶子能达到

的最大位移。因为瓶子内的水并不全部参与振动运动，我们根据实验现象计算出

参与振动的有效水量。为了更好地研究瓶子的振动现象，我们在滚动平面放置木

板，使瓶子平动动能瞬间减小。碰撞后，振动加剧，平动减速，进入以振动为主

的运动，瓶子在平衡位置附近来回滚动，直至静止。不考虑振动，瓶子的平动近

似于匀减速运动。在平动为主阶段，说明瓶子里水能造成持续减速，碰撞后水的

振动更有助于吸收能量，使瓶子快速达到静止。因此，瓶子里充水在滚动中有助

稳的作用。
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附录 1 瓶内装钢珠的实验现象探究

另外，我们对瓶内盛同质量钢珠从不同高度滚下以及瓶内盛不同质量钢珠从

同一度滚下后的实验现象也做了一些数据分析，以便后期我们对本课题进行进一

步的研究。

实验一、盛有相同钢珠的瓶子从不同高度滚下的对比

将装 4个钢珠的同一个瓶子从同一个斜坡上从不同的高度无初速度滚下，高

度分别为离坡底 1cm、2cm、3cm、4cm、5cm、7cm。

数据（同质量不同高度）track 后所得到的图像如下：

图 1 盛 4 个钢珠的瓶子从不同高度滚下的运动位移对比

说明：从上至下分别是离坡底高度 7cm、5cm、4cm、3cm、2cm、1cm

我们发现所有高度下的瓶子的运动模式和轨迹几乎一致，所以下面给出了一

种情况下的速度和加速度图像：（瓶中盛有 4个钢珠从离坡底 4cm 高度无初速度

滚下）

图 2 盛 4个钢珠的瓶子从离坡底 4cm 高度无初速度滚下的运动速度
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图 3 盛 4 个钢珠的瓶子从离坡底 4cm 高度无初速度滚下的运动加速度

每种高度下的速度时间图像：

图 4 盛 4个钢珠的瓶子从离坡底 7cm 高度无初速度滚下的运动速度

图 5 盛 4个钢珠的瓶子从离坡底 5cm 高度无初速度滚下的运动速度
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盛 4个钢珠的瓶子从离坡底 4cm 高度无初速度滚下的运动速度见图 2

图 6 盛 4个钢珠的瓶子从离坡底 3cm 高度无初速度滚下的运动速度

图 7 盛 4个钢珠的瓶子从离坡底 2cm 高度无初速度滚下的运动速度

图 8 盛 4个钢珠的瓶子从离坡底 1cm 高度无初速度滚下的运动速度
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以上 6种情况下，运动速度的变化周期均为 0.173s 左右，频率为 5.78HZ 左

右。

实验一结论：

1.相同质量下高度越高到达平面时的运动速度越大，在静止前的平动位移也

越大。

2.瓶子质心振动和钢珠的振动频率相同，虽然高度不同，但是从不同高度滚

下后在平面上的振动频率相同。

实验二、盛有不同数量钢珠的瓶子从相同高度滚下的对比

将装不同数量钢珠的瓶子从相同的高度无初速度滚下，分别为装 1个钢珠和

5个钢珠，高度为离坡底 7cm。

实验数据（不同质量同高度）track 后所得到的相关图像如下：（ 1钢珠 7cm-

蓝色线，4钢珠 7cm-橙色线）

图 9 盛 1 个、4 个钢珠的瓶子从离坡底 7cm 高度无初速度滚下的运动位移对比

图 10 盛 1 个、4 个钢珠的瓶子从离坡底 7cm 高度无初速度滚下的运动速度对比
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图 11 盛 1 个、4 个钢珠的瓶子从离坡底 7cm 高度无初速度滚下的运动加速度对比

实验二结论：

相同高度下到达平面时的运动速度跟质量关系不大，几乎相同。瓶子质心振

动和钢珠的振动频率相同，且瓶内盛有钢珠的数量（质量）越多，频率越低（实

验中 1个钢珠的频率为 32.25HZ,5 个钢珠的频率为 5.84HZ）。

附录实验之误差分析

1. 由于钢珠的不稳定性，导致其和瓶子一起的振动不是完全的简谐振动。

2. 实验用的平台不是很平整，造成阻尼较大，影响实验结果。

3. 用 tracker 追踪功能描点精确度不够高。

4. 将瓶底中心作为质心对于只装几个钢珠的瓶子不是很准确。

5. 视频中存在视差。
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附录 2 上传的实验视频

共上传了 5个实验视频，每个视频的详细描述如下。

1. 视频 1

测量恢复系数：水量 25% 下落高度 65cm 反弹高度 7cm

2. 视频 2

抛掷水瓶实验：水量 55% 翻转角度 180° 下落高度 86.2cm

3. 视频 3

钢珠实验：斜面高度 7cm 钢珠数量 1 钢珠半径 0.955cm 钢珠总质量 35g

4. 视频 4

钢珠实验：斜面高度4cm 钢珠数量5 钢珠半径0.955cm 钢珠总质量175g

5. 视频 5

滚动水瓶实验：水量 25% 斜面高度 10cm

6. 视频 6

滚动水瓶实验：水量 55% 斜面高度 10cm

7. 视频 7

滚动水瓶实验：水量 100% 斜面高度 6cm
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