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Chebyshev-Halley 迭代法探究

殷泽锐

摘要

本文介绍了 Halley 迭代法的一个新的推导方法, 以及 Halley 迭代法跟
经典迭代方法的比较
关键词: 数值求解，收敛阶，方法效率

介绍
如今，数学里的最优化问题无疑是最和现实世界相关联，以及最先运

用新的数学成果的主流研究方向. 在确立了目标函数之后，以合适的工具求
得目标函数的解就是一个重要的问题. 现在的迭代方法，大多建立在一套复
杂的迭代公式之上，有时候是用空间换了时间.
我们的方法基于一个很简单的思路，就是对目标函数进行改变，使其

变为一个与原函数拥有相同解的函数，且其相比原函数拥有更好的收敛性
质，比如收敛域更大，使用 Newton 法（或者其他方法）拥有更高的收敛阶.
其最终形式与 Chebyshev 迭代法的形式相同，所以其成为了一个 Halley-
Chebyshev 的推导方法. 我们将它在收敛阶，收敛格式，运行速度，以及一
些特殊情形下的表现（比如有重根的情形）与一些经典方法做比较，进行了
比较深入的研究.

1 Chebyshev-Halley 迭代法的推导

Newton 迭代法的收敛阶是 2，Halley 迭代法的收敛阶是 3，要想将收
敛阶提升，需要在运用 Newton 法的原函数上进行改变.
设原函数方程为 f(x) = 0，Newton 迭代法公式为 xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
，

将误差设为 en，精确解设为 x∗，则 xn = x∗ + en，注意到 f(x∗) = 0，且根
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据泰勒展开, 有

f(x∗ + en) = f(x∗) +
en
1!
f ′(x∗) +

e2n
2!
f ′′(x∗) + ... =

∞∑
i=0

ein
i!
f (i)(x∗)

所以有以下推导过程

xn+1 =xn − f(xn)

f ′(xn)

en+1 =en − f(x∗ + en)

f ′(x∗ + en)

=
(enf

′(x∗) +
e2n
1!
f ′′(x∗) + ...)− (f(x∗) + en

1!
f ′(x∗) +

e2n
2!
f ′′(x∗) + ...)

f ′(xn)

=
e2nf

′′(x∗) + o(e2n)

2f ′(xn)

可以得出 Newton 法是二阶收敛，现引入一个辅助函数 g(x), 对 f(x)g(x)

运用求根公式，易知当 g(x) ̸= 0 时，f(x)g(x) = 0 与原函数方程拥有相同
的根。对 f(x)g(x) 运用 Newton 迭代法

xn+1 = xn − f(xn)g(xn)

f ′(xn)g(xn) + f(xn)g′(xn)

en+1 = en − f(xn)g(xn)

f ′(xn)g(xn) + f(xn)g′(xn)

=
en(f

′(xn)g(xn) + f(xn)g
′(xn))− f(xn)g(xn)

f ′(xn)g(xn) + f(xn)g′(xn)

=
1

f ′(xn)g(xn) + f(xn)g′(xn)
·
[
en(f

′(x∗) + enf
′′(x∗) +

e2n
2!
f ′′′(x∗))g(xn) + en(f(x

∗) + en

f ′(x∗) +
e2n
2!
f ′′(x∗))g′(xn)− (f(x∗) + enf

′(x∗) +
e2n
2!
f ′′(xn) +

e3n
3!
f ′′′(x∗))g(xn) + o(e3n)

]
=

1

f ′(xn)g(xn) + f(xn)g′(xn)
·
[
(e2nf

′′(x∗) +
e3n
2
f ′′′(x∗))g(xn) + (e2n

f ′(x∗) +
e3n
2
f ′′(x∗))g′(xn)− (

e2n
2
f ′′(x∗) +

e3n
3!
f ′′′(x∗))g(x∗) + o(e3n)

]
=

e2n(
1
2
f ′′(x∗)g(xn) + f ′(x∗)g′(xn)) + e3n(

1
6
f ′′′(x∗)g(xn) + f ′′(x∗)g′(xn)) + o(e3n)

f(xn)g′(xn) + f ′(xn)g(xn)

此时我们发现，当 en的二次项系数为 0，或为 ken+o(en)的形式时，f(x)g(x)
三阶收敛.

1

2
f ′′(x∗)g(xn) + f ′(x∗)g′(xn) = ken + o(en)
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函数 g(x) 需要满足在任何情况下上式成立，由此可知，一个令

1

2
f ′′(x)g(x) + f ′(x)g′(x) = 0

恒成立的函数 g(x) 是符合要求的，于是

f ′′(x)

2f ′(x)
= −g′(x)

g(x)

两边积分，整理得
g(x) =

1√
f ′(x)

令 F (x) = f(x)√
f ′(x)

,Halley 迭代法可表示为

xn+1 = xn − F (xn)

F ′(xn)

2 与其他经典算法的比较

我们下面来比较一下 Chebyshev-Halley 方法与经典 Newton 法、Stef-
fensen 迭代法、用 Aitken 加速的 Newton 迭代法. 它们的阶数如下（关于
Aitken 加速的 Newton 法是 3 阶格式的推导，可以参见附录）:

方法 格式 收敛阶

经典 Newton 法 xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
2

Steffensen 法

yn − xn = f(xn)

zn − yn = f(yn) = f(xn + f(xn)),

xn+1 = xn − [f(xn)]
2

f(xn + f(xn))− f(xn)

2

Aitken 加速的 Newton 法

g(x) = x− f(x)

f ′(x)

yn = g(xn),

zn = g(yn),

xn+1 = xn − (yn − xn)
2

zn − 2yn + xn

3

Chebyshev-Halley 法 xn+1 = xn − f(xn)f
′(xn)

[f ′(xn)]2 −
1

2
f(xn)f ′′(xn)

3
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2.1 问题设置

考虑用上述四种方法数值求解函数

f(x) = x5 + x4 + 4x3 + 2x2 + x− 2

的根, 其中 f(x) 的根的精确值为 x∗ = 0.554702 · · · . 对于每一种方法，我们
取初始值为 x0 = 0.25.
这里需要说明的是，matlab 中浮点数的最大精度为 15 位小数，三阶收

敛的迭代方法在 4 次迭代之后就会超过机器精度，二阶收敛的迭代方法在
5-6 次后就会超过机器精度.

根据输出的结果, 我们可以观察到四种方法的收敛阶. 假设 en = xn −
x∗, 那么当一个数值算法是 k 阶收敛时,

en+1 ≈ Cekn.

我们取对数,
log en+1 ≈ k log en + C,

则只需要画出横坐标为 log en, 纵坐标为 log en+1 的散点图的拟合直线, 观
察这条直线的斜率, 即可得到收敛阶. 这个数值算法的收敛阶就是这条直线
的斜率. 得到的结果如图 1∼4

迭代步数，运行时间（运行出 10e5 次结果），收敛阶（拟合直线斜率）
结果如下:

方法 迭代步数 迭代时间 收敛阶

经典 Newton 法 6 18.470s 1.969048
Steffensen 法 5 14.580s 2.006157

Aitken 加速的 Newton 法 4 8.554s 2.956898
Chebyshev-Halley 法 4 7.553s 3.020506

2.2 结论

通过数据比对，我们发现对于目标函数 f(x) = x5+x4+4x3+2x2+x−2

的求根，Halley 迭代法在效率上占优，而且其收敛速度比其他方法稍快。但
是注意到该目标函数是多项式函数，比较方便进行求导，Steffensen 方法是
不需要求导的，Newtoin 法和 Aitken 加速的牛顿法只需要求一阶导数，而
Halley 迭代法需要求二阶导数，对不方便求导的函数运用 Halley 迭代法可
能是一个问题.
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图 1: Newton 迭代法的 log en ∼ log en+1 曲线
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图 2: Aitken 加速的牛顿迭代法的 log en ∼ log en+1 曲线
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图 3: Halley 迭代法的 log en ∼ log en+1 曲线
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图 4: Steffensen 法的 log en ∼ log en+1 曲线

3 Chebyshev-Halley 方法简单的应用

在计算机中我们需要用数值方法来求平方根. 对于函数 f(x) = x2 − R,
求 f(x) 的根的 Chebyshev-Halley 法为

xn+1 = xn − f(xn)f
′(xn)

[f ′(xn)]2 − (f(xn)f ′′(xn))/2

= xn − (x2
n −R) · 2xn

(2xn)2 − (x2
n −R)

= xn − 2x3
n − 2Rxn

3x2
n +R

=
xn(x

2
n + 3R)

3x2
n +R

.

因此我们导出了求正实数 R 的平方根
√
R 的三阶方法:

xn+1 =
xn(x

2
n + 3R)

3x2
n +R

. (1)

在计算机中, 如果我们需要求 R 的平方根, 只需要应用迭代格式 (1), 然后迭
代几步到达机器精度即可.
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4 附录: Aitken 加速的 Newton 迭代法是三阶格
式的证明

我们简要推导把 Aitken 加速法应用于 Newton 迭代法的收敛阶.
设 en − x∗ = εn, yn − x∗ = εn, zn − x∗ = δn, 则

0 = f(x∗) = f(xn − en) = f(xn)− enf
′(xn) +

1

2
e2nf

′′(xn)−
1

6
e3nf

′′′(ξn),

其中 ξn 介于 xn 与 x∗, 因此

enf
′(xn)− f(xn) =

1

2
e2nf

′′(xn)−
1

6
e3nf

′′′(ξn),

代入迭代格式, 可知 εn = en − f(xn)

f ′(xn)
, 则

εn =
1

2
e2n

f ′′(xn)

f ′(xn)
− 1

6
e3n

f ′′′(ξn)

f ′(xn)
≈ 1

2
e2n

f ′′(x∗)

f ′(x∗)
− 1

6
e3n

f ′′′(x∗)

f ′(x∗)
.

同理可得

δn ≈ 1

2
ε2n

f ′′(x∗)

f ′(x∗)
− 1

6
ε3n

f ′′′(x∗)

f ′(x∗)
.

我们记
f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
= C, −f ′′′(x∗)

6f ′(x∗)
= D. 于是

en+1 ≈ en − [(yn − x∗)− (xn − x∗)]2

(zn − x∗)− 2(yn − x∗) + (xn − x∗)

≈ en − (εn − en)
2

δn − 2εn + en

≈ en(δn − 2εn + en)− (εn − en)
2

δn − 2εn + en
=

enδn − ε2n
δn − 2εn + en

≈ en[C(Ce2n +De3n)
2 +D(Ce2n +De3n)

3]− (Ce2n +De3n)
2

C(Ce2n +De3n)
2 +D(Ce2n +De3n)

3 − 2(Ce2n +De3n) + en

=
−C2e4n + o(e4n)

en + o(en)

≈ −C2e3n.

所以用 Aitken 加速的 Newton 法的收敛阶是 3.
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