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高木贞治函数的基本性态与图像几何特征探析

叶子璇
北京市十一学校

2026 年 7 月 31 日

摘要

高木贞治函数 T : R → R 是处处连续但无处可微的函数的典例。本文提出了在初
等框架下证明其不可微性并利用几何结构刻画其最大值水平集的新方法，这也是一种
定量研究分形结构的新视角。具体而言：首先，我们通过初等方法建立了其基本性质，
包括周期性、有界性、连续性、无处可微性等。，我们将考察其图像的分形特性并从点
集的角度给出其图像的递推构造，进而由此推出该函数的可达上确界及其对应的水平
集，并在一般的 Tr(x) 上进行了推广试验。

关键词：数学分析；可微性；分形；水平集。
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1 引言

高木贞治函数与魏尔斯特拉斯函数一样，是典型且构造简单的连续而无处可微的函

数。虽然该函数的原始论文于 1903 年便由日本数学家高木贞治发布，并且当代的许多数
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学工作者也对其进行了广泛的探索，揭示了该函数与概率论、分析学、数论、动力系统等

领域的内在联系，但是对于其不可微性的详细证明过程、图像逼近的过程讨论以及分形结

构的可视化呈现，往往缺乏针对初学者的系统性梳理。这便是我们要处理的内容。

在高木贞治函数的多种等价定义方式中，我们选择如下途径对其进行构造：

定义 1.1（高木贞治函数）
我们首先在 [0, 1) 上定义函数 ψ(x)：

ψ(x) =

x 0 ≤ x < 1/2

1− x 1/2 ≤ x < 1
.

随后我们将其以 1 为周期延拓到 R 上。
高木贞治函数 T (x) 被定义为：

T (x) =
∞∑
k=0

ψ(2kx)

2k
. (1.1)

直观地来看，该定义中的 ψ 函数也可以视为 dist (x,Z)，即实数 x（在 R 中）到 Z 的
距离。

为了针对该函数进行研究，我们首先要确保它是良定义的，并且对其周期性、有界

性等性质有所认识。

命题 1.1 高木贞治函数是 R 上良定义的，周期为 1 的有界函数。
证明 易见 ∀x ∈ R, |ψ(x)| ≤ 1/2。因此 ∀x ∈ R，

|T (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ψ(2kx)

2k

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=0

|ψ(2kx)|
2k

≤ 1

2

∞∑
k=0

1

2k
= 1 < +∞.

由此可见 T (x) 在 R 上处处良定义，且 |T (x)| ≤ 1 恒成立，具备有界性。

设有高斯函数 {x} = x− bxc，下面证明 ∀x ∈ R, T (x) = T ({x})。事实上，由于函数
ψ(x) 以 1 为周期，故

T (x) = T (bxc+ {x})

=
∞∑
k=0

ψ(2kbxc+ 2k{x})
2k

=
∞∑
k=0

ψ(2k{x})
2k

= T ({x}).
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即该命题成立，这足以说明 T (x) 以 1 为周期。

证毕。

利用高木贞治函数的周期性，在下文对其性质的大部分讨论中，我们选择将问题规

模缩小到 [0, 1] 上的 T (x)。

此外，高木贞治函数之所以特别，正是因为其兼具处处连续、处处不可微两条性质。

这里，我们首先处理前者，这是较容易证明的。

命题 1.2 高木贞治函数在 R 上处处连续。
证明 不难验证 ψ(x) 符合 Lipschitz 条件且其 Lipschitz 常数为 1，即

∀a, b ∈ R, |ψ(a)− ψ(b)| ≤ |a− b|.

确定 x ∈ R，任给 ϵ > 0，我们首先选取正整数 M 满足∑
k>M

1

2k
<
ϵ

2
.

进而 ∀|δ| < ϵ

2(M + 1)
都有

|T (x+ δ)− T (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

ψ(2kx+ 2kδ)− ψ(2kx)

2k

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=0

|ψ(2kx+ 2kδ)− ψ(2kx)|
2k

=
M∑
k=0

|ψ(2kx+ 2kδ)− ψ(2kx)|
2k

+
∑
k>M

|ψ(2kx+ 2kδ)− ψ(2kx)|
2k

≤
M∑
k=0

|2kδ|
2k

+
∑
k>M

1

2k

< (M + 1)|δ|+ ϵ

2
= ϵ.

这足以说明 ∀x ∈ R, lim
t→x

T (t) = T (x)，即 T (x) 在 R 上处处连续。
证毕。

2 高木贞治函数的表示

由于 ψ 函数分段线性的特点，直接从式 (1.1) 着手进入高木贞治函数的性态研究是十

分困难的，因为我们没有一个对 ψ(x) 的显式表达式。幸运的是，ψ 函数的取值与其自变

量 x 的“二进制小数表示”有着紧密的联系。

定义 2.1（二进制小数） 对 x ∈ [0, 1]，设取值于 {0, 1} 的数列 {an}n≥1 满足

x =
∞∑
n=1

an
2n
.
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我们称 {an} 为实数 x 的二进制表示。

在下文的讨论中，若无特殊声明，记号 ai 总是代表与之一同出现的变量 x 的二进制

小数表示中的某一位。

借用 x 的二进制小数表示，我们可以针对 (1.1) 式中形如 ψ(2mx) 的项给出一个显式

的表达式：

引理 2.1 设 m ∈ N，x ∈ [0, 1]，则

ψ(2mx) =
∞∑
n=1

σm+1(am+n)

2n
. (2.1)

其中对正整数 n 与实数 t ∈ [0, 1]，定义函数 σn(t) 被定义为

σn(t) = an + (1− 2an)t.

证明 一方面，

∞∑
n=1

σm+1(am+n)

2n
=

∞∑
n=1

am+1 + am+n − 2am+1am+n

2n

=
∞∑
n=1

|am+1 − am+n|
2n

=


∞∑
n=1

am+n

2n
am+1 = 0

1−
∞∑
n=1

am+n

2n
am+1 = 1

.

另一方面，2mx =
∞∑
n=1

2man
2n
，易见 {2mx} =

∑
n>m

an
2n−m

=
∞∑
n=1

am+n

2n
。

从而
ψ(2mx) = ψ({2mx})

=


∞∑
n=1

am+n

2n
0 ≤

∞∑
n=1

am+n

2n
≤ 1

2

1−
∞∑
n=1

am+n

2n
1

2
≤

∞∑
n=1

am+n

2n
≤ 1

.

由此可见，若 am+1 = 0，则 0 ≤
∞∑
n=1

am+n

2n
≤ 1

2
，故

∞∑
n=1

σm+1(am+n)

2n
=

∞∑
n=1

am+n

2n
= ψ(2mx).

若 am+1 = 1，则
1

2
≤

∞∑
n=1

am+n

2n
≤ 1，故

∞∑
n=1

σm+1(am+n)

2n
= 1−

∞∑
n=1

am+n

2n
= ψ(2mx).
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证毕。

依赖 (2.1) 式，我们便可以对 (1.1) 式进行如下的展开：

命题 2.1 设 x ∈ [0, 1]，则

T (x) =
∞∑
n=1

(1− an)vn + an(n− vn)

2n
. (2.2)

其中 vn 被定义为 vn =
n∑

k=1

ak。

证明 利用引理 2.1 中的结论，我们有

ψ(2mx) =
∞∑
n=1

am+1 + am+n − 2am+1am+n

2n
.

进而

T (x) =
∞∑
k=0

ψ(2kx)

2k
=

∞∑
k=0

1

2k

∞∑
n=1

ak+1 + ak+n − 2ak+1ak+n

2n
.

另一方面，

∞∑
n=1

(1− an)vn + an(n− vn)

2n
=

∞∑
n=1

(1− an)
∑n

k=1 ak + an
∑n

k=1(1− ak)

2n

=
∞∑
n=1

n∑
k=1

(1− an)ak + an(1− ak)

2n

=
∞∑
k=1

∞∑
n=k

(1− an)ak + an(1− ak)

2n

=
∞∑
k=0

∞∑
n=k+1

(1− an)ak+1 + an(1− ak+1)

2n

=
∞∑
k=0

∞∑
n=1

(1− an+k)ak+1 + an+k(1− ak+1)

2n+k

=
∞∑
k=0

1

2k

∞∑
n=1

ak+1 + ak+n − 2ak+1ak+n

2n

= T (x).

上述推导中进行了求和顺序交换，这一操作的正确性由级数的绝对收敛性保证。

证毕。

我们将在后续的讨论中沿用 vn 这一记号，若无特殊说明，其含义与前文保持一致。

3 高木贞治函数的性态

本节的核心目标是利用 (2.2) 式推导高木贞治函数在 R 上处处不可微这一定理。
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利用该函数的周期性，我们实际上只需证明其在 [0, 1] 上处处不可微即可。

对 x ∈ [0, 1]，我们首先处理 x 的二进制小数表示为有限位时的特殊情形：

引理 3.1 设 k0 为正奇数或零，m0 为正整数，x0 =
k0
2m0

∈ [0, 1)。令 hn = 2−n，

则数列 {
T (x0 + hn)− T (x0)

hn

}
n>m0

不收敛。

证明 显然 x0 可以被表示为有限位的二进制小数。具体而言，我们可以直接对 k0 做

正整数的二进制表示，然后约分得到

x0 =

m0∑
i=1

ai
2i
.

为了证明该命题，我们考虑 n > m0 的情形。设 n = m0 + k，其中 k 为正整数。

易见

x0 + hn =

m0∑
i=1

ai
2i

+
1

2m0+k
.

为了区分，在下面的证明中我们将 x0 + hn 的二进制表示中“每一位数码”记作 a′i，

对应的“前 i 位数码和”记作 v′i。

那么利用命题 2.1 的结论，可直接得到

T (x0 + hn)− T (x0) =
∞∑
i=1

(1− a′i)v
′
i + a′i(i− v′i)− (1− ai)vi − ai(i− vi)

2i

=
∞∑

i=m0+k

(1− a′i)v
′
i + a′i(i− v′i)− (1− ai)vi − ai(i− vi)

2i
.

在上面的和式中：当 i = m0 + k 时，a′i = 1, ai = 0, v′i = vi + 1，求和项为

0 + i− v′i − vi − 0

2i
=
m0 + k − 2vm0+k − 1

2m0+k
.

当 i > m0 + k 时，a′i = ai = 0, v′i = vi + 1，求和项为

v′i + 0− vi − 0

2i
=

1

2i
.

从而

T (x0 + hn)− T (x0) =
m0 + k − 2vm0+k − 1

2m0+k
+

∑
i>m0+k

1

2i
=
m0 + k − 2vm0+k

2m0+k
.

进而
T (x0 + hn)− T (x0)

hn
= m0 + k − 2vm0+k.

由于上式中 m0, vm0+k 为常数（由于我们使用的是有限二进制表示，vm0+k = vm0 成

立），故当 n→ ∞，即 k → ∞ 时上式不收敛。
证毕。
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这样，由 T (x) 的周期性，我们已经知道其在“可表示为有限位二进制小数”的点

处不可微了。

然而，若要证明其在剩余的点处不可微，我们还需准备另一个引理。

引理 3.2 设 f 是定义在开区间 I 上的实值函数，若 f 在 a ∈ I 处可导，则

lim
(h,h′)→(0,0)
h>0,h′>0

f(a+ h)− f(a− h′)

h+ h′
= f ′(a).

（这里的极限过程在 R2 中进行）

证明 任给 ϵ > 0，由 f 在 a 处可导，故存在 δ > 0 满足当 0 < h < δ 时

f ′(a)− ϵ <
f(a+ h)− f(a)

h
< f ′(a) + ϵ.

即

h(f ′(a)− ϵ) < f(a+ h)− f(a) < h(f ′(a) + ϵ).

同理，存在 δ′ 满足当 0 < h′ < δ′ 时

h′(f ′(a)− ϵ) < f(a)− f(a− h′) < h′(f ′(a) + ϵ).

那么当 h, h′ < min{δ, δ′} 时

(h+ h′)(f ′(a)− ϵ) < f(a+ h)− f(a− h′) < (h+ h′)(f ′(a) + ϵ).

即

f ′(a)− ϵ <
f(a+ h)− f(a− h′)

h+ h′
< f ′(a) + ϵ.

这足以说明该命题成立。

证毕。

下面，利用引理 3.2，我们将处理不可微性的剩余情形。具体而言，我们有如下引
理：

引理 3.3 设 x ∈ [0, 1) 满足 ∀n ∈ N∗, 2nx /∈ Z。定义序列 {hn}n≥1, {h′n}n≥1 满

足

b2nxc+ 1 = 2n(x+ hn), b2nxc = 2n(x− h′n).

则数列 {
T (x+ hn)− T (x− h′n)

hn + h′n

}
n≥1

不收敛。

证明 设 x =
∞∑
i=1

ai
2i
，则不难发现

hn =
∞∑

i=n+1

1− ai
2i

, h′n =
∞∑

i=n+1

ai
2i
.
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与此同时便有

x+ hn =
n∑

i=1

ai
2i

+
∞∑

i=n+1

1

2i
, x− h′n =

n∑
i=1

ai
2i
.

为了方便起见，我们仿照先前的记号使用：约定 x + hn 的二进制表示中“每一位数

码”记作 ai，对应的“前 i 位数码和”记作 vi；对应地，约定 x− h′n 的二进制表示中“每

一位数码”记作 a′i，对应的“前 i 位数码和”记作 v′i。

那么

T (x+ hn)− T (x− h′n) =
∞∑

i=n+1

(1− ai)vi + ai(i− vi)− (1− a′i)v
′
i − a′i(i− v′i)

2i

=
∞∑

i=n+1

i− vi − v′i
2i

=
∞∑

i=n+1

i− v′i − i+ n− v′i
2i

(vi = v′i + i− n)

=
∞∑

i=n+1

n− 2v′n
2i

.

又因为 hn + h′n =
1

2n
，故

T (x+ hn)− T (x− h′n)

hn + h′n
=

∞∑
i=1

n− 2v′n
2i

= n− 2v′n.

令 Dn = n− 2v′n，那么 Dn+1 −Dn = 1− 2an+1 ∈ {1,−1}，这足以说明 Dn 不收敛，

即原数列不收敛。

证毕。

最后，我们终于可以整合高木贞治函数“处处不可微”这一性质的完整证明了。

定理 3.1 高木贞治函数在 R 上处处不可微。
证明 任取 x ∈ [0, 1)，讨论如下两种情况：

（1）若存在 n ∈ N∗ 使得 2nx ∈ Z，则易见存在 k0 为正奇数或零、m0 为正整数，使

得 x0 = k0/2
m0。进而由引理 3.1，可得高木贞治函数在 x 处不可微。

（2）若 ∀n ∈ N∗, 2nx /∈ Z，则根据引理 3.3，数列{
T (x+ hn)− T (x− h′n)

hn + h′n

}
n≥1

不收敛。结合引理 3.2，可知高木贞治函数在 x 处不可微。

综上所述，对任意 x ∈ [0, 1)，高木贞治函数均在 x 处不可微。故由于该函数以 1 为

周期，可知其在 R 上处处不可微。
证毕。
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4 高木贞治函数的图像

高木贞治函数不仅具有特殊的分析学性质。从几何的角度看，其图像同样也十分特别，

具备“自相似”特性。具体而言，我们着重考察的是 T (x) 在 [0, 1] 上的图像，这部分图像

在经过某些特殊的仿射变换后能够变为其自身的子集，这便是“自相似”这一名词的直观

解释。特别地，所谓的“分形”便是描述这类几何对象的概念。

为了证明该性质，我们同样需要准备一个引理：

引理 4.1 T (x) 具有如下“递归”公式：

T (x) =



2x+ T (4x)/4 0 ≤ x < 1/4

1/2 + T (4x− 1)/4 1/4 ≤ x < 1/2

1/2 + T (4x− 2)/4 1/2 ≤ x < 3/4

2− 2x+ T (4x− 3)/4 3/4 ≤ x ≤ 1.

证明 这里只证明第一条式子，余下三条的证法是类似的。

考虑 0 ≤ x < 1/4，这个范围决定了 x 必有一种二进制小数表示 x =
∞∑
n=1

an
2n
满足

a1 = a2 = 0。这样：

4x =
∞∑
n=1

an+2

2n
.

T (4x) =
∞∑
n=1

(1− an+2)vn+2 + an+2(n− vn+2)

2n
.

T (4x)

4
=

∞∑
n=3

(1− an)vn + an(n− 2− vn)

2n
.

又因为 n = 1, 2 时 an, vn = 0，故上式右端的求和可改为从 n = 1 开始。于是通过级

数对应项的直接相加，便有

T (x) = 2x+
T (4x)

4
.

证毕。

利用如上引理的结论，我们便可以找到符合要求的仿射变换，并对自相似这一性质

进行证明：

命题 4.1 令 Γ =

{(
x

T (x)

) ∣∣∣∣ x ∈ [0, 1]

}
。

对 i = 0, 1, 2, 3，令 Γi =

{(
x

T (x)

) ∣∣∣∣ x ∈
[
i

4
,
i+ 1

4

]}
。

定义如下仿射变换：

Φ0

(
x

y

)
=

(
1/4 0

1/2 1/4

)(
x

y

)
.
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Φ1

(
x

y

)
=

(
1/4 0

0 1/4

)(
x

y

)
+

(
1/4

1/2

)
.

Φ2

(
x

y

)
=

(
1/4 0

0 1/4

)(
x

y

)
+

(
1/2

1/2

)
.

Φ3

(
x

y

)
=

(
1/4 0

−1/2 1/4

)(
x

y

)
+

(
3/4

1/2

)
.

则对 i = 0, 1, 2, 3，Φi(Γ) = Γi。

这本质上就是在说，T (x) 的图像具备所谓的分型性质，在经过适当的仿射变换可

以与自身的子集重合。这种特性与著名的曼德勃罗集、皮亚诺曲线等图形相似，而且使其

在动力系统中具有独特的研究价值。

证明 下图是 Γ 的图像，从中可以直观地理解这一命题：

我们同样只针对 Φ0 证明该命题，余下三个仿射变换是类似的。

利用引理 4.1，我们知道对 t ∈ [0, 1]，总是有

T (t/4) = t/2 + T (t)/4.

因此，若 (x, y) 在 Γ 中，上式就可以改写为

T (x/4) = x/2 + y/4.

即
(x
4
,
x

2
+
y

4

)
在 Γ0 中。

由此可见 Φ0 将 Γ 中的点映射到 Γ0 中的点，且易见这是一个双射，则显然有

Φ0(Γ) = Γ0.

证毕。
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这个命题揭示了一个十分重要的性质，尤其是 Φ1,Φ2 作为相似变换，给出了 Γ 与

其子集之间的等比例缩放关系，这对后续我们考察 T (x) 的最值十分有利。

此外，若不依靠 T (x)的具体函数值的计算，我们实际上还有一种十分有趣的方式，可

以从点集的角度直接构造 Γ，即 T (x) 在 [0, 1] 上的图像：

命题 4.2 令 S0 =

{(
x

y

) ∣∣∣∣ x, y ∈ [0, 1]

}
。对 n ≥ 0，令 Sn+1 =

3⋃
k=0

Φk(Sn)。

则

Γ =
∞⋂
n=0

Sn.

该定理的证明在这里还不容易直接给出，因为我们还缺少一个关键的观察。

下图给出了 S0, S1, S2, S3 的直观图像：

我们将其与 T (x) 的部分和，即 Tn(x) =
n∑

k=0

ψ(2kx)

2k
的图像相比较：

（上图中从左到右依次是 T1, T2, T3, T4, T5 在 [0, 1] 上的图像）

直观来看，我们发现 S1, S2, S3 的“下边界”分别是 T1, T3, T5 在 [0, 1] 上的图像。

事实上，这一结论是正确的，而且是命题 4.2 的证明的关键，下面我们使用严格的数
学语言刻画这一观察。具体地，我们首先对我们考察的对象给出确切的定义：

定义 4.1（下边界、高度、海拔）
对于 Sn，我们称：

（1）集合

Sn :=
⋃

x∈[0,1]




x

min
{
y ∈ R

∣∣∣∣∣
(
x

y

)
∈ Sn

}

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为 Sn 的下边界。由于全体 Sn 均为 R2 中的紧集，上式中的 min 函数是良定义的。
（2）任取 x ∈ [0, 1]，实数

hn := max
{
y ∈ R

∣∣∣∣∣
(
x

y

)
∈ Sn

}
− min

{
y ∈ R

∣∣∣∣∣
(
x

y

)
∈ Sn

}

为 Sn 的高度。通过归纳法，易见 hn 的值与 x 的选取无关，总是等于 4−n。

详细证明这里不再赘述。

（3）实数

Hn := max
{
y ∈ R

∣∣∣∣∣ ∃x ∈ [0, 1],

(
x

y

)
∈ Sn

}

为 Sn 的海拔。易见 Hn+1 =
1

4
Hn +

1

2
。

下面我们证明先前的观察：

引理 4.2 对 n > 0，Sn 的下边界为 T2n−1(x) 在 [0, 1] 上的的图像。

证明 当 n = 1时，命题显然成立。考虑映射 F (S) =
3⋃

k=0

Φk(S)，下面证明 F 将 Tn(x)

在 [0, 1] 上的图像映射到 Tn+2(x) 在 [0, 1] 上的图像。具体而言，Φi 将 Tn(x) 在 [0, 1] 上

的图像映射到 Tn+2(x) 在 [i/4, (i+1)/4] 上的图像（i = 0, 1, 2, 3）。这里详细叙述 i = 0 的

情形，使用了高木贞治函数的原始定义，剩余三种情况是类似的，只需改为使用 (2.2) 式

即可。

注意到对 x ∈ [0, 1] 有

Tn+2

(
1

4
x

)
=

n+2∑
k=0

ψ(2k−2x)

2k

=
n∑

k=−2

ψ(2kx)

2k+2

=
1

4

( −1∑
k=−2

ψ(2kx)

2k
+

n∑
k=0

ψ(2kx)

2k

)

=
1

2
x+

1

4
Tn(x).

最后一步是因为此时 2−1x, 2−2x ∈ [0, 1/2]，故 k = −1,−2 时 ψ(2kx) = 2kx。

回想

Φ0 : (x, y) 7→ (x/4, x/2 + y/4).

故这带来

Φ0 : (x, Tn(x)) 7→ (x/4, Tn+2(x/4)).

即 Φ0 将 Tn(x) 在 [0, 1] 上的图像映射到 Tn+2(x) 在 [0, 1/4] 上的图像。

再结合 i = 1, 2, 3 的情形，便可得 F 将 Tn(x) 在 [0, 1] 上的图像映射到 Tn+2(x) 在

[0, 1] 上的图像。
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利用这一结论，以 n = 1 的情形作为归纳奠基，便可由归纳法知该引理对全体正整数

n 成立。

证毕。

有了这一引理，我们便可以着手命题 4.2 的证明了：

命题 4.2 的证明 我们沿用引理 4.2 中的映射 F。

显然 S1 ⊂ S0，进而 F (S1) ⊂ F (S0)，即 S2 ⊂ S1。通过运用数学归纳法，重复执行这

一步骤便知 {Sn} 是递减的集合列。
固定 t ∈ [0, 1]，考虑每个 Sn 中全体横坐标等于 t 的点，易见它们的纵坐标形成一个

闭区间，且这个闭区间（记为 In）的长度为 hn = 4−n。

由于 Sn 是递减的集合列，故 In 为递减的闭区间列，且其长度趋近于零。那么根据闭

区间套原理，有且仅有唯一的实数属于全体 In。这就是说，对于平面上全体横坐标为 t 的

点，有且仅有一个点属于
∞⋂
n=1

Sn。

最后，我们说明这个点的纵坐标等于 T (t)。采用反证法，若该点纵坐标（设为 y）不

等于 T (t)，则有 ϵ = |y − T (t)| > 0。

根据引理 4.2，对任意正整数 n，必有 y ∈ [T2n−1(t), T2n−1(t) + 4−n]。然而函数列

{T2n−1(x)} 逐点收敛到 T (x)，又因为 T2n−1(x) < T (x)，这便意味着对充分大的 n，总是

有 T2n−1(t) > T (t)− ϵ 且 T2n−1(t) + 4−n < T (t) + ϵ，这就导出了矛盾，进而假设不成立，

必有 y = T (t)。

综上所述，对于平面上全体横坐标为 t 的点，有且仅有 (t, T (t)) 属于
∞⋂
n=1

Sn。由于

t ∈ [0, 1] 的任意性，立刻就能得到 T (x) 在 [0, 1] 上的图像 Γ =
∞⋂
n=1

Sn。

证毕。

5 高木贞治函数的最大值及其局部水平集

我们在第一部分中便证明了 T (x) 的有界性，但并没有对其最值或上下确界进行精确

的刻画。容易发现 minT (x) = 0，但是 maxT (x) 的求解便不那么容易了。我们首先给出
一个 T (x) 上确界的估计：

引理 5.1 我们有
sup
x∈R

T (x) ≤ 2

3
.

证明 我们只需在 [0, 1] 上考虑即可。回顾定义 4.1 中对 Sn 的海拔的递推公式

Hn+1 =
1

4
Hn +

1

2
.
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容易得到 lim
n→∞

Hn =
2

3
。此时结合命题 4.2 的结论：

Γ =
∞⋂
n=1

Sn.

这便告诉我们任何纵坐标大于 2/3 的点都不可能位于 Γ 中（因为总存在充分大的 n

使得 Hn < 该点的纵坐标），从而 sup
x∈R

T (x) ≤ 2/3。

证毕。

事实上，这个估计是相当精确的，因为我们可以利用 (2.2)式方便地验证 T (1/3) = 2/3，

因此：

命题 5.1 T (x) 在 R 上的最大值为 2/3。

下面，我们将在 [0, 1] 上考察 T (x) 最大值的局部水平集（即全体使得 T (x) = 2/3 的

x 值）。事实上，该集合与 Γ 一样具有自相似的特性。

我们通过一完全初等且新颖的几何视角给出如下命题：

命题 5.2 对 x ∈ [0, 1]，设 x 的四进制展开为

x =
∞∑
n=1

bn
4n
.

其中 ∀n ∈ N∗，bn ∈ {0, 1, 2, 3}。则{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ T (x) = 2

3

}
=

{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ x =
∞∑
n=1

bn
4n
, ∀n ∈ N∗, bn ∈ {1, 2}

}
.

证明 一方面，利用 (2.2) 式容易验证{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ x =
∞∑
n=1

bn
4n
, ∀n ∈ N∗, bn ∈ {1, 2}

}
⊂
{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ T (x) = 2

3

}
.

另一方面，从图像的角度可以得到{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ T (x) = 2

3

}
⊂
{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ x =
∞∑
n=1

bn
4n
, ∀n ∈ N∗, bn ∈ {1, 2}

}
.

下面我们证明之。

首先，我们给出关键观察 1：T (x) 在形如[
n∑

k=1

bk
4k
,
1

4n
+

n∑
k=1

bk
4k

]
, n ∈ N∗, ∀1 ≤ k ≤ n, bk ∈ {1, 2}

的区间上的图像与 Γ 相似。

我们可以用归纳法对这一事实进行解释：当 n = 1 时，由命题 4.1 可以直接得到该事
实（因为 Φ1,Φ2 是相似变换）。而当 n 从 m 增加到 m + 1 时，考虑对 n = m 时上述区
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间上 T (x) 的图像进行 Φ1,Φ2 所代表的相似变换，由命题 4.1，所得到的新图像仍然是 Γ

的一部分，并且新图像的横坐标所在区间正是 n = m+ 1 时的上述区间。因此 n = m+ 1

时，上述区间上 T (x) 的图像依旧与 Γ 相似。

下面我们给出关键观察 2：对于 [0, 1] 中的 x，若 x ≤ 1/4 或 x ≥ 3/4，则一定有

T (x) < 2/3。换言之，对于这样的 x，一定有 x′ ∈ [0, 1] 使得 T (x′) > T (x) 。

我们可以通过 Γ 的自相似特性来解释这一事实。具体而言，考虑 Φ0(Γ) = Γ0，注意

Φ0 对纵坐标 y 的作用是 y 7→ x/2 + y/4 ≤ 1/2 + (2/3)/4 = 2/3。当 x < 1 时，这一不等

式中的等号无法成立，变换后的 y 自然小于 2/3；而当 x = 1 时 y = 0，等号显然也无法

成立。由此可见，Γ0 中点的纵坐标一定小于 2/3；类似地有 Γ3 中点的纵坐标一定小于 2/3。

根据以上两个观察，我们将通过归纳法证明该命题：

假设 x ∈ [0, 1] 满足 T (x) = 2/3，设 x 的四进制小数表示为 0.b1b2b3 · · ·。根据第二个
观察显然有 b1 ∈ {1, 2}。
下面假设 b1, b2, · · · , bm ∈ {1, 2}，往证 bm+1 ∈ {1, 2}。

首先，由于 b1, b2, · · · , bm ∈ {1, 2}，我们可以约束 x 的范围：

x ∈

[
m∑
k=1

bk
4k
,
1

4m
+

m∑
k=1

bk
4k

]
.

根据第一个观察，在 x 所属的这个区间中，T 的图像（设为 Γx）与 Γ 相似。

根据第二个观察，若 T 在区间 [a, b] 上的图像（设为 Γ′）与 Γ 相似，则 Γ′ 的最

高点的横坐标一定落在区间 (
3

4
a+

1

4
b,
1

4
a+

3

4
b

)
中。

利用这一性质，由于 T (x) = 2/3，所以 (x, T (x)) 一定是 Γx 的最高点，进而 x 落在

区间 (
m∑
k=1

bk
4k

+
1

4m+1
,

m∑
k=1

bk
4k

+
3

4m+1

)
中。

这便决定了 bm+1 ∈ {1, 2}。

综上所述，利用归纳原理，便可以得到 ∀n ∈ N∗, bn ∈ {1, 2}，也就是说{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ T (x) = 2

3

}
⊂
{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ x =
∞∑
n=1

bn
4n
, ∀n ∈ N∗, bn ∈ {1, 2}

}
.
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从而{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ T (x) = 2

3

}
=

{
x ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ x =
∞∑
n=1

bn
4n
, ∀n ∈ N∗, bn ∈ {1, 2}

}
.

证毕。

最后，我们简要给出 Φ1,Φ2 对这一局部水平集的作用，其证明与命题 4.1 基本相
同，这里不再赘述。

命题 5.3 令

L =

{(
x

y

)∣∣∣∣ x ∈ [0, 1], y = T (x) =
2

3

}
.

若将 L 中的点按照横坐标小于等于 1/2 与大于等于 1/2 分为 Ll, Lr 两个集合，则

Φ1(L) = Ll, Φ2(L) = Lr.

6 推广、已知结果与进一步问题

前文分别从二进制展开、割线斜率与图像的仿射递归三个角度研究了经典高木贞治函

数。上述方法并不局限于二进制情形。对整数 r ≥ 2，定义高木贞治–范德瓦尔登函数

Tr(x) :=
∞∑
n=0

ψ(rnx)

rn
, ψ(x) = dist(x,Z).

本节首先展示前文方法在一般函数上的直接推广，随后根据学界对 Tr 的水平集理论的研

究成果，在此基础上提出若干进一步问题。

6.1 基本性质与函数方程

我们首先通过更加一般的方法给出几个基本结论：

命题 6.1 对每个整数 r ≥ 2，函数 Tr 在 R 上良定义、连续且以 1 为周期，并满足

Tr(x) = ψ(x) +
1

r
Tr(rx).

此外，Tr(x) = Tr(1− x) 对所有 x ∈ [0, 1] 成立。

证明 由于 0 ≤ ψ(x) ≤ 1/2，对任意正整数 N 有

sup
x∈R

∑
n>N

ψ(rnx)

rn
≤ 1

2

∑
n>N

1

rn
=

1

2(r − 1)rN
.

故定义 Tr 的函数项级数在 R 上一致收敛。每一项均连续且以 1 为周期，因此 Tr 连

续且以 1 为周期。将级数的首项分离，得到

Tr(x) = ψ(x) +
1

r

∞∑
n=0

ψ(rn(rx))

rn
= ψ(x) +

1

r
Tr(rx).

17

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



最后，由 ψ(t) = ψ(−t) 及其周期性，

Tr(1− x) =
∞∑
n=0

ψ(rn − rnx)

rn
=

∞∑
n=0

ψ(rnx)

rn
= Tr(x).

证毕。

命题 6.1 是一般情形下图像递归与极值估计的共同出发点。相比之下，第二节的二进
制显式表示式不能逐字推广：当 r > 2 时，一个数码不仅决定相应点位于 ψ 的上升支或下

降支，还包含该半区内部的位置信息。因此，一般 r 的水平集结构不能只由二值的斜率符

号完全决定。

6.2 无处可微性

第三节关于割线斜率的思想可以推广到所有整数 r ≥ 2，但适当的网格不再是单纯的

r 进网格，而是由各部分和的折点组成的 (2rn)−1Z 网格。

定理 6.1 对每个整数 r ≥ 2，函数 Tr 在 R 上均不存在有限导数。[5, 11]

证明 记

ψk(x) :=
ψ(rkx)

rk
, k ∈ N.

函数 ψk 的右导数 ψ+
k (x) 处处存在，且只能取 1 或 −1。固定 x ∈ [0, 1)。对每个正整

数 n，选取整数 jn，使得

un :=
jn
2rn

≤ x < vn :=
jn + 1

2rn
.

显然 un, vn → x。令

mn :=
Tr(vn)− Tr(un)

vn − un
.

若 Tr 在 x 处可导，则由可导函数的割线斜率性质必有 mn → T ′
r(x)。

先设 r 为偶数。对 0 ≤ k ≤ n，函数 ψk 在 [un, vn] 上线性；对 k > n，数 rkun 与

rkvn 均为整数，故 ψk(un) = ψk(vn) = 0。因此

mn =
n∑

k=0

ψ+
k (x),

从而

mn+1 −mn = ψ+
n+1(x) ∈ {−1, 1}.

于是 {mn} 不可能收敛。
再设 r 为奇数。对 k < n，函数 ψk 在 [un, vn]上线性；对 k ≥ n，由 rk−n 为奇数可得

ψ(rkvn)− ψ(rkun) =
(−1)jn

2
.
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注意到 vn − un = (2rn)−1，故

mn =
n−1∑
k=0

ψ+
k (x) + (−1)jn

∞∑
k=n

rn−k

=
n−1∑
k=0

ψ+
k (x) + (−1)jn

r

r − 1
.

因此

mn+1 −mn ∈
{
±1, ±1 +

2r

r − 1
, ±1− 2r

r − 1

}
.

右端有限集合不含零，故 mn+1 −mn 不可能趋于零。于是 {mn} 同样不可能收敛。
综上，Tr 在 [0, 1) 上处处不可导；再由周期性可知它在 R 上处处不可导。
证毕。

这一定理表明，奇数底数与偶数底数虽然在图像递归和水平集结构上存在差异，但并

不会产生有限可导点。特别地，有限或周期的 r 进制展开不能保证 Tr 可导。

6.3 偶数底数下的图像递归

设 r = 2q 为偶数。此时 1/2 = q/r 是一个 r 进分点，因此 ψ 在每个区间[
j

r
,
j + 1

r

]
, 0 ≤ j ≤ r − 1,

上均为线性函数。这使得第四节的仿射递归可以直接推广。

命题 6.2 设

Γr :=

{(
x

Tr(x)

) ∣∣∣∣∣ x ∈ [0, 1]

}
.

对 0 ≤ j < q，定义

Φj

(
x

y

)
=

(
(x+ j)/r

(x+ y + j)/r

)
;

对 q ≤ j < r，定义

Φj

(
x

y

)
=

(
(x+ j)/r

(−x+ y + r − j)/r

)
.

则

Γr =
r−1⋃
j=0

Φj(Γr).

证明 任取 t ∈ [0, 1] 并令 x = (j + t)/r。若 0 ≤ j < q，则 x ≤ 1/2，由命题 6.1 得

Tr

(
j + t

r

)
=
j + t

r
+

1

r
Tr(t).
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若 q ≤ j < r，则 x ≥ 1/2，同理有

Tr

(
j + t

r

)
= 1− j + t

r
+

1

r
Tr(t).

这两式分别给出 Φj(Γr) 在相应子区间上的图像，合并即可。

证毕。

据此可以仿照命题 4.2，令

S0 = [0, 1]×
[
0,

r

2(r − 1)

]
, Sn+1 := Fr(Sn),

其中

Fr(S) :=
r−1⋃
j=0

Φj(S).

由各 Φj 的表达式可验证 S1 ⊂ S0，故 {Sn} 是递减紧集列。各竖直截面的高度在每次
迭代后缩小为原来的 1/r，再结合式 (6.2) 可得

Γr =
∞⋂
n=0

Sn.

这说明第四节的点集构造并非二进制情形所独有。

若 r 为奇数，则 1/2 位于中央 r 进区间的内部，中央区间必须再次分割。因此，式

(6.2) 不再给出同样整齐的 r 分支系统；若要保留有限状态的递归结构，需要同时记录图

像的左半部分与右半部分，并建立图导向的自仿射系统。这是奇数底数与偶数底数之间的

第一个本质差异。

6.4 最大值及最大值点集

第五节中的递归过程可以抽象、推广，得到不直接依赖图像性质的更简洁的最大值计

算方法，适用于一般的 Tr。

定理 6.2 记

Mr := max
x∈[0,1]

Tr(x), Er := {x ∈ [0, 1] : Tr(x) =Mr}.

则有如下结论：

（1）若 r 为奇数，则

Mr =
r

2(r − 1)
, Er =

{
1

2

}
.

（2）若 r 为偶数，则

Mr =
r2

2(r2 − 1)
.
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进一步，x ∈ Er 当且仅当 x 存在一个 r2 进制展开

x =
∞∑
n=1

ωn

r2n

使得
r2 − r

2
≤ ωn ≤ r2 + r − 2

2
(n ≥ 1).

特别地，Er 是一个 Hausdorff 维数为 1/2 的自相似 Cantor 型集合。

证明 若 r 为奇数，则由 ψ ≤ 1/2，

Tr(x) ≤
1

2

∞∑
n=0

1

rn
=

r

2(r − 1)
.

当 x = 1/2 时，rnx 对所有 n 均为半整数，故每一项都取到上界 1/2。反之，若 Tr(x)

取到该上界，则首项必须满足 ψ(x) = 1/2；在 [0, 1] 上这只可能发生于 x = 1/2，故最大

值点唯一。

以下设 r 为偶数。我们先证明对任意 t ∈ R，

ψ(t) +
1

r
ψ(rt) ≤ 1

2
.

由周期性与关于 1/2 的对称性，只需考虑 t ∈ [0, 1/2]。若

0 ≤ t ≤ r − 1

2r
,

则

ψ(rt) ≤ 1

2
≤ r

(
1

2
− t

)
.

若
r − 1

2r
≤ t ≤ 1

2
,

则 rt ∈ [(r − 1)/2, r/2]，且 r/2 为整数，因此

ψ(rt) =
r

2
− rt = r

(
1

2
− t

)
.

这就完成了证明。容易发现等号成立当且仅当

{t} ∈
[
r − 1

2r
,
r + 1

2r

]
,

其中 {t} 表示 t 的小数部分。

将定义级数中的项两两配对，得到

Tr(x) =
∞∑
k=0

1

r2k

(
ψ(r2kx) +

1

r
ψ(r2k+1x)

)

≤ 1

2

∞∑
k=0

1

r2k
=

r2

2(r2 − 1)
.
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等号成立当且仅当式 (6.8) 对 t = r2kx 及所有 k ≥ 0 成立。区间[
r − 1

2r
,
r + 1

2r

]
恰为下列 r 个连续的 r2 进基本区间之并：[

ω

r2
,
ω + 1

r2

]
,

r2 − r

2
≤ ω ≤ r2 + r − 2

2
.

因此，对每个 k 的等号条件，允许数码共有 r 个，而每个相似分支的压缩比为 r−2，

故

dimHEr =
log r
log r2 =

1

2
.

证毕。

当 r = 2 时，式 (6.4) 给出 M2 = 2/3，正好恢复第五节的结论。上述一般最大值及其

最大值点集的刻画由 Baba 研究得到 [6]。

6.5 水平集：已知结果与进一步问题

上述方法能够完全处理最大值水平集 Lr(Mr)，并能利用斜率为零的部分和区间构造

若干重复的图像片段。然而，对于一般高度 y，不同尺度的图像片段可能以复杂方式相交，

仅靠前文的嵌套集合方法尚不足以判定 Lr(y) 的基数与维数。

下面叙述数学史上已经得到的重要结果：

(1) Allaart 证明，对每个整数 r ≥ 2，就值域上的 Lebesgue 测度而言，几乎处处的 y 所

对应的水平集 Lr(y) 是有限集；另一方面，就 [0, 1] 上的 Lebesgue 测度而言，几乎处
处的 x 所对应的水平集 Lr(Tr(x)) 是不可数集。两个结论中的“几乎处处”分别针对

纵坐标与横坐标，因而并不矛盾。作为推论，Tr 的占据测度关于 Lebesgue 测度是奇
异的 [11]。

(2) 当把 x 视为 [0, 1] 上的随机变量时，Tr 各部分和的斜率形成取值于整数的随机游走。

偶数 r 对应简单对称随机游走；奇数 r 对应保持同一方向概率为 (r + 1)/(2r) 的相关

随机游走。这一概率结构解释了奇偶情形在水平集理论中的差异 [11]。

(3) 对经典情形 r = 2，Lagarias 与 Maddock 利用二进制数码和定义了局部水平集，并证
明每个局部水平集或者是有限集，或者是 Cantor 集 [10]。Jiang、Ying 与 Zhang 将
相应概念推广到所有偶数 r，并证明：若 y 在 Tr 的值域上服从均匀分布，则 Lr(y) 中

所含局部水平集数量的期望为 1+1/r。这一推广需要同时记录部分和斜率的绝对值以

及数码在反射 a 7→ r − 1− a 下的关系 [12]。

(4) 对偶数 r，已有方法可由自仿射分解推出任意水平集的 Hausdorff 维数不超过 1/2[8,
11]；定理 6.2 表明最大值水平集恰好达到这一上界。对奇数 r，中央数码导致的分支

依赖使同一维数上界不能由相同论证直接得到。

22

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



进一步问题
问题 6.1 记

E∞
r := {y ∈ [0,Mr] : |Lr(y)| = ∞}, Eunc

r := {y ∈ [0,Mr] : Lr(y) 不可数}.

能否利用进制展开或图像递归，给出 y ∈ E∞
r 或 y ∈ Eunc

r 的可检验判据？这些异常

高度集合的 Hausdorff 维数与拓扑结构分别如何？

问题 6.2 对奇数 r，能否建立一种自然的数码等价关系，使每个等价类均包含于某

个水平集，并由此定义与偶数底数情形相容的局部水平集？若能，这些局部水平集何时有

限，何时为 Cantor 型集合？

问题 6.3 当 r 为奇数时，是否对每个 y ∈ [0,Mr] 都有

dimH Lr(y) ≤
1

2
?

若该上界成立，哪些水平集能够取到等号？
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