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基于群论与多目标优化的运动音乐生成模型 

高章涵 

摘要：随着智能穿戴设备的普及和国家全民健身的深入开展，运动者通过音乐提升运

动水平和持续时间的需求日益凸显。传统的静态音乐歌单难以适应运动过程中强度的

动态变化，动态的多样化音乐选择能够更好地满足不同类型运动者的个性化需求。本

文针对运动音乐的动态生成问题，基于群论和音乐生成之间关联的数学理论，提出一

种基于群论与多目标优化的音乐生成模型。先给出一个简化模型建立框架，即把钢琴

伴奏和弦中的大小三和弦建模成 24 阶阿贝尔群，并用样本乐曲统计音程变换，建立一

致性与多样性两个评价函数。在此基础上，把节奏和音高建模到同一个直积群里，给

出音乐模式成为子群的条件，基于最大公约数定义音乐复杂度，建立它和运动强度之

间的映射关系，再给出实现复杂度平滑过渡的音乐变换模型，以及包含运动适配度、

音乐连续性和听觉舒适度目标的动态权重综合评价。仿真结果表明，低运动强度时复

杂度和目标比较接近，运动强度很高时优化可以灵活调整为保证连续性和舒适度目标。

将本文与其它方法的结果比较，验证了本文理论模型的有效性。本研究为运动音乐生

成提供了实用可验证的数学模型。 

关键词：运动音乐生成；循环群；直积群；子群判定；音乐复杂度；多目标优化；动

态权重 
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1 研究背景 

随着全民健身理念的普及和智能穿戴设备的广泛应用，个性化、智能化的运动健康

服务需求日益增长。在各类运动场景中广泛证实，音乐能够有效调节运动节奏、提升

耐力、延缓疲劳并增强运动愉悦感。因此音乐已经成为了人们运动中不可或缺的辅助

工具。在运动过程中，所使用的音乐的节奏、速度甚至情感色彩如果能跟人体的运动

状态（例如心率、步频、运动强度）相匹配，可以显著优化人们的运动表现和体验。

然而，当前人们在运动时普遍依赖于静态、预先编制的音乐歌单。这类音乐缺乏对运

动者生理状态和运动强度变化情况的感知和响应。例如，当运动者从热身阶段的低强

度慢跑过渡到高强度的无氧间歇训练时，如果背景音乐的特征（如节奏密度、旋律复

杂度）没有能随之进行平滑并且适配的调整，就不能发挥其积极的辅助作用，甚至可

能因为节奏错位或情绪不符而产生干扰，影响运动的连贯性和效果。由此受到启发，

如果能够研究开发实时感知运动状态并动态生成适配音乐的技术产品，对于提升运动

科学性和个性化体验具有重要的意义和价值。 

随着大数据和人工智能技术的发展，当前该方向研究已经取得一定进展，但面向运

动场景的动态音乐生成研究仍处于初步阶段。现有的一些音乐生成方法有的是依赖于

数据输入的预置规则库进行有限参数的切换的方法，这种灵活性差，难以覆盖复杂多

变的运动状态；还有的是基于深度学习模型进行风格的模仿，这种情况系统往往作为

一个“黑箱”，存在生成逻辑不透明、生成结果的可解释性与可控性较差的问题。运动

场景这一应用要求所生成的音乐不仅是结构正确的，而更重要的是，生成过程必须要

基于明确的、可量化的运动-音乐映射关系，以确保生成音乐能够匹配运动强度，或者

避免听觉突兀。因此，探索一种数学理论上严谨的、能够清晰描述音乐结构及其与运

动参数关联的“白箱”模型，是实现高质量的运动音乐动态生成的关键所在。 

音乐中核心的节奏与音高体系，是具有周期性和循环性的。这为应用数学工具进行

建模提供了天然基础。一方面，群论作为研究对称性与结构的数学分支，是描述此类

音乐系统的有力工具。有国内外研究者在此方向上进行了持续的探索，但应用于我们

所说的运动音乐生成场景也有一些可改进或完善的方面。文献[1]指出，十二平均律下

的音高关系可以构成循环群。但该文献和现有其它研究中，大多局限于对音高或节奏

等单一维度的群结构进行描述，缺乏将节奏与旋律统一起来进行建模的理论框架，因

此难以支撑运动场景下节奏和旋律协同演变的需求。另一方面，为了实现对音乐的定
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量化的感知和控制，需要建立有效的度量评价指标。有研究者利用数论中的一些概念，

例如欧拉函数、最大公约数等，用来描述音阶生成元的性质[2]，但是并没有应用于构

建综合的、可以与运动强度等外部变量动态关联的、评价音乐复杂程度等性质的模型。 

另外，为了生成好的运动音乐，需要在多个相互冲突的目标之间进行权衡优化。我

们考虑的目标包括：运动适配度（即音乐特征与当前运动强度的匹配程度）、音乐连

续性（即音乐风格变化时能够进行平滑过渡）、听觉舒适度（即所生成的音乐本身是

否和谐悦耳）。传统的多目标优化方法常使用固定的权重来加权多个目标，对于运动

强度及其变化快慢的适应性较差。因此，需要设计一种根据运动状态变化自适应调整

权重的动态优化机制。 

综上所述，当前面向运动场景的动态音乐生成研究面临三方面挑战：第一，缺乏能

够统一描述节奏-旋律二维结构及其协同演进的数学模型；第二，没有能够将音乐内在

的特征转化为可评估的复杂度量化指标，也没有与运动强度之间建立可解释的映射关

系；第三，没有建立能随着运动状态调整、动态权衡优化多个目标的决策框架。为此，

本研究通过融合群论、数论与多目标优化等数学工具，构建运动音乐生成的理论模型

和算法框架。 

本文的架构如下。第 2 章进行问题分析，包括所选用的数学工具分析、研究目标、

问题假设、符号体系等；第 3 章先对问题进行了一个简化研究，不考虑节奏和运动强

度，只研究和弦进行的生成。在这里我们引入群论工具，把大小三和弦定义成有序数

对，验证它们连同一种新运算构成阿贝尔群，这样就可以在这个群上进行相应运算。

然后通过样本乐曲的音程变换进行统计，并利用两个简化的评价函数（一致性和多样

性）进行评价，形成闭环。第三章的研究是基于本文作者的前期研究基础 [3] 、面向本

研究的需求进行的适应性修改。在这个基础上，第 4 章综合考虑节奏和音高，建模成

一个直积群，并进行相应的变换分析和综合评估。第 5 章给出仿真与结果分析，第 6

章是本文结论。 
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2 问题分析 

2.1 文献和数学工具选择分析 

为了实现运动音乐的动态生成与适配，需要建立能够描述音乐结构和特征、并且支

持优化决策的数学模型。经调研分析，现有的数学工具中，以下几类是与本问题相关

的。 

群论与模运算：音乐是基于音阶和节拍体系的，具有鲜明的周期性循环特征。循环

群，特别是模整数加法群（例如用 𝑍12 描述十二平均律的音高），为刻画音高、节奏

的周期性提供了天然的数学语言 [1]。但是正如前文所说，现有研究多集中于单一的维

度，缺乏将节奏与旋律统一建模的理论框架。 

数论与欧拉函数：在音乐生成中，生成元的选择至关重要，它决定了音乐模式的覆

盖范围和变化的丰富程度。欧拉函数𝜑(𝑛) 给出与 n 互质的正整数个数，文献[2]利用这

个性质来筛选能够生成完整音阶的生成元，实现了音乐生成元研究的定量化。但是其

并没有考虑音乐复杂度的综合度量，或者与运动强度等外部变量建立联系。这为我们

的研究中，评估音乐模式的“生成潜力”或“复杂程度”提供了研究思路。 

多目标优化理论：运动音乐生成过程需要权衡多个目标，包括是否适配运动、听觉

是否舒适、风格是否连贯等。例如，高强度的运动需要高复杂度音乐以提供激励，但

过高的复杂度可能会降低听觉的舒适度。多目标优化理论提供了这类问题的求解框架。

然而，运动音乐这一动态场景中，需要将权重根据实时运动状态（强度、变化率等）

进行自适应调整，权重的分配调整策略需要进行特定设计。 

2.2 研究目标 

基于上述已有研究和所存在问题的分析，本研究的目标为： 

第一，基于群论建立运动音乐的描述模型。基于循环群理论进行拓展，将节奏和旋

律综合建模，形成综合性的音乐模式描述，确保所生成音乐符合实际应用条件，为后

续工作提供理论基础。 

第二，构建能够适配运动场景的音乐复杂度度量模型。定义可计算的音乐复杂度，

并考虑与运动强度之间的内在联系，为实现音乐与运动之间的适配关联提供量化的依

据。 
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第三，针对运动强度的动态变化带来的音乐形态切换突兀的问题，设计平滑的变换

算法。需要遵循的原则是保证音乐模式切换过程中的复杂度守恒，从而实现音乐风格

的自然过渡。 

第四，提出权重可自适应动态变化的多目标优化框架。构建综合评价函数。设计动

态的权重分配策略，求解出不同运动场景下的最优音乐模式。 

2.3 问题假设 

为了保证模型的有效性和可行性，本研究基于以下假设开展。 

音乐结构的周期性假设：用于运动场景的背景音乐在时间（节奏）和音高（旋律）

维度上均具有周期性循环的特征。这个假设是应用群论进行建模的前提。 

复杂度可度量性假设：假设音乐模式的听觉复杂度，即丰富程度和多变性，可以通

过其数学上的生成结构进行有效的量化。这个假设是建立复杂度度量模型并且与运动

强度进行关联的基础。 

运动-音乐映射假设：假设运动强度与运动者对音乐复杂度的需求之间存在确定的

函数关系。实际情况下，高强度运动需要复杂多变的音乐激励，低强度运动则适合更

简单重复的音乐来帮助放松。本文的模型据此进行设计。 

听觉舒适度可量化假设：假设所听到的音乐是否舒适可以基于音程是否协和、节奏

是否平稳、旋律是否流畅等可量化的特征进行评价。这个假设是定义听觉舒适度目标

函数的依据。 

实时性与简化性假设：假设运动音乐生成系统需要满足实时响应的要求，因此算法

需要具备较低的计算复杂度。同时为了便于理论分析和初始验证，本研究忽略了复杂

的音乐要素，例如复杂的和声或配器变化等，留作后续深入研究。 

2.4 符号定义 

本部分给出所使用的符号体系定义如下表。 

表 1 本文主要符号 

符号 含义 数学定义 / 取值范围 

T 三和弦集合 24 个有序数对(r, m)，见定义 2 

(r, m) 一个三和弦 r 为根音，m 为+或−，见定义 1 

* 和弦运算 见(1)(2)式 

E, H 一致性、多样性 见(4)(5)式，取值越大越好 

N 节奏模数 时间分辨率，正整数（如 N=8 表示八分音符网格） 

C 音高模数 音阶音级数，正整数（如 C=12 为十二平均律） 
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𝑍𝑁, 𝑍𝐶 模整数加法群 元素为 0 到 N−1（或 C−1），运算为加法取模 

𝑓𝑟 节奏生成元 1 < 𝑓𝑟 < 𝑁 − 1，控制相邻节奏事件的时间间隔 

𝑓𝑚 音高生成元 1 < 𝑓𝑚 < 𝐶 − 1，控制相邻音高的音程大小 

d 音乐片段长度 d≤min(N,C)，表示音事件数量 

𝑀(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚, 𝑑) 音乐模式 {(𝑘𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑 𝑁, 𝑘𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶)|𝑘 = 0,1, … , 𝑑 − 1 

I 运动强度 0<I<1，实时采集的运动努力程度 

C(M) 音乐复杂度 基于最大公约数的量化指标，取值(0,1] 

𝑓1(𝑀) 运动适配度 衡量音乐与运动强度的匹配度，取值[0,1] 

𝑓2(𝑀) 音乐连续性 衡量新旧音乐的风格相似度，取值[0,1] 

𝑓3(𝑀) 听觉舒适度 基于音程协和度的量化评分，取值[0,1] 

 

3 和弦进行的群论模型 

我在钢琴演奏的学习过程中，希望了解一些乐曲创作的原理，并学习一些即兴伴奏

的知识，从而对所练习的钢琴曲有更深入的理解。即兴伴奏是指在事先毫无准备的情

况下，临时根据主旋律配以丰富的和声和音型，边创作，边用乐器伴奏。即兴伴奏需

要以左右手和声为基础，基于各种和弦与旋律相互融合，创造出好听并富有艺术感染

力的音乐[4]。 

本章面向即兴伴奏实际应用，研究一个简化问题，即旋律中的伴奏和弦的生成问题，

即已经有一个和弦了，下一个和弦应该怎么走。在当前的科技发展进程中，已经有了

一些智能软件工具，可以帮助人们进行乐曲即兴伴奏创作的自动生成。这些工具利用

人工智能和机器学习技术，来分析输入的主旋律或和弦进行，然后生成适合的伴奏。

但是，这类基于数据的生成过程往往缺少清楚的数学解释，限制了人们对生成过程的

探究和改进。本章受到相关研究的启发[5][6][1]，利用抽象代数中的群来描述和弦及其

转换关系，再讨论生成下一个和弦的概率，并建立评价函数来进行评估。 

3.1 十二平均律与大小三和弦 

将一个八度内的音程等比例地分成十二个等份，每一份称为一个半音，这就是十二

平均律，是现代国际通用的标准音律。这个概念最早可以追溯到 16 世纪中国的朱载堉，

他提出的“新法密率”实际上就是十二平均律的早期形式[5]。一个八度的频率范围被分

成十二个等比的频段，每个半音的频率与其相邻半音的频率之间有一个固定的比率。 

大三和弦和小三和弦是音乐中最常见的两类和弦。设一个三和弦的根音为 r，则大

三和弦的组成为(r, r+4, r+7)，小三和弦的组成为(r, r+3, r+7)（音高都按十二平均律理

解）。例如，在 C 大调中，C-E-G 就是一个大三和弦；Am（A-C-E）就是一个小三和
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弦。大三和弦通常给人一种明亮、欢快的感觉，而小三和弦则通常给人一种柔和、忧

郁的感觉。这里的“大”和“小”并不是指音符的数量，而是指和弦中音程的性质。 

3.2 群和阿贝尔群 

由于和弦不仅仅是一组数的集合，还有大小和弦的特征区分，如果只用传统的整数

集合和加减乘除，不利于表征这种复杂特性，也不方便进行和弦转换的运算建模。而

群的概念是将数或其它不是数的元素组成集合，并增加自定义的运算而形成，便于形

成统一的数学模型进行运算[6]。 

群是一种代数结构，由一个集合以及该集合上定义的一个二元运算组成。这个运算

需要满足四个基本性质，即封闭性、结合律、单位元存在和逆元存在。具体来说，群

是一个集合 G，以及在该集合上定义的一个二元运算*，满足： 

封闭性：对于 G 中的任意两个元素 a 和 b，它们的乘积 a*b 仍然在 G 中。 

结合律：对于 G 中的任意三个元素 a、b 和 c，都有(a*b)*c = a*(b*c)。 

单位元存在：存在一个元素 e∈G，使得对于 G 中的任意元素 a，都有 e*a = a*e = a。

元素 e 称为群的单位元。 

逆元存在：对于 G 中的任意元素 a，都存在一个元素 b∈G，使得 a*b = b*a = e。元

素 b 称为元素 a 的逆元，记作 𝑎−1。 

如果一个群还满足交换律，即对于 G 中的任意两个元素 a 和 b，都有 a*b = b*a，那

么这个群就被称为可交换群，也叫阿贝尔群。 

下面是几个例子。整数和加法是一个群，也是一个阿贝尔群。整数和减法不是一个

群，因为不满足结合律；整数和乘法也不是一个群，因为单位元是 1，逆元不一定在整

数集合里。对魔方的操作组成的魔方群是群，但不是阿贝尔群，因为对魔方上层转动

一下然后左侧转动一下，结果跟左侧转动一下然后上层转动一下是不同的。矩阵和乘

法组成一个群，但不是阿贝尔群，因为矩阵乘法一般不可交换。 

3.3 基于群论的和弦建模 

由于三和弦是音乐理论中最常见的和弦，而且在伴奏中其它类型的和弦大多可以用

三和弦近似得到较好的和声效果，因此本研究中仅考虑三和弦。 

定义 1：和弦用有序数对(r, m)表示，其中 r 为和弦根音，m 是大小和弦标记，用+

或−表示。例如(0,+)代表 C 大调大三和弦，(0,−)代表 Cm 小三和弦，(8,−)代表 G♯小调

小三和弦。 
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表 2 三和弦标记、名称和有序数对表示（部分） 

和弦标记 名称 (根音位置, 大小) 

C C 大调主和弦（大三和弦） (0, +) 

D D 大调主和弦（大三和弦） (2, +) 

F F 大调主和弦（大三和弦） (5, +) 

G G 大调主和弦（大三和弦） (7, +) 

Cm Cm 小调主和弦（小三和弦） (0, −) 

Dm Dm 小调主和弦（小三和弦） (2, −) 

Am Am 小调主和弦（小三和弦） (9, −) 

 

定义 2：以上全部 24 个和弦的有序数对组成的集合记为 T，因此 T 中的元素个数

为 24。 

由于即兴伴奏的和弦生成需要考虑和弦演进的规律，从而对下一个出现的和弦进行

预测，这就需要对有序数对之间进行运算。当前已有的运算规则无法对这样的有序数

对直接运算，因此我们给出定义 3 如下。 

定义 3：对 T 中任意两个元素(r1, m1)、(r2, m2)，规定运算 

(r1, m1) * (r2, m2) = ( (r1+r2) mod 12,  m1 · m2 )    (1) 

其中 mod 为模运算，m1·m2 定义为与逻辑“与”运算类似的规则，即 

(+)·(+)=(+)， (+)·(−)=(−)， (−)·(+)=(−)， (−)·(−)=(−)    (2) 

定理 1（三和弦集合构成 24 阶阿贝尔群） 

集合 T 和定义 3 中的运算*构成一个阶数为 24 的阿贝尔群。 

证明：需要满足封闭性、结合律、单位元存在、逆元存在四方面要求的代数结构，

就是一个群。另外对于阿贝尔群还需要证明满足交换律。 

封闭性：容易验证，对于集合 T 中的任意两个元素，对它们进行*运算的结果仍然

在 T 中。 

结合律：容易验证，对于集合 T 中的任意三个元素 a、b 和 c，都有(a*b)*c = 

a*(b*c)。 

群的单位元为元素(0,+)，因为任意其它元素与(0,+)进行运算，都等于那个元素本身。 

群的元素(r,m)的逆元为( (12−r) mod 12, m )，因其与原元素做运算得到单位元。 

容易验证，群中的元素满足交换律。群中的元素个数为 24，所以阶数为 24。定理

1 证毕。 
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这样，所定义的集合 T 和新运算*与通常意义上的整数运算规律类似，便于进行大

规模运算。同时，又通过比整数群更丰富的群元素和新运算，将音乐和弦的特征都体

现进来，比起单纯通过整数进行建模，是更为精确和完整的数学模型。 

定义 4：集合 T 中的元素（即和弦）从(r1,m1)到(r2,m2)的音程变换为 

( (r2−r1) mod 12,  m1 · m2 )    (3) 

音程变换的个数与群的元素个数一致，也是 24 个。 

3.4 音程变换的概率与评价函数 

即兴伴奏的和弦生成需要用到统计和概率。统计是整理和分析数据，帮助我们了解

数据的特征和关系；概率是描述一件事情发生的可能性的大小。在即兴伴奏智能生成

中，首先要通过统计已有样本乐曲的和弦进行（在本研究的理论模型中叫做音程变

换），得到哪些和弦进行出现的次数多、哪些出现的次数少；然后将这个统计结果作

为生成下一个和弦的概率。 

从音乐创作的角度看，智能生成的音乐有两方面评价标准需要考虑。一方面，一首

乐曲的和弦进行要符合一定的规律，比如通常从主和弦开始，经历多种下属和弦或属

和弦的排列组合，最终以主和弦结束。这体现在所生成的下一个和弦要与大多数乐曲

的和弦进行相一致。这个评价标准称为“一致性”。另一方面，音乐创作需要不断演进，

需要有与传统和弦进行不完全一致的情况，来体现变化多样。这个评价标准称为“多样

性”。和弦的生成需要在这两个评价标准之间进行权衡。 

基于若干首乐曲样本，统计得到 24 个音程变换每一个出现的比率为𝑠𝑖（𝑖 =

0, … ,23），满足0 ≤ 𝑠𝑖 ≤ 1且它们的和为 1。智能生成时，每一个音程变换都有一个概

率𝑝𝑖，同样满足0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1且它们的和为 1。𝑝𝑖就是需要设计的变量。 

定义 5 一致性函数 

𝐸 = 𝛴𝑖=0
23 𝑠𝑖 · 𝑝𝑖   (4) 

定义 6 多样性函数 

𝐻 = −𝛴𝑖=0
23 𝑝𝑖 · 𝑙𝑜𝑔2𝑝𝑖   (5) 

根据一致性评价标准，各 𝑝𝑖 与对应的 𝑠𝑖 越一致，一致性越好，这时 E 越大。根据

多样性评价标准，各 𝑝𝑖 越均衡，多样性越好，这时 H 越大。 

用一个简单例子说明。假设样本里只有两个音程变换，出现比率分别为 0.2 和 0.8。

如果完全按照一致性，生成概率也取 0.2 和 0.8，则 E=0.68；如果完全按照多样性，生
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成概率取 0.5 和 0.5，则 E=0.5。可见 E 越大，一致性越优。反过来，第一种情况下多

样性函数较小（约为 0.50），第二种情况下多样性函数较大（约为 0.69）。可见 H 越

大，多样性越优。 

实际生成需要同时照顾一致性和多样性，可以为 E 和 H 分别设置权重 w1 和 w2，

建立综合目标 w1·E+w2·H。由于对该模型的求解涉及到优化方法和微积分知识，本章

暂不往下求解，只基于统计数据进行分析。第 4 章的 4.4 节中，把同样的加权思想用到

三个可以实时计算的目标上，是本章内容的扩展。 

3.5 谱例数据分析 

研究中选取了《虫儿飞》和《一笑江湖》两首乐曲。《虫儿飞》是经典传统的儿童

歌曲，其和弦进行具有代表性；《一笑江湖》是近年流行的歌曲，乐曲变化相对多一

些。对每一首谱例，先根据右手旋律和左手伴奏织体得到左手代表的和弦，再转化成

有序数对，按(3)式计算音程变换，最后统计每个音程变换出现的比率。 

 

图 1 《虫儿飞》《一笑江湖》C 大调谱例中音程变换的占比 

我们分析了互联网上公开的《虫儿飞》乐曲的四个不同版本的钢琴谱例（详见附

录），其中用到的音程变换数量均在 10 个左右，占有最多比率的音程变换占比约为

20%，最少的约为 5%。占比较多的音程变换主要是在 F 大三和弦、G 大三和弦、C 大

三和弦、Dm 小三和弦之间的转换。由此可以得出：在即兴伴奏智能生成过程中，为保

证一致性，这几类和弦需要占主导作用；同时其它和弦的比率相对均衡，它们之间以

相近概率出现可以提升多样性。 20
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《一笑江湖》的三个谱例（详见附录）中，用到的音程变换数量为 8～9 个。C 大

调谱例中占有最多比率的音程变换占比达到了 40%以上，对照乐谱可以发现这是由于

乐曲中大量使用了从 Dm 小三和弦到 G 大三和弦的转换。 

进一步计算评价函数。对《虫儿飞》C 大调谱例，当𝑝𝑖取成和统计比率𝑠𝑖一样时，

一致性最好，E≈0.124，此时 H≈3.227；当 24 个音程变换等概率出现时，多样性最好，

H≈4.585，此时 E≈0.042。对《一笑江湖》C 大调谱例，一致性最好时 E≈0.228，

H≈2.586。两组谱例比较时，《一笑江湖》的一致性函数值更大，这和它的音程变换分

布更加不均衡是一致的，说明所建立的评价函数和直观的数据分析结果相符。 

 

图 2 《虫儿飞》样本上一致性函数 E 与多样性函数 H 的关系 

通过本章研究，得到以下成果。第一，音乐对象可以写成群里的元素，对象之间的

迁移变换可以通过群里的运算表达。第二，可以把两个相互矛盾的的评价进行分别打

分，然后再加权。这就为后续章节中的进一步建模分析打下基础。 

4 运动音乐的模型构建 

这一章考虑运动场景的音乐。实际情况下，需要把节奏加入到建模考虑中，而且要

能随着运动的强度而适应性的相对平滑变化。因此本章把这个问题拆开具体研究。 20
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4.1 节奏和旋律综合的音乐模式构建 

第 3 章用有序数对(r, m)表示一个和弦的方法，表示的是旋律中和声进行上的一个

时间点。而真实场景下的音乐，包括本研究考虑的运动场景，都是同时包括旋律和节

奏，而且旋律中除了和弦伴奏还需要考虑旋律线条的变化。旋律和节奏都有循环性的

特点：一个小节里的节奏拍点会在后续小节中循环出现，十二平均律或其它类型里的

旋律音高也会循环。沿着第 3 章的数学工具，在群论里，循环群是适合建模带有循环

特征对象的工具，而直积群是可以将旋律和节奏合在一起进行处理的工具[1]。接下来

首先简要介绍怎样从问题出发选择了这两种数学工具，然后介绍它们在本文问题背景

下的定义。 

4.1.1 为什么用循环群和直积群来表达音乐模式 

考虑到例如运动过程的应用场景，跑步、跳绳时的背景音乐的是基于某种基本音型

进行在作曲规则范围内的一小段动机重复。这要求时间格子和旋律线条都在本曲目的

限定规则范围内进行可变的重复：节奏点在时间格子里特定的时间点出现，旋律的音

高也是在所限定的范围内按规律出现的，即使升八度后的音名也相同。这就是引入循

环群的原因。而又要把节奏和旋律写到一个对象里进行整体操作，而运算规则分开，

这就是引入直积群的原因。这是本研究借鉴文献[1]所使用的建模方法思想。 

4.1.2 循环群和直积群 

设 n 是大于 1 的正整数，把 0,1,2,…,n−1 这些数放在一个集合里，规定运算是普通

加法后再除以 n 取余数（mod 运算）。这个集合连同这个运算记作𝑍𝑛。例如 n=12 时，

11 再加 1 得到 12，12 除以 12 余 0，所以 11+1 就是 0，这就跟十二平均律里升十二个

半音回到同一个音名相对应了。 

按照群的性质进行检查：两个余数相加再取模，结果还在 0 到 n−1 里，即满足封闭

性；先加任意两个再加第三个，和先加不同的两个再加最后一个，余数是一样的，即

满足结合律；加上 0 不变，即单位元是 0；a 的逆元是 n−a（因为 a+(n−a)的余数是 0），

0 的逆元仍是 0。所以𝑍𝑛是一个群。它同时还满足交换律，因而是阿贝尔群。这样构成

的群还是循环群，是因为从单位元 0 开始，不断叠加生成元 1， n 次叠加生成元 1 后回

到单位元 0，中间把所有元素都遍历了一遍。 
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注意：以上两段的符号 n 仅是为了介绍概念方便而举例，与下述的模型的数学描述

不一样。接下来的符号中的 N 与节奏相关，C 与旋律相关，即跟 2.4 节的符号定义含义

一致。 

节奏方面，把一个小节均匀分成 N 个时间格子，格子的编号是 0,1,…,N−1，一个小

节走完 N，到下一个小节再回到 0，以此类推，这就形成了一个循环群𝑍𝑁。类似地，

旋律方面，把一种音律中的所有的旋律音高放在一个集合里，音高的数量即集合元素

数量 C（如十二平均律 C=12），并且包含相应的运算，这样的循环群表示为𝑍𝐶。 

这样，音乐中每一个发出的音，都可以写成一对整数(t, p)：t 是节奏的位置，p 是

旋律音高。所有这样的数对放在一起，就构成了直积群，记作 

𝑍𝑁 × 𝑍𝐶 = {(𝑡, 𝑝)|𝑡 = 0,1, … , 𝑁 − 1; 𝑝 = 0,1, … , 𝐶 − 1} 

规定运算为两个分量各自做取模加法： 

(t1, p1) + (t2, p2) = ( (t1+t2) mod N,  (p1+p2) mod C ) 

群的单位元是(0,0)；(t,p)的逆元是( (N−t) mod N, (C−p) mod C )。例如，节奏取八分

音符为单位即 N=8，音高遵照十二平均律即 C=12 时，一共有 8×12=96 个格子点，这就

构成了一段音乐所能走到的所有节奏和旋律组合的集合。 

 

接下来，需要决定一段有限长的音型怎么从直积群表达的模型里取出来。音乐从所

有格子点中的某个起点出发，按固定步长走 d 步，得到 d 个音，就得到了一小段音乐

的模块。 

设定𝑓𝑟是相邻两个音之间隔了几个时间格子，𝑓𝑚是音高跳了几个单位音，分别作为

各自的生成元，写成一对即是(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚)：从(0,0)出发，第 k 个音就是把这个步长加 k 次。

由此即可定义音乐模式如下。 

定义 7 音乐模式 

𝑀(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚, 𝑑) = {(𝑘𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, 𝑘𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶)|𝑘 = 0,1, … , 𝑑 − 1}    (6) 

例如，取 N=8、C=12、d=4（一段里发 4 个音）、步长(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚) = (4,3)，按(6)式进

行计算： 

k=0 时，得到(0, 0)：第一个音在小节开头、音高 0； 

k=1 时，得到(4, 3)：时间加 4，音高加 3； 
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k=2 时，得到(8 mod 8, 6)=(0, 6)，因为时间 8 已经超出一小节，余数是 0，所以回

到格子 0，音高继续加到 6； 

k=3 时，得到(4, 9)。 

如果再走一步 k=4，就可以得到(8 mod 8, 12 mod 12)=(0, 0)，正好可以回到开头，

符合定义要求，所以这 4 个音可以作为音乐模式使用。 

以上例子如图 3 所示。 

 

图 3 一段 4 个音的运动音乐模式。 

图 3 中，横轴代表一小节里的 8 个时间格子，纵轴代表 12 个半音。浅灰点就是直

积群里全部可能的(时间,音高)组合，即(t,p)。红色的点是这段音乐模式里实际发出的音。 

4.1.3 音乐模式生成所要遵循的规律 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



— 17 — 

上一小节所举的例子中，k=4 时恰巧可以回到(0, 0)点，这样的音乐模式才能够使用，

否则到下一轮循环时会错拍，生成的音乐就会乱。如何才能保证符合这样条件的模式？

对此进行探究，这就需要满足：把步长(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚)加 d 次后，能够回到等于(0,0)。也就是

说，𝑑 · 𝑓𝑟是 N 的倍数的同时𝑑 · 𝑓𝑚是 C 的倍数。 

希望音乐模式 M 能够满足群的其它性质，即满足封闭、结合、单位元、逆元等特

征，以便于能够在群的框架下进行运算。而音乐模式 M 又是基于直积群𝑍𝑁 × 𝑍𝐶得出的，

所以如果能判定音乐模式 M 是直积群𝑍𝑁 × 𝑍𝐶的子群，它就符合群的性质。因此有以下

定理 2。 

 

定理 2 需要解决以下问题，即什么时候由(6)式走出来的这 d 个点，刚好构成直积

群的一个子群。条件找到以后，后面的平滑变换和优化都只在这些“合格模式”里选，

生成出来的音才能按小节转圈。 

定理 2（音乐模式构成直积群的子群） 

音乐模式𝑀(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚, 𝑑)构成直积群𝑍𝑁 × 𝑍𝐶的子群，当且仅当 

𝑑 · 𝑓𝑟 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑁) 且 𝑑 · 𝑓𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝐶)   (7) 

此时𝑀(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚, 𝑑)具有完美的周期性，适合作为运动音乐的基础模块。 

证明：要证明 M 是𝑍𝑁 × 𝑍𝐶的子群，需满足子群判定的 3 个条件：①非空；②封

闭性（群内任意两元素运算后仍在群内）；③逆元存在（群内任意元素的逆元仍在群

内）。结合音乐模式的定义，分充分性和必要性两步证明。 

充分性证明。若(7)式成立，则 M 是子群。 

①非空性：当 k=0 时，(0 · 𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, 0 · 𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶) = (0,0)属于 M，故 M 非空。 

② 封 闭 性 ： 任 取 M 中 两 个 元 素 (𝑘1 𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, 𝑘1 𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶) 和

(𝑘2 𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, 𝑘2 𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶)，其中 0≤k1,k2≤d−1。两者在直积群中的运算为分量上的模加

法。令 k=k1+k2。若 k<d，则结果仍在 M 中；若 k≥d，由(7)式可知𝑑𝑓𝑟 = 𝑡𝑁、𝑑𝑓𝑚 =

𝑠𝐶（t,s 为正整数），此时可写成𝑘 = 𝑑 + 𝑘′（0 ≤ 𝑘′ < 𝑑），于是𝑘𝑓𝑟 ≡ 𝑘′𝑓𝑟(𝑚𝑜𝑑𝑁)，

同理，音高分量也回到 M 中，满足封闭性。 

③ 逆 元 存 在 性 ： 任 取 M 中 元 素 (𝑘𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, 𝑘𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶) ， 其 逆 元 为

(−𝑘𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, −𝑘𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶)。由𝑑𝑓𝑟 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑁)可知(𝑑 − 𝑘)𝑓𝑟 ≡ −𝑘𝑓𝑟(𝑚𝑜𝑑𝑁)，同理音高

分量也成立。因0 ≤ 𝑑 − 𝑘 ≤ 𝑑 − 1，故逆元仍在 M 中。 
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综上，充分性得证。 

必要性证明。若 M 是子群，则(7)式成立。因为 M 是子群，且(𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, 𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶)

属于 M，对它进行 d 次加法运算（封闭性），可得(𝑑𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁, 𝑑𝑓𝑚𝑚𝑜𝑑𝐶)属于 M。又

因 M 中元素的第一个分量为 0, 𝑓𝑟 , 2𝑓𝑟 , … , (𝑑 − 1)𝑓𝑟（𝑚𝑜𝑑𝑁），共 d 个不同元素（生成

元定义），所以𝑑𝑓𝑟𝑚𝑜𝑑𝑁只能为 0（否则会出现重复元素，与生成元特性矛盾），即

𝑑 · 𝑓𝑟 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑁)；同理，也可以证得𝑑 · 𝑓𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝐶)。 

综上，定理 2 的充分必要条件成立，证明完毕。 

 

通过本节的内容，可以得到，无论怎样选择时间格子和旋律，只要依据所得到的定

理 2 的条件进行构建，就能够生成可以成段循环的音乐。这样，真实的运动音乐使用

场景中，可以据此构建不依赖于惯用的节奏型或十二平均律的、多种变化丰富的音乐，

并将其有机组合，而其内在结构限定了其不会产生旋律或节奏的配合紊乱的错误。 

至此，本节的核心内容叙述完毕。最后再增加一些跟现有其它模型之间的对比。对

于音乐模式的生成，还可以用线性生成模型或随机生成模型等方法[1]，但是线性模型

生成的音乐较为单一，随机生成就可能较难控制随机数来满足音乐的规整程度要求。

因此本文提出的方法，在理论严谨的前提下， 能够满足运动音乐的周期性和节律同步

的需求。 

4.2 运动适配的复杂度度量 

运动场景中的音乐，还应该满足适配的问题，即运动强度高的时候，音乐元素的变

化应该更丰富一些，以达到较好的效果；强度低的时候，可以使用慢频率变化的简单

重复音乐，使人放松。也就是需要有一个面向运动适配程度的复杂度度量。所考虑的

对象应该是音乐模式生成中的核心要素𝑓𝑟和𝑓𝑚。接下来研究这个问题。 

运动时的强度是不断变化的，音乐需要能随着运动强度的变化而变化。对于跟运动

强度挂钩的音乐复杂度，需要符合一些条件。一是要能快速实时计算，因为从运动者

的可穿戴设备上感知得到其强度、并用于音乐生成调整的过程，不应当有特别大的运

算量，更不应该做基于大量数据的复杂统计；二是含义要清楚直接，例如大数代表变

化多，小数代表变化少。 

而由 4.1 节的研究得出，由符合条件的步长(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚)所生成的音乐，就有了确定的将

走过哪些时间格子（节奏）、和哪些不同的音高（旋律）。音乐的复杂程度就应当刻

画所生成的音乐的时间格子有多长、音高丰富程度有多少。 
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本研究的设计基于文献[2]中的思想启发。文献[2]指出，音阶生成元的数量与欧拉

函数相关：与模数 n 互质的那些数，在循环群𝑍𝑛里能够走遍全部 n 个位置，从而可以

生成完整的音阶。例如，当 n=8 时，1、3、5、7 都和 8 互质，φ(8)=4，用它们当作节

奏步长就可以遍历到一小节里全部 8 个格子；这就对应到我们所期望的最丰富、最不

重复的音乐模式。所以这给我们的启发就是：生成元和模数是否互质，决定了这段音

能不能遍历到所有的元素，因此就可以用来衡量所生成的音乐的丰富程度。 

 

这样生成元和模数互质的情况，在我们的研究中就成了一种理想情况，是衡量丰富

程度的标杆。由于我们不是像[2]中那样以生成完整音阶为目的，因此在二者不互质时，

也就是在一个周期里没有遍历所有音的情况，满足条件的生成元也能使用， 

我们的设计思路受启发于循环群理论里的一条常用的性质：从 0 出发每次加 a，在

模 n 下能走到的不同位置一共有 n/gcd(a,n)个。gcd(a,n)=1 时正好走满 n 个，也就是上

面提到的用欧拉函数筛选出来的那批生成元的情况。随着 gcd 越大，能够覆盖到的位

置越少，节奏或旋律越“简单重复”。所以，就可以使用这条性质，来设计函数，衡量

所生成音乐模式的复杂程度。 

下面通过定理 3 给出具体的评价方法。 

定理 3（运动适配的音乐复杂度度量） 

音乐模式𝑀(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚, 𝑑)的复杂度为 

𝐶(𝑀) = 1/[𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑟 , 𝑁) · 𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑚, 𝐶)]  (8) 

且运动强度 I 与目标复杂度的映射关系为平方映射 

𝐶𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 = 𝐼2    (9) 

证明：基于前述，音乐模式中节奏、音高的丰富度与多变性越高，所生成的音乐的

复杂度越高。结合生成元控制节奏间隔与音高变化的作用，复杂度与生成元的“生成能

力”正相关，而生成元的生成能力由其与模数的最大公约数决定。具体分析和推导如下。 

1. 节奏维度复杂度推导：节奏生成元𝑓𝑟 在循环群𝑍𝑁 中生成的子群规模为𝑁/

𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑟 , 𝑁)（根据循环群中生成元 a 生成的子群阶为 n/gcd(a,n)这一性质）。子群规模越

大，节奏复杂度越高，因此节奏维度复杂度可表示为1/𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑟 , 𝑁)（归一化后，取值范

围在 0 到 1 之间）。 

2. 音高维度复杂度推导：与节奏维度同理，音高维度复杂度为1/𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑚, 𝐶)。 
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3. 整体复杂度合成：音乐复杂度是节奏复杂度与音高复杂度的协同作用，两者相互

独立，所以可以将两者的乘积作为整体的复杂度。而且乘积可以保证整体取值范围仍

然在 0 到 1 之间，而且在两者均高的情况下，整体也高，符合实际的情况，即(8)式。 

4. 运动强度与目标复杂度的平方映射：结合运动场景实际需求，高强度运动（I 接

近 1）时，人体对音乐多变性的需求呈加速增长（需更丰富的节奏、音高激励运动）；

低强度运动（I 接近 0）时，需求增长平缓（需简单重复的音乐放松）。因此我们使用

平方函数𝐶𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 = 𝐼2来建模这一规律。 

由此得到定理 3 的结论。证明完毕。 

 

以上的建模方法对本研究所述的应用场景是合适的。原因分析如下。第一，复杂度

是基于 4.1 节模型中的𝑓𝑟、𝑓𝑚、𝑁、𝐶算出来的，没有额外增加新的变量。第二，基于

运动场景音乐生成的实时性要求，这里的计算是整数运算，求 gcd 就能得到，便于快

速得出结果。第三，函数的设计跟运动直觉一致，当 gcd 小的时候，所生成的音乐丰

富，适合高强度；gcd 大的时候，音乐相对简单，适合放松。 

作为例子，图 4 把平方映射的(9)式画出，同时计算了 N=8、C=12、d=4 时得到的

复杂度范围（绿色条带），可以看出这一特定情况下的复杂度取值跟理论曲线之间的

关系。 

 

图 4 运动强度与目标复杂度的平方映射和示例的复杂度范围 

（绿色条带为取值 N=8、C=12、d=4 时得到的复杂度范围） 
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4.3 使得音乐复杂度平滑过渡的变换 

基于运动强度的变化，音乐复杂度应该随之变化。但如果运动者的运动强度突然变

化，设备感知到以后将会映射到音乐复杂度的变化指令，就容易导致乐段之间的切换

突兀，节奏断层等问题，影响听觉感受。 

因此，需要研究使得音乐复杂度平滑过渡的变换。这样，一方面在运动强度变化时

可以以较为缓和的方式过渡到新的状态，又可以在需要保持当前复杂度不变的时候通

过相同复杂度的变换来增加丰富程度。 

由(8)式可知，复杂度由两个最大公约数决定。因此如果新的段落跟旧的段落最大

公约数相同，就得到相同的 C(M)。设上一段音乐模式为𝑀𝑝𝑟𝑒𝑣，当前待生成音乐模式

为𝑀𝑐𝑢𝑟𝑟，两者需满足 

𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑟
𝑐𝑢𝑟𝑟 , 𝑁) = 𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑟

𝑝𝑟𝑒𝑣, 𝑁)， 𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑚
𝑐𝑢𝑟𝑟 , 𝐶) = 𝑔𝑐𝑑(𝑓𝑚

𝑝𝑟𝑒𝑣, 𝐶)    (10) 

举例说明，采用跟图 3 一样的参数 N=8、C=12，如果上一段取(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚) = (4,3)，则

gcd(4,8)=4、gcd(3,12)=3，复杂度 C=1/(4×3)=1/12。如果下一段改成(4,9)，gcd(4,8)仍然

是 4、gcd(9,12)仍然是 3，这样后一段跟前一段相比复杂度不变，(10)式成立。但是如

果下一段改成(2,3)，则得到 gcd(2,8)=2，复杂度就变成了 1/6，这样的旋律就会突然变

得密集，听起来就会很突兀。 

有了(10)式的限定，就可以选择合适的生成元，以满足此规则来保证音乐复杂度变

换的平滑。 

 

具体到某个音的变换，我们设计通过以下缩放加平移的方法进行。 

第一步缩放，是把每个音的时间坐标乘一个整数𝑘𝑟、音高坐标乘一个整数𝑘𝑚，再

各自取模。即进行如下操作： 

𝑡𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒 = 𝑘𝑟 · 𝑡𝑝𝑟𝑒𝑣 𝑚𝑜𝑑 𝑁， 𝑝𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒 = 𝑘𝑚 · 𝑝𝑝𝑟𝑒𝑣 𝑚𝑜𝑑 𝐶    (11) 

𝑘𝑟、𝑘𝑚的取值要求𝑔𝑐𝑑(𝑘𝑟 , 𝑁) = 1、𝑔𝑐𝑑(𝑘𝑚, 𝐶) = 1，也就是需要和格子的总数互

质。否则会把不同的点压到同一个格点上。举例来说，当 N=8 时，如果取𝑘𝑟 = 2，原

来的 t=0 和 t=4 乘 2 再模 8 就都变成了 0，两个音并成了一个，循环结构就被破坏了。

而当互质时，例如 N=8 时可选 1、3、5、7，这时候乘法就只是把 8 个时间格子重新排

了一遍，点的数量没有变。 
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当运动强度提升时，可以适当增大𝑘𝑟、𝑘𝑚，同时仍须保持互质的条件，使节奏间

隔更紧凑、音高变化更明显；强度降低时则取较小的𝑘𝑟、𝑘𝑚，使得节奏舒缓一些。 

第二步平移，是把缩放后的所有点整体平移，时间增加𝑏𝑟、音高增加𝑏𝑚。这样用

来跟前一段对齐避免错位。记为： 

𝑡𝑐𝑢𝑟𝑟 = 𝑡𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒 + 𝑏𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑁， 𝑝𝑐𝑢𝑟𝑟 = 𝑝𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒 + 𝑏𝑚 𝑚𝑜𝑑 𝐶    (12) 

𝑏𝑟可以取 0 到 N−1，𝑏𝑚可以取 0 到 C−1。例如，如果希望第一个音仍然在原来的

时间、原来的音高上，那就取𝑏𝑟 = 0、𝑏𝑚 = 0；再比如说如果跑步时的节奏点总是卡

不上，那就把𝑏𝑟取成 1 或 2，整段往后挪。 

 

把第一步的(11)和第二步的(12)合并，即进行如下操作： 

𝑀𝑐𝑢𝑟𝑟 = (𝑘𝑟 𝑡𝑝𝑟𝑒𝑣 + 𝑏𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑁, 𝑘𝑚 𝑝𝑝𝑟𝑒𝑣 + 𝑏𝑚 𝑚𝑜𝑑 𝐶) | (𝑡𝑝𝑟𝑒𝑣, 𝑝𝑝𝑟𝑒𝑣) ∈ 𝑀𝑝𝑟𝑒𝑣    (13) 

下面举例说明(13)的计算方法。还是采用图 3 的四个点(0,0)、(4,3)、(0,6)、(4,9)，

如果取𝑘𝑟 = 5、𝑘𝑚 = 7（都满足互质条件）、𝑏𝑟 = 1、𝑏𝑚 = 2，则 

(0,0) → (5·0+1, 7·0+2) ≡ (1, 2)； 

(4,3) → (5·4+1, 7·3+2)=(21, 23) ≡ (5, 11)（因为 21=2×8+5，23=1×12+11）； 

(0,6) → (1, 7·6+2=44) ≡ (1, 8)； 

(4,9) → (21, 7·9+2=65) ≡ (5, 5)。 

这样，所得到的四个点都仍然在还在 8×12 的格子里。如图 5 所示，蓝色圆点是变

换前的四个音，红色方点是按(13)式变换后的四个音，绿色箭头表示变换前后音的映射。

这样就实现了复杂度平滑过渡的变换。 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



— 23 — 

 

图 5 复杂度平滑过渡的变换示例 

基于此，复杂度平滑过渡的算法执行步骤如下。 

步骤 1：确定上一段音乐模式𝑀𝑝𝑟𝑒𝑣的参数，提取𝑓𝑟
𝑝𝑟𝑒𝑣、𝑓𝑚

𝑝𝑟𝑒𝑣，计算相应的最大公

约数。 

步骤 2：根据当前运动强度，确定待生成音乐模式的生成元，确保满足复杂度平滑

过渡的条件(10)。 

步骤 3：求解变换参数。缩放系数𝑘𝑟、𝑘𝑚分别从与 N、C 互质的整数中选择；平移

系数𝑏𝑟、𝑏𝑚按实际步频的需要进行对齐。 

步骤 4：将参数代入(13)式，将𝑀𝑝𝑟𝑒𝑣的每个元素进行变换，生成𝑀𝑐𝑢𝑟𝑟。 

步骤 5：验证𝑀𝑐𝑢𝑟𝑟满足定理 2 的要求，验证通过后输出，完成变换。 

 

4.4 动态权重的多目标优化 

根据以上几节的研究结果，可以得到满足定理 2 和(10)式的生成元。然而这样符合

条件的生成元往往不止一组。例如当 N=8、C=12、d=4 时，就有 9 组合格模式。我们

还需要根据运动场景的实际情况，进行优化以选择最好的。本节就分析这个问题。 

根据第 2 章中我们设定的研究假设，运动场景里至少需要满足三方面要求。首先音

乐要能跟当前的运动强度符合，还有前后音乐段落要平滑过渡，再就是听觉感受要好。

这三个方面是应该相互权衡的。例如高强度的运动需要更密集、变化更频繁的音，但
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这样的音乐可能不太好听；如果复杂度的变化总是不大，那又可能跟不上运动强度的

变化。 

现有文献未涉及运动场景下的音乐选择的多目标协同优化问题。本部分研究对此进

行探索。我们借鉴第 3.4 节里简化问题中的优化思路，考虑三方面的加权优化，把这三

个方面先计算出优化目标值，然后进行加权求和。所改进的是，第 3 章的权重是固定

值，我们这里将权重设计为受到运动强度 I以及强度变化快慢 v 影响的函数，最后选择

综合得分最高的那一组设计值。 

下面我们给出具体三个目标函数的设计及综合得分计算方法。规定三个目标函数的

取值都是 0 到 1 之间，越接近 1 越好，越接近 0 越差。下面介绍过程中的例子是沿用

图 3 和图 5 里的模式 M(4,3,4)的情况。 

①运动适配度𝑓1(𝑀)：考虑当前音乐的复杂程度和现在的运动强度是否匹配。由定

理 3，当前强度 I 对应的目标复杂度是𝐶𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 = 𝐼2；这段模式自己的复杂度 C(M)由(8)

式计算。两者越接近，匹配程度越好。设计运动适配度函数𝑓1(𝑀)如下： 

𝑓1(𝑀) = 1 − |𝐶(𝑀) − 𝐶𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡|/𝜀    (14) 

其中 ε=0.05 是允许误差。如果分子上的差值正好等于 0 时，𝑓1 = 1，即完全匹配；

差值为 ε 时，𝑓1 = 0，即匹配度不好；差得比 ε 还大的情况下，就直接记为门限值 0。

例如慢跑、I=0.3 时，𝐶𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 = 0.09。模式(4,3)的 C(M)=1/12≈0.083，差距只有 0.007，

于是𝑓1 = 1 − 0.007/0.05 = 0.86，是匹配程度比较好的情况。如果强度提高到 I=0.8，

𝐶𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 = 0.64，而(4,3)仍然是 0.083，差距是 0.557，已经远超 0.05，𝑓1就是 0。即通过

这种方式来表征了音乐和运动的适配程度。 

②音乐连续性𝑓2(𝑀)：考查音乐在不同段落演进过程中是否具有相对平滑的变化。

这是依据 4.3 节的(10)式。如果最大公约数的计算都能符合要求，说明复杂度还是相同

的层级，听觉上不会突然变密或变疏，这时𝑓2取较大值；反之就取较小值。这个函数

的设定我们先以简化形式，即满足(10)式时设定𝑓2 = 1，不满足时设定𝑓2 = 0.3。仍然

用前文的例子，在上一段音乐是(4,3)的情况下，如果下一段还选(4,3)或(4,9)，最大公约

数不变，则𝑓2 = 1；如果改成(2,3)，复杂度从 1/12 变化到了 1/6，那么𝑓2就只有 0.3。 

③听觉舒适度𝑓3(𝑀)：考虑的是音程变化过程中是协和还是刺耳。第 3 章中提到，

隔 3 个半音是小三度，隔 4 个是大三度，隔 5 个是纯四度，隔 7 个是纯五度，这些都

比较协和；而隔 1 个半音是小二度，挤在一起，容易听起来刺耳。因此，通过计算一
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段音乐模式里的协和音程占比，来表征听觉舒适度。如果协和音程占比越高，𝑓3越接

近 1；反之如果小二度这类不协和音程越多，𝑓3越接近 0。以 M(4,3,4)为例，四个音高

依次是 0、3、6、9，每一步都正好跳 3 个半音，全都是小三度，所以舒适度较高，这

里我们设定𝑓3 = 0.90。 

 

三个目标函数值得到以后，我们就通过动态权重分配的策略，根据运动场景的实时

状态来调整各目标的优先级。权重设计基于运动强度 I 和运动状态变化的速率𝑣 =

|𝐼𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡 − 𝐼𝑝𝑟𝑒𝑣|来进行。我们设定： 

ω1 = 0.4 + 0.5 I， ω2 = 0.3 + 0.4 v， ω3 = 1 − ω1 − ω2    (15) 

下面解释(15)式的含义。ω1 只跟运动强度 I 有关，当 I=0 时取到最低值 0.4，I=1 时

取到最高值 0.9。ω2 跟运动状态变化的快慢相关：运动状态几乎不变时取到最低 0.3，

最大的变化速率也就是 I 的最大值和最小值之差（为 1）的情况下，此时权重 ω2 取到

最高 0.7。ω3 就是 1 减去前两个权重剩下部分。这样的设计把 ω3 限制在了大约 0.1 到

0.3 之间，这就将舒适度的权重限定在一个不可缺少但又相对跟其他两个目标比较平衡

的范围。在运动强度低、变化较慢时，ω1、ω2 都偏小，ω3 会自动高一些；而运动强

度高、变化较快时，ω1+ω2 可能已经超过 0.9，ω3 就会较低。 

例如使用 I=0.3、v=0.1 进行计算，ω1=0.4+0.5×0.3=0.55，ω2=0.3+0.4×0.1=0.34，

ω3=1−0.55−0.34=0.11。也就是说，当运动者慢跑且运动强度几乎没变时，所生成的音

乐一半以上权重需要考虑的因素为运动强度的匹配，大约三分之一的权重考虑变换的

平滑性，剩下的大约十分之一因素为好听不刺耳。 

下图给出了动态权重随运动强度 I 和变化率 v 的变化曲线，可以据此并根据实际的

运动情况进行调整，以得到最合理的优化目标权重分配。 
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图 6 动态权重随运动强度 I 和变化率 v 的变化。 

综上，总的优化目标为： 

𝐹(𝑀) = 𝜔1 𝑓1(𝑀) + 𝜔2 𝑓2(𝑀) + 𝜔3 𝑓3(𝑀)   (16) 

F(M)越大，说明音乐模式 M 在当前运动场景下的综合效果越好。当前场景下的最

优音乐模式为 

M* = arg max F(M)    (17) 

还是按照刚才 I=0.3、v=0.1 和模式(4,3)的示例数字，计算得到𝑓1 ≈ 0.867，𝑓2 =

1，𝑓3 = 0.90，综合计算得到 F≈0.55×0.867+0.34×1+0.11×0.90≈0.92。 

5 仿真与结果分析 

本章对第 4 章的理论模型进行仿真分析。仿真环境为 Windows 操作系统，Python 3

编程环境。基础参数固定为 N=8（八分音符网格）、C=12（十二平均律）、d=4。运

动强度 I 取[0,1]范围区间。生成元的枚举范围是𝑓𝑟 = 2, … ,6和𝑓𝑚 = 2, … ,10，全部组合

一共包含 45 组。接下来依次对第 4 章中的内容进行仿真。具体做法是采用手算有代表

性的结果，同时用程序仿真把所有可选项都跑一遍，二者相互印证，然后再给出结果

分析。 
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5.1 对于定理 2 子群满足条件的计算分析 

在第 4 章定理 2 中已经给出，当且仅当(7)式成立的时候，𝑀(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚, 𝑑)是直积群的子

群。对 45 组生成元逐个进行检查，判断𝑑 · 𝑓𝑟是否为 N 的倍数、𝑑 · 𝑓𝑚是否为 C 的倍数。

得出满足要求的有 9 组，占比是 20.0%。 

选择若干代表性参数组合进行手动计算。对于(4,3)，可得 4×4=16≡0 (mod 8)，

4×3=12≡0 (mod 12)，两条都成立，所以这个应当是子群。然后再验证一下：根据定义

7 逐点写出(0,0)、(4,3)、(0,6)、(4,9)，走完 4 步后回到(0,0)，可以循环。 

再看一个反例(2,7)的情况，可得 4×2=8≡0 (mod 8)，节奏维度是符合要求的；但

4×7=28≡4 (mod 12)，音高维度不符合要求，因此由定理 2 判定这不是子群。这也跟程

序运行的一致。 

表 3 列出了所有的 9 组符合要求的生成元。需要说明的是，合格的生成元占比只有

20.0%，说明如果随机选取的话大部分时候不能够得到可循环的类型，因此通过本文的

理论来引导生成元选择很有必要。另外，观察表 3 中的内容，可看到例如(4,6)的情况，

4 组音位里只有两组不同，片段只能在(0,0)和(4,6)之间来回切换。而这种情况虽然符合

要求，但听觉的舒适度就会偏低，因此确实需要后面更多目标和约束的限制来进一步

筛选。 

表 3 N=8、C=12、d=4 时满足定理 2 的生成元 

(f_r, f_m) gcd(f_r,N) gcd(f_m,C) C(M) 互异点数 点列 

(2,3) 2 3 1/6 4 (0,0),(2,3),(4,6),(6,9) 

(2,6) 2 6 1/12 4 (0,0),(2,6),(4,0),(6,6) 

(2,9) 2 3 1/6 4 (0,0),(2,9),(4,6),(6,3) 

(4,3) 4 3 1/12 4 (0,0),(4,3),(0,6),(4,9) 

(4,6) 4 6 1/24 2 (0,0),(4,6),(0,0),(4,6) 

(4,9) 4 3 1/12 4 (0,0),(4,9),(0,6),(4,3) 

(6,3) 2 3 1/6 4 (0,0),(6,3),(4,6),(2,9) 

(6,6) 2 6 1/12 4 (0,0),(6,6),(4,0),(2,6) 

(6,9) 2 3 1/6 4 (0,0),(6,9),(4,6),(2,3) 

 

5.2 对于定理 3 复杂度公式和平方映射的可达范围分析 

可以使用表 3 来核对定理 3 中 (8)式的正确性。以 (4,3)为例，gcd(4,8)=4，

gcd(3,12)=3，C(M)=1/(4×3)=1/12≈0.083，跟表中是一致的。 

观察 9 组生成元的复杂度，有三个取值：1/24、1/12、1/6。这是由于最大公约数只

取整数，所以得到的复杂度也就只有离散的几个值。 
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再分析(9)式的𝐶𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡 = 𝐼2。I=0.3 时，计算出目标是 0.09，离 1/12≈0.083 很近；

I=0.8 时，计算出目标是 0.64。而本组参数中所能得到的最大复杂度只有 1/6≈0.167，反

推计算最大目标时的 I 值𝐼∗ = √𝐶𝑚𝑎𝑥 ≈ 0.41，那么当𝐼 > 𝐼∗时，𝐼2就高于任何的合格模

式所能达到的复杂度。按照(14)式的处理方法，𝑓1对于这些 9 组的值都为 0。图 7 给出

了所选模式的 C(M)与𝐼2的差值，其中的竖虚线代表𝐼∗。 

 

图 7 所选模式的 C(M)与𝐼2的差值 

通过仿真分析可以得出，在(9)式的目标设计下，在类似于 N=8、C=12、d=4 这组

参数取值的情况下，只有低运动强度（大约 I≤0.41）时，目标计算才能落到实际能取

的三种取值里。在运动强度高的情况下，𝑓1 = 0，这样优化的目标就变为考虑𝑓2和𝑓3，

这体现了目标优化设计的灵活性。 

5.3 平滑过渡变换的计算分析 

首先根据(10)式对表 3 里的各项进行评估。复杂度平滑过渡要求两段的两个最大公

约数计算分别相等。在表 3 里与(4,3)一致的只有(4,9)，因为二者的最大公约数都是(4,3)，

C 都是 1/12。其余的 7 组要么节奏维度上最大公约数从 4 变成 2，要么音高维度上最大

公约数从 3 变成 6，C 都会产生非平滑的过渡。 

然后根据(13)式进行分析。仍然取上一段为 M(4,3,4)的四个点，缩放平移参数分别

取𝑘𝑟 = 5、𝑘𝑚 = 7、𝑏𝑟 = 1、𝑏𝑚 = 2，所取的值都跟模数互质。程序的输出为(1,2)、
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(5,11)、(1,8)、(5,5)，与第 4.3 节的计算一致。作为对照，如果改成不互质的𝑘𝑟 = 𝑘𝑚 =

2，计算出来的四个点就变成了(0,0)、(0,6)、(0,0)、(0,6)，这样就只剩下两个不同的点，

时间维度上被压缩到了同一拍。图 8 给出了这两种情况的可视化对比。 

 

图 8 (13)式的正例与反例 

5.4 动态加权选优的分析 

在 4.4 节设定的规则里，先用定理 2 筛选出 9 个合格的模式，再按照(14)–(16)式打

分，取综合加权评价 F 的最大一组。仿真中𝑓2按 4.4 节的设定取值，𝑓3按相邻音程是否

协和为计算依据。上一片段固定为(4,3)。 

先考虑低强度慢变化（I=0.3，v=0.1）情况下，把 9 个候选列出，计算其综合分析

胡。此时权重为 ω1=0.55、ω2=0.34、ω3=0.11。结果如图 9 所示 

 

图 9 I=0.3、v=0.1、上一段为(4,3)时，9 个合格模式的三项分数与综合分 
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从图 9 可以看出，对于 C=1/6 的四组值距离𝐼2 = 0.09超过了 ε，𝑓1 = 0，总分被压

到 0.20 附近，排除。而对于 C=1/12 且与上一段同档的(4,3)、(4,9)同时具有𝑓1 ≈ 0.867

和𝑓2 = 1，这两种情况的总分最高，再进一步比较𝑓3，其中(4,3)的𝑓3 = 0.90略高于(4,9)

的 0.83，即可得到两个的最终目标函数分别为 F=0.916 和 0.908，所选出的跟 4.4 节分

析的一致。而对于 C=1/12 的其它两组，即(2,6)、(6,6)，𝑓2只有 0.3，𝑓3也低（音程大多

是三全音），总的 F 只有 0.612。这就表明了 4.4 节设计的模型的有效性，并且能够反

映实际应用场景的情况。 

 

接下来进一步分析三种典型情景下的目标函数计算，见表 4。低强度慢变化时，算

出的目标 0.09 是在 1/12 附近，所以可以使用非零的 f1 值计算。中强度中变化 I=0.6 时、

和高强度快变化 I=0.8 时，算出的目标 0.36、0.64 都已经高于𝐶𝑚𝑎𝑥，因此 9 组的𝑓1全部

都计算为 0；这时(16)式就只包含𝑓2和𝑓3，计算得出的最优生成元是与上一段同档、并

且听觉上相对协和的(4,3)。综合分从 0.92 降到 0.45～0.48，主要是由于 f1 项的取零带

来的影响。 

表 4 三种运动场景下的优化结果（上一片段为(4,3)） 

情景 I v 最优生

成元 

C(M) 𝐼2 f1 f2 f3 F 

低强度

慢变化 

0.3 0.1 (4,3) 0.083 0.090 0.867 1.000 0.900 0.916 

中强度

中变化 

0.6 0.5 (4,3) 0.083 0.360 0.000 1.000 0.900 0.454 

高强度

快变化 

0.8 0.9 (4,3) 0.083 0.640 0.000 1.000 0.900 0.481 

 

另外，表 4 里高强度情况下算出的 F 反而略高于中强度情况，这是因为(15)式在 v

更大时 ω2 更大，而最优的一组选择𝑓2项的贡献更多。这体现了实际应用中，运动强度

变化越快，越需要适配性强的音乐来实现平滑的过渡。 

5.5 连续运动过程及与其它模型的结果对比 

在以上分段验证的基础上，我们下面考虑真实的运动场景：热身→慢跑→加速→间

歇→冲刺→减速→放松，七段连成一次完整的运动。结果见表 5 和图 10。 
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表 5 一段连续运动中的选优结果 

阶段 I v 所选生

成元 

C(M) 𝐼2 f1 f2 F 

热身 0.20 0.00 (4,6) 0.042 0.040 0.967 0.500 0.693 

慢跑 0.30 0.10 (4,3) 0.083 0.090 0.867 0.300 0.678 

加速 0.45 0.15 (4,3) 0.083 0.203 0.000 1.000 0.415 

间歇 0.70 0.25 (4,3) 0.083 0.490 0.000 1.000 0.392 

冲刺 0.80 0.10 (4,3) 0.083 0.640 0.000 1.000 0.347 

减速 0.40 0.40 (2,3) 0.167 0.160 0.867 0.300 0.645 

放松 0.20 0.20 (4,6) 0.042 0.040 0.967 0.300 0.633 

 

 

图 10 七段运动中的强度 I、目标𝐼2与所选模式的实际复杂度 

表 5 体现了在完整运动周期中 4.4 节里的目标权衡的具体过程。热身时还没有上一

段，𝐼2 = 0.04，最靠近的档位是 1/24，于是选出(4,6)。慢跑时，目标是 0.09，系统就

改为选择 1/12 档的(4,3)，尽管跟上一段不同档、而且𝑓2只有 0.3，但这是优化权衡设定

的，即适配比连贯更优先。加速以后，I 超过了𝐼∗，九组的𝑓1都变成 0，系统不再更换

档位，一直留在(4,3)上，冲刺阶段𝑓2 = 1。减速后到 I=0.40 时，目标是 0.16，重新落进

1/6 这一档，系统就改为选择(2,3)：𝑓1为 0.867，即使此时𝑓2只有 0.3，总分仍然比继续

留在(4,3)要高。放松阶段，又回到了(4,6)。从以上分析可以看出，仿真结果体现了建

模过程中(14)–(16)式的合理性：在目标可达的时候关注于运动强度的适配，在目标过

高超出门限时，先保证连贯性，运动强度回落后再换回来。 
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为了进一步说明本文建模的有效性，最后我们把本文结果跟使用别的方法的结果做

对照。取 I=0.3。第一种是采用本文方法，在 9 个合格模式里取 F 最大，取符合条件的

子群，计算出|𝐶 − 𝐼2| ≈ 0.007。第二种方法是从 45 组生成元里均匀随机挑，重复 500

次，约 19.6%的情况下碰巧满足子群条件，平均的|𝐶 − 𝐼2|约为 0.23。第三种方法是尽

可能选择大的生成元，选出(6,10)，此时4 × 10 = 40 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑12)，不满足定理 2，按

(8)式计算的复杂度虽能算出 0.25，但点列并不能按小节实现闭合。 

图 11 把这三种方法的结果进行比较。首先体现了定理 2 的作用，通过子群性质筛

选合格的组合，在此基础上，再进一步用(16)式进行比较，适配误差才有机会被压低到

ε 以内。另外，前述结果表明，只有 I 较小、𝐼2还在三档复杂度里面时，误差才会小于

0.05。由结果可知，按照本文的方法可以由最多的符合条件的子群比例，并且计算出的

适配误差最小，进一步验证了本文理论模型的有效性。 

 

图 11 三种选取规则在 I=0.3 时的子群合格率与适配误差 

6 结论 

本文针对运动场景下音乐生成的问题，先给出和弦进行的群论简化模型，再把它推

广到节奏-旋律二维空间，主要做了以下几方面研究。 20
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第 3 章把大小三和弦写成有序数对，定义新运算，证明集合构成 24 阶阿贝尔群，

并用音程变换的样本频率建立一致性函数 E 和多样性函数 H。对谱例进行统计分析表

明，评价指标与直观的和弦进行疏密方向一致。 

第 4 章扩展到节奏和旋律两维度，研究对象变为音乐模式𝑀(𝑓𝑟 , 𝑓𝑚, 𝑑)。定理 2 给出

它成为直积群𝑍𝑁 × 𝑍𝐶的子群的充分必要条件，定理 3 基于最大公约数定义复杂度，并

给出与运动强度之间的映射关系，进一步给出保持复杂度平滑过渡的平移-缩放变换，

以及包含运动适配度、音乐连续性和听觉舒适度的动态权重综合评价。 

第 5 章仿真分析，在设定的参数下，计算符合条件的生成元比例，评估不同复杂度

的特性，验证互质的平移-缩放能够保持音乐模式的性质不变。运动强度不同情况下对

优化模型采用灵活调整的方法，以切合实际运动场景情况。将本文方法与其它方法的

结果进行比较，进一步验证了本文模型的实用性和有效性。 

后续工作可以从以下几方面展开：一是采用更复杂的参数进行仿真，从更多的数据

角度来深化对模型跟实际运动场景适配程度；二是进一步深化理论分析，将多目标优

化部分使用更复杂的数学模型来建立；三是考虑优化调整模型，扩展应用到其它类型

的音乐生成场景。 

 

 

  

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



— 34 — 

7 参考文献 

[1] Wright D. Mathematics and Music[M/OL]. St. Louis: Washington University in St. Louis, 2009. 

[2] Amiot E. About the Number of Generators of a Musical Scale[R]. Perpignan: CPGE, 2009. 

[3] 高章涵. 面向钢琴即兴伴奏智能生成的数学建模与数据分析[R]. 第十六届中学生数理化生综合

实践活动, 2024. 

[4] 孙维权. 钢琴即兴伴奏入门教程[M]. 上海: 上海音乐出版社, 2010. 

[5] 李大潜. 数学与音乐[M]. 北京: 高等教育出版社, 2015. 

[6] 李大潜. 对称与群[M]. 北京: 高等教育出版社, 2013. 

 

 

 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



    Z 12


  𝜑  ( n )


    Z  N ,   Z  C


    f  r


  1 <   f  r < N − 1


    f  m


  1 <   f  m < C − 1


  M  (   f  r ,   f  m , d )


   ( k   f  r m o d   N , k   f  m m o d C ) | k = 0 , 1 , … , d − 1


    f 1  ( M )


    f 2  ( M )


    f 3  ( M )


    a  − 1


    s  i （ i = 0 , … , 23 ）


  0 ≤   s  i ≤ 1


    p  i


  0 ≤   p  i ≤ 1


    p  i


  E =   𝛴  i = 0 23   s  i ·   p  i


  H = −   𝛴  i = 0 23   p  i · l o   g 2   p  i


    p  i


    s  i


    p  i


    p  i


    s  i


    Z  n


    Z  n


    Z  N


    Z  C


    Z  N ×   Z  C =  {  ( t , p ) | t = 0 , 1 , … , N − 1 ; p = 0 , 1 , … , C − 1 }


    f  r


    f  m


   (   f  r ,   f  m )


  M  (   f  r ,   f  m , d ) =  {  ( k   f  r m o d N , k   f  m m o d C ) | k = 0 , 1 , … , d − 1 }


   (   f  r ,   f  m ) =  ( 4 , 3 )


   (   f  r ,   f  m )


  d ·   f  r


  d ·   f  m


    Z  N ×   Z  C


    Z  N ×   Z  C


  M  (   f  r ,   f  m , d )


    Z  N ×   Z  C


  d ·   f  r ≡ 0  ( m o d N ) 　 且 　 d ·   f  m ≡ 0  ( m o d C )


  M  (   f  r ,   f  m , d )


    Z  N ×   Z  C


   ( 0 ·   f  r m o d N , 0 ·   f  m m o d C ) =  ( 0 , 0 )


   ( k 1     f  r m o d N , k 1     f  m m o d C )


   ( k 2     f  r m o d N , k 2     f  m m o d C )


  d   f  r = t N


  d   f  m = s C


  k = d + k ′ （ 0 ≤ k ′ < d ）


  k   f  r ≡ k ′   f  r  ( m o d N )


   ( k   f  r m o d N , k   f  m m o d C )


   ( − k   f  r m o d N , − k   f  m m o d C )


  d   f  r ≡ 0  ( m o d N )


   ( d − k )   f  r ≡ − k   f  r  ( m o d N )


  0 ≤ d − k ≤ d − 1


   (   f  r m o d N ,   f  m m o d C )


   ( d   f  r m o d N , d   f  m m o d C )


    f  r , 2   f  r , … ,  ( d − 1 )   f  r （ m o d N ）


  d   f  r m o d N


  d ·   f  r ≡ 0  ( m o d N )


  d ·   f  m ≡ 0  ( m o d C )


    f  r


    f  m


   (   f  r ,   f  m )


    Z  n


  M  (   f  r ,   f  m , d )


  C  ( M ) = 1 /  [ g c d  (   f  r , N ) · g c d  (   f  m , C ) ]


    C  t a r g e t =   I 2


    f  r


    Z  N


  N / g c d  (   f  r , N )


  1 / g c d  (   f  r , N )


  1 / g c d  (   f  m , C )


    C  t a r g e t =   I 2


    f  r 、   f  m 、 N 、 C


    M  p r e v


    M  c u r r


  g c d  (   f  r  c u r r , N ) = g c d  (   f  r  p r e v , N ) ， 　 g c d  (   f  m  c u r r , C ) = g c d  (   f  m  p r e v , C )


   (   f  r ,   f  m ) =  ( 4 , 3 )


    k  r


    k  m


    t  s c a l e =   k  r ·   t  p r e v   m o d   N ， 　   p  s c a l e =   k  m ·   p  p r e v   m o d   C


    k  r 、   k  m


  g c d  (   k  r , N ) = 1 、 g c d  (   k  m , C ) = 1


    k  r = 2


    k  r 、   k  m


    k  r 、   k  m


    b  r


    b  m


    t  c u r r =   t  s c a l e +   b  r   m o d   N ， 　   p  c u r r =   p  s c a l e +   b  m   m o d   C


    b  r


    b  m


    b  r = 0 、   b  m = 0


    b  r


    M  c u r r =  (   k  r     t  p r e v +   b  r   m o d   N ,   k  m     p  p r e v +   b  m   m o d   C )   |    (   t  p r e v ,   p  p r e v ) ∈   M  p r e v


    k  r = 5 、   k  m = 7


    b  r = 1 、   b  m = 2


    M  p r e v


    f  r  p r e v 、   f  m  p r e v


    k  r 、   k  m


    b  r 、   b  m


    M  p r e v


    M  c u r r


    M  c u r r


    f 1  ( M )


    C  t a r g e t =   I 2


    f 1  ( M )


    f 1  ( M ) = 1 −  | C  ( M ) −   C  t a r g e t | / 𝜀


    f 1 = 1


    f 1 = 0


    C  t a r g e t = 0 . 09


    f 1 = 1 − 0 . 007 / 0 . 05 = 0 . 86


    C  t a r g e t = 0 . 64


    f 1


    f 2  ( M )


    f 2


    f 2 = 1


    f 2 = 0 . 3


    f 2 = 1


    f 2


    f 3  ( M )


    f 3


    f 3


    f 3 = 0 . 90


  v =  |   I  c u r r e n t −   I  p r e v |


  F  ( M ) = 𝜔 1     f 1  ( M ) + 𝜔 2     f 2  ( M ) + 𝜔 3     f 3  ( M )


    f 1 ≈ 0 . 867 ，   f 2 = 1 ，   f 3 = 0 . 90


    f  r = 2 , … , 6


    f  m = 2 , … , 10


  M  (   f  r ,   f  m , d )


  d ·   f  r


  d ·   f  m


    C  t a r g e t =   I 2


    I ∗ =    C  m a x ≈ 0 . 41


  I >   I ∗


    I 2


    f 1


    I 2


    I ∗


    I 2


    f 1 = 0


    f 2


    f 3


    k  r = 5 、   k  m = 7 、   b  r = 1 、   b  m = 2


    k  r =   k  m = 2


    f 2


    f 3


    I 2 = 0 . 09


    f 1 = 0


    f 1 ≈ 0 . 867


    f 2 = 1


    f 3


    f 3 = 0 . 90


    f 2


    f 3


    C  m a x


    f 1


    f 2


    f 3


    I 2


    f 2


    I 2


    I 2


    I 2 = 0 . 04


    f 2


    I ∗


    f 1


    f 2 = 1


    f 1


    f 2


   | C −   I 2 | ≈ 0 . 007


   | C −   I 2 |


  4 × 10 = 40 ≢ 0  ( m o d 12 )


    I 2


  M  (   f  r ,   f  m , d )


    Z  N ×   Z  C

