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图约束耦合的有限极值归约与若干锐界

吴祺乐 陈韵吉 陈瀚林

摘要

受对话历史撤回后状态一致性问题启发，本文研究图约束耦合：给定图上各顶点在同

一有限取值集合中的概率分布，构造保持全部边际分布的联合分布，使各边两端状态尽量

一致。单条边的最小不一致概率等于全变差距离，但各边的最优安排未必能同时实现。对

含边的有限无向简单图 G，记 c(G) 为对任意这类分布族都适用的最小倍数，使各边的不
一致概率至多为相应全变差距离的 c(G) 倍。
本文的主要结果是固定图的有限极值归约：对每个固定的 n 顶点图，尽管输出符号数

量不受限制，最坏因子仍可由至多 n 个输出符号上的有理分布族达到。利用保持全变差

的表示与极点分解，将这一最坏情形的优化归约为有限多个有理线性规划，从而证明 c(G)
是可精确计算的有理数，并给出严格小于 2 的显式上界。
对圈图，通过按边距离平衡删边概率并拼接树耦合，得到锐界 c(Cn) = 2−2/n（n ≥ 3）。

证明图的耦合常数等于各块常数的最大值，由此确定森林和仙人掌图的精确常数；同时得

到 c(K4) = 3/2 及记录删除所对应的超立方体图的上下界，并以小阶枚举和精确证书核验
相关结论。

分布访问方式还决定了可达到的保证。上述构造可读取整个分布族；若每个顶点仅能

读取自身分布，并须对每个有限取值集合预先固定适用于所有分布赋值的采样规则，则每

个含边连通图的最优因子为 2。因此，读取整个分布族在每个固定的含边连通图上都能取
得严格更小的最坏因子。

关键词：图约束耦合；全变差；有限极值归约；仙人掌图；相关采样。
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1 引言

1.1 研究背景与问题动机

本研究源于对网络上“家克”这一称呼的关注。Claude 是基于大语言模型的人工智能对
话系统，一些使用者将自己熟悉的 Claude 亲昵地称为“家克”。从构词和使用语境看，“克”
对应其中文音译“克劳德”，“家”可理解为“我家的”，带有个体化和归属意味。这一称呼及

其周围的讨论，使我们开始关注长期人机交流中的记忆与连续性问题。

相关学术研究已讨论使用者如何在互动中赋予通用对话系统以陪伴、指导等关系角色

[16]。面向社交互动的聊天机器人研究也将记忆纳入系统设计：例如，RECALLbot 将记忆
构建与相互披露策略结合，即让用户和机器人在对话中轮流分享有关自身的信息，考察这些

设计在人机关系形成中的作用，并提供对共同记忆的查看、修改和删除等功能 [17]。这些工作
促使我们进一步关注：当系统积累的历史记录需要调整时，如何使更新后的状态与保留的信

息一致？

本文将可能影响后续输出的历史记录称为“记忆”，并聚焦其中的撤回操作。一条记录可

能因错误、过时或用户意愿而被删除。我们希望删除能使系统反映当前保留的信息，同时尽量

减少对现有状态的扰动。这里比较的“状态”是预先约定的输出，以同一有限集合中的元素表

示。保留记录集合用于索引不同的输入条件，不直接作为被比较状态的一部分；否则，不同记

录集合就会使状态必然不同，便无法用这一比较衡量输出是否保持不变。

本文采用有限状态表示。例如，在一个假设的固定问题实验中，系统只允许选择预先写好

的四条回复，这四条完整回复就是四种状态。也可以预先规定共同的有限分类规则，将输出或

摘要编码为状态标签，此时状态相同表示输出属于同一类别。若直接以完整文本为状态，则须

限定词表及输出长度。采用分类或截断时，下文结论描述的是所选有限表示下的状态一致性。

对于 Claude 这类对话系统，还需要考虑生成过程的随机性。其官方文档说明，即使输入
相同，不同次调用也可能产生不同输出 [18]。因此，删除记录前后的输出差异，既可能来自输
入的改变，也可能来自生成时不同的随机选择。仅用保留记录重新运行系统，所得状态可以用

一个概率分布描述。本文以该分布为更新后的基准：所选更新方式必须保持这个分布，同时尽

量减少状态变化的概率。分布正确性是先决约束；例如，删除错误记录后若原回答不再具有正

概率，任何允许的更新方式都不能继续输出它。我们优化的是满足该约束后的随机安排。

当多条记录先后撤回时，我们还希望最终状态不依赖删除顺序。仅要求最终分布相同并

不够：沿两条路径重新抽样，仍可能得到不同的实际状态。为实现这一设计要求，本文让所有

保留记录集合共享同一个随机源，并为每个集合规定一个从随机源到状态的映射。固定随机

源的取值后，相同的保留记录集合就对应相同状态；再对随机源的取值计算每次撤回引起状

态变化的概率。

以两条可独立撤回的记录为例，保留记录的集合共有四种：两条均保留、仅保留第一条、

仅保留第二条，以及两条均不保留。将这四种情况作为顶点，将一次删除可以连接的两种情况

连边，就得到图 1中的四边形图。从保留两条记录到两条均不保留，可以经过两种不同的删除
顺序；它们最终汇合于同一个顶点，体现了上述顺序无关的要求。

删除操作有方向，而“两端状态是否不同”及两端分布的全变差距离都是对称的，因此耦

合约束使用无向边。图中的圈表达的是不同删除路径之间的相容要求。
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{1, 2} {1}

{2} ∅
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? ?

撤回记录 2

撤回记录 2

撤回记录 1 撤回记录 1

图 1: 两条记录的保留历史图。箭头表示删除方向；耦合约束使用对应的无向边。固定随机源
后，两种删除顺序最终到达空记录集合时，必须得到相同的状态。

为图 1中的每个顶点赋予其“重新运行分布”，即仅使用该顶点保留的记录从头运行系统
所得的约定状态的分布。定义这些分布时，除保留记录外，模型、生成规则及其他输入条件均

固定。本文假设这些分布已知。问题于是转化为：能否把这些分布放在同一个概率空间中联合

实现，使每个顶点的分布保持正确，并使相邻顶点的状态尽可能一致？若每个顶点的状态都已

确定，则其输出是否变化也已确定，不存在这样的耦合选择；随机生成使这一优化具有实质内

容。

对于单条边，最大耦合可以使两端状态不一致的概率恰好等于相应分布的全变差距离。因

此，全变差距离给出了这次删除所能达到的最小变化概率，可作为比较不同耦合的基准。然

而，不同边各自达到最优的安排未必能同时实现。本文于是考察：同时满足所有边的要求时，

各边的不一致概率相对其单独最优值至多需要放大多少倍？这就是图约束耦合问题。我们寻

求适用于所有边际分布的最小统一倍数，并研究它如何取决于图的结构。

下文以状态发生变化的概率为目标，研究联合一致性的最优界。状态变化的语义影响、分

布获取成本及实际运行代价留待第 7 节讨论。

1.2 基本定义与问题表述

所有图均为有限、无向简单图，记为 G = (V, E)，其中 V 为顶点集，E 为边集，并记顶

点数为 n = |V |。顶点表示一个输入条件及其状态分布，边表示需要同时控制的一对条件。若
d 条记录可以独立地逐条删除，所有保留条件组成超立方体图 Qd：顶点是记录集合的各个子

集，相邻子集恰好相差一条记录。它有 n = 2d 个顶点；d 是记录数，n 是分布数。每次删除

都改变保留记录数的奇偶性，所以这一图及其子图没有奇数长度的圈。

为考察图结构对协调要求的影响，下文将研究范围扩展到任意有限图，包括奇数圈和完

全图。它们描述一般的成对协调约束；逐条删除记录的应用则对应 Qd 及其子图。

所有分布定义在同一个有限取值集合 A 上；在相关采样文献中，A 也称为字母表，其元

素称为输出符号。记 ∆(A) 为 A 上所有概率分布组成的集合。对 p, q ∈ ∆(A)，其全变差距离
（total variation distance）定义为

TV(p, q) = 1
2

∑
a∈A

|p(a) − q(a)|.

给定 µ = (µv)v∈V，它的一个耦合（coupling）是定义在 AV 上的联合分布 π，使每个坐标随
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机变量 Xv 的分布均为 µv。这里的一个联合结果为 x = (xv)v∈V，即为每个顶点指定一个输出

符号。耦合允许选择坐标之间的依赖关系，同时保持每个坐标原有的分布。记

duv = TV(µu, µv), quv(π) = Pπ(Xu ̸= Xv).

因此，duv 只由给定的边际分布决定，quv 则还取决于所选耦合。每个耦合均满足 quv ≥ duv；

对单独一对分布，达到等号的耦合称为最大耦合（maximal coupling），意指两者取相同值的
概率最大。对边 e = uv，简记 de = duv、qe = quv。要求距离为零的边满足 qe = 0，并定义

ρ(G, µ) = min
π

max
e:de>0

qe(π)
de

, c(G) = max{1, sup
A,µ

ρ(G, µ)}.

其中最小值只在满足零距离边约束的耦合中取；约定空集上的最大值为 0。ρ 是给定分布族的

最优因子，c(G) 是所有有限取值集合和分布族中的最坏因子，并约定它至少为 1。满足约束
的耦合集非空：将零距离边的各连通分量收缩，为每个分量指定一个服从其共同边际分布的

变量，再将各分量独立耦合。该集合是闭且有界的多面体，目标函数在其上连续，因此最小值

存在。对无边图，按约定将常数取为 1。
一个耦合等价于可测映射 Xv = fv(U)，其中各映射共享同一个在 [0, 1] 上均匀分布的随

机变量 U。对有限取值集合，将 [0, 1] 划分为长度分别为 π(x) 的区间，每个区间对应一个联
合结果 x，即可得到这一表示。因此，固定随机源的取值后，每个顶点的输出就唯一确定，同

时所有边际分布仍然正确。这里的映射可以利用全部给定分布预先构造。

选择最坏边上的相对比值，是为了在没有预先指定删除频率时，仍对每条允许的删除边

提供保证。这里的概率针对预先指定的顶点或边，对共享随机源取值计算；观察输出后再选择

删除时的条件概率属于另一种问题。ρ 先针对给定输入选择最好的共同耦合，c(G) 再取所有
输入中的最坏值。若已知删除频率，还可以研究按频率加权的平均代价。

四顶点例子：两两最优为何不能同时实现。 将图 1的四个顶点沿圈依次编号为 1, 2, 3, 4，分
别对应 {1, 2}, {1},∅, {2}，并将这一四边形圈图记为 C4。另设四种输出状态为 a1, a2, a3, a4，

它们与记录编号是不同对象。下面用一组合成概率分布说明模型。

顶点 a1 a2 a3 a4

1 0 1/3 1/3 1/3
2 1/3 0 1/3 1/3
3 1/3 1/3 0 1/3
4 1/3 1/3 1/3 0

每条边的全变差距离都是 1/3，所以单独处理时，最小不一致概率为 1/3。然而，四个顶点不
可能同时取同一个状态，因为每种状态都被其中一个顶点排除。沿圈至少有两条边的端点取

值不同，因此四条边的不一致概率之和至少为 2。若它们都等于 1/3，总和只有 4/3，产生矛
盾。至少一条边的不一致概率不小于 1/2，相对其单独最优值的比值至少为 3/2。第 3 节将给
出与之匹配的上界。

因此，结论 c(C4) = 3/2 的含义是：对任意四个边际分布，都能找到一个共同耦合，使四
条边同时满足 qe ≤ (3/2)de，且有些输入不允许把这个统一倍数进一步减小。例如，一条边的

单独最小变化概率若为 10%，该共同安排给出的保证上限就是 15%，实际概率可以更低。

3
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1.3 主要结果

本文先建立一般固定图的有限极值归约，再利用圈与块结构求出若干精确值，最后比较

两种分布访问方式。下文的“锐界”指不能进一步改进的界。主要结果及证明位置如下。

有限归约与固定图上界。 定理 2.1 将定义 c(G) 的最坏情形优化归约为有限多个有理规范分
布族，其中每个极点对应的分布族至多使用 n 个输出符号。证明将已有的集合表示和分数覆

盖极点结构用于相对耦合目标，通过保持全变差的提升与耦合混合完成归约。由此得到 c(G)
的有理性，以及定理 2.5 中 c(G) < 2 的显式行列式界。完整证明见第 2 节；这里固定的是图
和分布数量，取值集合大小并未预先固定。

图结构与精确值。 记 Cn 为由 n 个顶点依次相连并首尾闭合构成的圈图。定理 3.2 给出
c(Cn) = 2 − 2/n，构造及与其上界相等的下界见第 3 节。每条边至多属于一个简单圈的图称
为仙人掌图；不含圈的图称为森林，连通的森林称为树。森林的常数为 1，含圈仙人掌图的常
数为 2 − 2/ℓ，其中 ℓ 为最长圈的长度。它们是定理 4.2 中块分解公式的推论；块的定义和拼
接方式见第 4 节。记 Kn 为具有 n 个顶点、任意两个不同顶点都相邻的完全图。推论 4.3 给
出 c(K4) = 3/2 及所有至多四顶点图的刻画。

删除超立方体与访问方式。 推论 4.5 对 d 条记录的完整删除图 Qd 给出

2 − 21−d ≤ c(Qd) < 2.

这里是一对界，并未确定 d ≥ 3 时的精确值。第 5 节的定理 5.1 表明：若每个顶点只能访问
自身边际分布，且同一保证必须支持任意有限取值集合，则含边连通图上的最优因子为 2。推
论 5.2 将其与每个固定图的集中式上界严格区分。
第 6 节给出构造性采样、线性规划和精确证书；第 7 节讨论适用边界与进一步问题。附

录 A 汇总小阶枚举与构造检验，并列出全部十二个有效实例的输入。随附计算材料的内容和
复核方式见附录 A.4。

1.4 相关工作与本文贡献

Kleinberg和 Tardos [1]在度量标记（metric labeling）问题中给出了保持各顶点边际分布
的随机舍入，并以逐一排除一个输出符号的均匀分布族（下文简称“逐一缺失分布族”）展示

不相容性障碍。Charikar [2] 的第 4.1 节进一步给出有限离散情形的不一致概率界 2δ/(1 + δ)，
其中 δ 为全变差距离，并将分布表示为矩形并集。Angel 和 Spinka [3] 系统研究了多随机变
量的同时耦合及其下界。仅分别获得各自边际分布输入的相关采样及其局限，则见 Bavarian
等人 [4]。

Li和 Anantharam [5]提出了两两多边际最优传输（pairwise multi-marginal optimal trans-
port）问题，对所有分布对采用相同的乘性目标，并允许一般的输出代价。本文的完全图情形
是该框架的一个特例。他们的命题 36(3) 针对三点输出度量使用了按各边代价确定的平衡权
重，附录 J 则以各输入分布为顶点，利用随机树构造耦合。本文圈图证明沿用这些方法中的
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树拼接和平衡代数，将其用于任意长度、任意边全变差距离的输入圈图；下界可由其命题 34
的证明在离散输出代价下直接得到。

规范实例空间与统计学中的 coarsening at random（CAR）机制有关：观测结果是包含真
实值的一个集合，报告同一集合的概率对集合内各个真实值相同。Gill 和 Grünwald [6] 所研
究的多面体，与本文的分数精确覆盖多面体具有相同的坐标和约束；其极点混合、至多 n 个

正坐标及有理性均为已有性质。平衡集合族的相关结构和枚举见文献 [7]。第 2 节将给出所需
的线性约束和极点性质，并利用全变差保持、共享随机映回及极点混合处理逐边的相对耦合

目标。

沿树拼接边耦合是一种标准的保持边际分布的舍入技术；Andrews等人 [8]的树上线性规
划舍入中使用了这一方法。无权圈图均匀删边的期望伸长因子 2 − 2/n 见 Gupta 等人 [9] 及
Filtser 和 Le [10]。本文的圈图构造进一步按边全变差距离选择删边概率，统一处理非均匀距
离和零距离的情形。

全族耦合是指把整个分布族放在同一个概率空间中联合实现。Hutchcroft、Rospuskova和
Tamuz [11] 利用全族耦合控制端点不一致的图边，并研究空间约束下的协调问题。他们的局
部性涉及邻域以及远距离处的独立性；本文的仅边际访问模型则允许不受限制的共享随机性，

但限制对输入分布的访问。

近期关于智能体记忆的工作研究了执行状态遗忘、依赖关系引导的回滚以及反事实重

放 [12, 13, 14]。这些工作为保留历史图提供了动机。本文着重研究其中的联合一致性：在
各顶点具有正确边际分布的前提下，固定随机源后，每个保留历史都对应唯一状态。

2 有限极值归约

图的耦合常数的定义涉及大小不受限制的取值集合。本节将这一优化归约为有限多个概

率均为有理数的实例。分布的集合表示已有相关采样中的矩形表示先例 [2]；所用多面体及其
极点结构也已见于 CAR 机制的研究 [6]。这里建立的连接是：先将原分布族转化为保持两两
全变差距离的规范分布族，再将规范耦合用共享随机性映回原取值集合。规范分布族的距离

随混合权重线性变化，因此混合极点上的耦合后，同一个因子上界仍然成立。

归约的思路是按“哪些顶点共享某一部分概率质量”对输出重新分类。这样的类别由顶点

子集标记，因而不再依赖原取值集合的大小。每个顶点的总概率为一，就转化为包含该顶点的

各类权重之和为一。

固定 V = [n] = {1, . . . , n}，令 S = 2V \ {∅} 为所有非空顶点子集组成的集合。定义

Λn =
{

λ ∈ RS
≥0 :

∑
S∋v

λS = 1 对每个v ∈ V

}
.

这些约束要求每个顶点所属集合的权重之和恰为 1，本文称 Λn 为分数精确覆盖多面体。其中

“分数”表示允许非负实数权重；“精确覆盖”表示每个顶点的总权重恰为 1。多面体是由有
限个线性等式和不等式限定的集合。用 1v∈S 表示指示函数：当 v ∈ S 时取 1，否则取 0。对
λ ∈ Λn，定义 S 上的规范边际分布为

νλ
v (S) = λS1v∈S .
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在这一规范分布族中，顶点 v 的输出是一个包含 v 的集合；“规范”指上述特定表示方式。下

文把向量的非零坐标集合称为支撑集。多面体中的一个点，若不能表示为其中两个不同点的

加权平均（两个权重均为正且和为 1），就称为极点。这种加权平均称为非平凡凸组合。极点
集合记为 ext(Λn)。Λn 正是上述 CAR 机制的多面体；其极点的支撑集所对应的关联矩阵列
线性无关、支撑大小至多为 n 及有理性均为已有结构 [6]。这些结构与平衡集合族（balanced
collections）的研究相关 [7]。下面将其用于图约束耦合的有限归约。

定理 2.1 (有限极值实例定理). 对每个有限图 G，若其顶点数为 n ≥ 1，则

c(G) = max
{

1, max
λ∈ext(Λn)

ρ(G, νλ)
}

. (1)

特别地，若 G 至少有一条边，则存在一个至多使用 n 个输出符号的分布族，其最优耦合因子

恰为 c(G)。此外，c(G) 是有理数，并且可以通过有限多个数据均为有理数的线性规划计算出
来。

Charikar 的表示把每个分布实现为由概率高度确定的集合 [2]。按一个点属于哪些集合进
行分组，即得到下面的层集权重。这里的“提升”指转到以集合为输出的表示，“随机映回”

则指借助共享随机变量，将这些集合输出转回原来的输出符号。引理进一步给出任意规范耦

合的共享随机映回，并同时控制全部边的不一致概率。

引理 2.2 (保持全变差的提升). 对每个有限取值集合上的分布族 µ，都存在 λ ∈ Λn，使得

TV(µu, µv) = TV(νλ
u , νλ

v ) 对每个u, v,

且规范边际分布的任意耦合都能转化为 µ 的一个耦合，而不增加任何边上的不一致概率。

证明.（1）层集表示与距离保持。对 a ∈ A 和非空集合 S ⊆ V，令

hS(a) =
[
min
v∈S

µv(a) − max
v /∈S

µv(a)
]

+
,

其中 [t]+ = max{t, 0}，空集上的最大值规定为 0。将 n 个数 µv(a) 排序可知，非零的 hS(a)
恰好对应嵌套上水平集之间的层高差；上水平集由概率值不小于某一阈值的顶点组成。因此

µv(a) =
∑
S∋v

hS(a), (2)

|µu(a) − µv(a)| =
∑
S

hS(a)|1u∈S − 1v∈S |. (3)

有数值相等时，这些恒等式仍然成立：对应的高度为零。

令 λS =
∑

a hS(a)。将 (2) 对 a 求和，得到 λ ∈ Λn。将 (3) 求和并除以二，即得引理中
的距离恒等式。

（2）共享随机映回。给定一个规范耦合 (Zv)v∈V，对每个 S，若 λS > 0，则抽取一个随
机符号 YS，其取值概率为 hS(a)/λS，且使其独立于 (Zv)。不同的 YS 也可以相互独立。令

Xv = YZv，则

P(Xv = a) =
∑
S∋v

λS
hS(a)

λS
= µv(a).

其中不含 λS 为零的项。若 Zu = Zv，则 Xu = Xv，所以不一致概率不会增加。这就完成了从

规范耦合到原分布族耦合的随机映回。

6
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定理 2.1 的证明.（1）将最坏情形限制到规范分布族。由引理得到

ρ(G, µ) ≤ ρ(G, νλ).

由于规范分布族本身就是允许的输入，定义 c(G) 的上确界可以限制在 Λn 上取。

（2）通过极点混合保留统一因子。多面体 Λn 非空且有界：对任意非空集合 S，在其定义

方程中选取 v ∈ S，即得 0 ≤ λS ≤ 1。因此，它是有限多个极点的凸包，即这些极点的全部凸
组合构成的集合。写成 λ =

∑
j tjλ(j)，其中 tj ≥ 0、

∑
j tj = 1，且各 λ(j) 均为极点。对每个

极点，选择一个满足同一因子上界 C 的耦合，再按权重 tj 混合这些联合分布。它们的边际分

布混合后得到 νλ。

以 duv(λ) 表示规范分布 νλ
u , νλ

v 的全变差距离。关键在于以下线性关系

duv(λ) = 1
2

∑
S

λS |1u∈S − 1v∈S | =
∑

j

tjduv(λ(j)).

因此，混合后的不一致概率至多为 Cduv(λ)。若该边距离为零，每个权重为正的分量在该边上
的距离都为零，且以概率 1 一致，下文称为“几乎必然一致”。取 C 为各极点对应实例最优值

中的最大值，便证明了 (1)。
（3）确定支撑大小与有理性。令 B 为一个 n × (2n − 1) 关联矩阵，其列向量为 1S，即在

S 中的顶点处取 1、其余位置取 0；1 表示各分量均为 1 的向量。在 Λn 的一个极点处，由正

坐标所索引的列线性无关。否则，零空间中存在一个非零向量，其非零坐标仅位于这些位置。

这就允许在保持非负性的同时向两个方向作小扰动，这与极点性质矛盾。因此，正坐标至多有

n 个。记 J = {S : λS > 0}，并以 BJ 和 λJ 分别表示这些坐标对应的列子矩阵和子向量。对

应的方程组 BJλJ = 1 的唯一解为有理数解。反之，若一个可行点的正坐标对应的列线性无
关，将它写成两个可行点的平均时，非负性迫使这两个点在支撑外均为零，列独立性又迫使二

者相等。因此，该条件也足以保证极点性质。

对 Λn 的每个极点，其耦合问题都是一个具有有理数数据的有限线性规划：为每个联合结

果赋予非负概率，施加边际分布约束，并最小化 c ≥ 0，其中约束为 qe ≤ cde。对某个有限的

c，包括零距离边约束在内的所有约束均可满足，且最优值能够达到并为有理数。在有限多个

这样的最优值中取最大值，证明即告完成。若 G 至少有一条边，则由确定性且符号互异的分

布组成的族给出因子 1，所以 (1) 中外层最大值的约定不会妨碍最优值的达到。

注 2.3 (有限归约的适用范围). 原始分布族本身未必只使用至多 n 个输出符号，其最优耦合

也未必能由某个规范最优耦合经随机映回得到。该定理说明，最坏的耦合因子可由一个至多

使用 n 个输出符号的分布族达到。它适用于不受限制的集中式耦合，即构造时允许读取整个

分布族。提升也需要这些完整输入；它既不是仅依赖各自边际分布的协议，也不是因果在线构

造。

例 2.4 (三个伯努利分布的层集归约). 记 Bernoulli(θ) 为以概率 θ 取 1、其余概率取 0 的伯努
利分布，δa 为以概率 1 取值为 a 的分布。取 µv(1) = v/4，其中 v = 1, 2, 3。非零层权重及其
随机映回所用的条件分布 KS(a) = hS(a)/λS 为

S {1, 2, 3} {1} {1, 2} {3} {2, 3}
λS 1/2 1/4 1/4 1/4 1/4
KS Bernoulli(1/2) δ0 δ0 δ1 δ1
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设 P 是 [3] 的一个划分，令 λP 把权重 1 赋予 P 的每个块，在其他地方赋权重 0。其正坐标
对应的关联列线性无关，因此它是一个极点。在本例中，

λ = 1
2λ{{1,2,3}} + 1

4λ{{1},{2,3}} + 1
4λ{{1,2},{3}}.

每个划分的规范耦合都是确定性的：坐标 v 选择其所在的块。将这三个耦合混合。对每个选

中的集合 S，只从 KS 中抽取一个样本，供所有选择该集合的坐标共同使用。由此得到的原始

输出分布将概率 1/4 分别赋予 000, 111, 011, 001。其边际分布正是指定的伯努利分布，且所有
三对坐标间的不一致概率都等于各自的全变差距离。中间提升所得到的规范分布族使用五个

权重为正的集合符号，而每个极点分量至多使用三个，体现了提升与极点分解这两个步骤的

区别。

有限归约还给出一个严格小于 2 的统一上界。已有同时耦合界中的比值随正的全变差距
离趋于零而趋于 2。因此，要通过这一界取得严格小于 2 的统一界，需要控制可能出现的最小
正距离。任意输入分布之间的距离可以任意小，但有限归约允许只检查极点实例；其有理权重

的分母可由关联矩阵的行列式控制，从而给出所需的正距离下界。下面将这一分母结构 [6] 与
已有的非线性同时耦合界相结合。

定理 2.5 (行列式上界). 令 ∆n 表示所有阶数不超过 n 的非奇异 0/1 方阵的行列式绝对值的
最大值。每个有 n ≥ 1 个顶点的图都满足

c(G) ≤ 2∆n

∆n + 1
< 2.

分母参数的一个显式上界为

∆n ≤ max
1≤r≤n

⌊
(r + 1)(r+1)/2

2r

⌋
.

证明. 对 Λn 的一个有 r 个正坐标的极点，从支撑集对应的关联矩阵中选取 r 个线性无关的

行。这给出一个非奇异 0/1 矩阵 B，满足 BλJ = 1。由克拉默法则，每个权重都是 1/D 的整

数倍，其中 D = | det B| ≤ ∆n。

由于这两个规范边际分布的总概率均为一，它们的全变差距离可写为

duv =
∑

S:u∈S, v /∈S

λS .

因此，每个正距离都至少为 1/D。将标准的同时耦合上界 quv ≤ 2duv/(1 + duv) [2, 3] 应用于
这个极点分布族，得到

quv ≤ 2D

D + 1
duv ≤ 2∆n

∆n + 1
duv.

在同一个构造中，距离为零的边几乎必然一致。将各极点分布族的耦合混合，并应用引理 2.2，
就能将该上界推广到每个原始分布族。

为得到显式估计，考虑如下 (r + 1) 阶方阵

H =

1 1⊤

1 F − 2B


8
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其中 F 是所有元素均为 1 的 r 阶方阵，故 H 的所有元素均为 ±1。从其余每行中减去第一
行，得到 | det H| = 2r| det B|。阿达马（Hadamard）行列式不等式指出，行列式绝对值不超
过各行向量欧氏长度之积；在此得到 | det H| ≤ (r + 1)(r+1)/2。取整数部分，再对所有阶数取

最大值，便证明了该估计。

极点权重的整数分母提供了所需的正距离下界，从而得到每个固定图上严格小于 2 的集
中式耦合因子。随着顶点数增长，这一改进量仍可能趋于零。

3 圈图的耦合常数

本节使用经典的树上耦合拼接 [8, 5]。Li 和 Anantharam [5] 的命题 36(3) 已在三点输出
度量的情形中使用相同形式的平衡权重，其命题 34 的证明也给出了本文所用的圈上的不相容
性下界。这里将平衡构造推广到边际分布构成的任意圈图，涵盖边距离不均匀以及为零的情

形；与该下界结合后得到圈图的精确常数。

引理 3.1 (最大耦合与树上拼接). 对两个分布 p, q，令 r(a) = min{p(a), q(a)}，δ = 1−
∑

a r(a)。
若 δ > 0，则矩阵

M(a, b) = r(a)1a=b + (p(a) − r(a))(q(b) − r(b))
δ

的边际分布为 p, q，不一致概率为 δ = TV(p, q)。当 δ = 0 时，使用对角矩阵 M(a, a) = p(a)。
在树上，任意预先给定的一组此类边矩阵都能由一个联合分布实现。

证明. 两个剩余质量向量 p − r 和 q − r 的总质量均为 δ，且其支撑集互不相交。将上式中的

矩阵沿任一坐标求和，即得所需的边际分布；其非对角质量为 δ。

以 o 为树根，先采样 Xo ∼ µo，再对 u 的每个子顶点 v，按 Muv(Xu, ·)/µu(Xu) 采样。对
于概率为零的父顶点状态，可以任意指定一个条件概率分布。从根开始归纳可知，每条边上的

联合分布均为 Muv。不相连的各棵树可以独立耦合。

定理 3.2 (圈图的耦合常数). 对每个 n ≥ 3，

c(Cn) = 2 − 2
n

.

对给定的分布族，令 D =
∑

e de，m 为距离为正的边数。若 D = 0，或某条边满足 de = D/2，
则存在一个耦合，在每条边上都达到最大耦合，即 qe = de。否则，

qe ≤ α(d)de, α(d) = 1 +

 ∑
f :df >0

df

D − 2df

−1

≤ 2 − 2
m

≤ 2 − 2
n

. (4)

证明. 由于其余 n−1条边构成一条连接 e的两个端点的路径，由三角不等式可得 de ≤ D−de。

若 D = 0，所有边际分布都相同，使用同一个随机变量即可。若 de = D/2 > 0，则删除该边。
由引理 3.1，所有保留边都能达到不一致概率 df。只有当剩余路径上至少一条边发生不一致

时，被删除边的两端才可能不一致，因此该边的不一致概率至多为 D − de = de。

在剩余情形中，考虑随机删除一条边，再沿剩余路径拼接最大耦合。未被删除的边都能单

独达到最优，被删除边的不一致概率则由其余路径上的并集界控制。对 de > 0 的边 e，若以
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概率 pe 删除它，该边相对最优值的额外损失至多为 pe(D − 2de)/de。因此，选择删边概率的

思路是让这些额外损失的上界相等，以控制其中最大的一个。具体定义

S =
∑

f :df >0

df

D − 2df
, pe = de

(D − 2de)S
(de > 0),

并对距离为零的边令 pe = 0。距离为正的边必定至少有三条：只有一个正距离会与三角不等
式矛盾，而若只有两个正距离，则两者必定都等于 D/2。因此 m ≥ 3，上述概率定义良好。
以概率 pe 选取边 e，将其删除，并沿得到的覆盖全部顶点的路径拼接最大耦合。对固定

的边 f，若其保留在路径中，采样结果在该边上的不一致概率恰为 df；若 f 被删除，并集界

（事件之并的概率不超过各事件概率之和）给出的不一致概率至多为 D − df。因此

qf ≤ (1 − pf )df + pf (D − df ) = df (1 + 1/S).

每条距离为零的边始终被保留。对距离为正的边，令 xe = de/D。由于 x/(1−2x)在 0 ≤ x < 1/2
上严格凸，由詹森（Jensen）不等式，即凸函数在平均值处的取值不超过其取值的平均，可得

S ≥ m
1/m

1 − 2/m
= m

m − 2
.

这就证明了上界，并涵盖距离为零的边。

为证明下界，取逐一缺失的边际分布 µi = Unif([n] \ {i})，其中 Unif(B) 表示有限非空集
合 B 上的均匀分布；这一分布族曾出现于文献 [1, 3, 5]。每条边的距离为 1/(n − 1)。所有坐
标不可能取同一个值，因为坐标 i 不能等于 i。只要圈上各顶点的取值不全相同，就至少有两

条边的两端取值不同，因此
∑

e qe ≥ 2。故某条边满足 qe/de ≥ 2(n − 1)/n。

命题 3.3 (路径并集界的最优删边概率). 若所有边均满足 0 < de < D/2，则由路径上的并集
界得到的优化目标

min
p≥0,

∑
pe=1

max
e

(
1 + pe

D − 2de

de

)
的唯一最优删边概率分布是定理 3.2 证明中给出的分布，其目标值为 α(d)。

证明. 记 ae = (D − 2de)/de > 0，t = maxe(1 + aepe)。则 pe ≤ (t − 1)/ae。求和可得

1 ≤ (t − 1)
∑

e a−1
e ，当 pe = a−1

e /
∑

f a−1
f 时达到等号。总和取等时，各个不等式都必须取等，

这就证明了唯一性。

例 3.4 (删边构造的非最优实例). 对沿 C4 排列、参数为 (1/10, 4/10, 2/10, 5/10) 的伯努利边
际分布，边距离为 (3/10, 2/10, 3/10, 4/10)。此时 D = 6/5，S = 9/4，α = 13/9。然而，记各
顶点的伯努利参数为 θv，取在 [0, 1] 上均匀分布的 U。共同阈值耦合 Xv = 1U≤θv 在所有边上

都满足 qe = de。因此，该实例的最优值为 1。命题 3.3 优化的是一个特定上界，而非在所有
联合耦合中求最优。事实上，任意伯努利分布族在任意图上都能同时实现最大耦合。

推论 3.5 (小全变差距离下的锐性). 对任意 0 < ε ≤ 1，圈图上的分布族

µi = (1 − ε)δ⋆ + ε Unif([n] \ {i})

中，⋆ 是原取值集合之外新增的公共符号，δ⋆ 是集中在该符号上的分布。该分布族满足每条边

的 de = ε/(n − 1)，且 minπ maxe qe = 2ε/n。
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证明. 所有坐标只有在取值均为 ⋆ 时才可能一致，而这一事件的概率至多为 1 − ε。因此，不

一致边数的期望至少为 2ε。为达到该界，以概率 1 − ε 在所有位置输出 ⋆。否则，从 [n] 中
均匀选取 J，从 [n] \ {J} 中均匀选取 K，并令 Xi = J（i ̸= J）、XJ = K。对 a ̸= i，有

P(Xi = a |未输出公共符号) = 1/n + 1/[n(n − 1)] = 1/(n − 1)。在这一概率为 ε 的分支内，一

条边发生不一致当且仅当 J 是其端点之一，条件概率为 2/n；因此总不一致概率为 2ε/n。

上述分布族的最优相对因子仍为 2 − 2/n。令 ε 趋于零，相邻分布可以任意接近，而这一

最坏相对损失不会随之消失。

4 图结构与耦合常数

若图 H 可由 G通过删除顶点、删除边和收缩边得到，就称 H 为 G的子式（graph minor）。
收缩一条边是将其两个端点合并，并删除合并产生的自环、将重边视为一条边。

命题 4.1 (图子式单调性). 删除顶点或边，或者收缩一条边，都不会增大 c(G)。

证明. 子图上的分布族可以任意扩展至其余顶点。将较大图上的耦合限制到子图，即得满足子
图所有约束的耦合。对于边收缩，给被收缩边的两个端点赋予相同的边际分布。有限因子的耦

合迫使它们的输出几乎必然相同。将二者合并，即得收缩后图上的耦合。自环和重边不会引入

新的不一致要求。

删除后使所在连通分量断开的边称为桥；删除一个顶点及其关联边后使所在连通分量断

开时，该顶点称为割点。至少有三个顶点、删除其中任一顶点后仍连通的连通图称为二连通

图。图中不能再扩大且保持二连通的子图称为极大二连通子图。这里将它们称为块，并将每条

桥视为一个二顶点块；孤立顶点不影响耦合常数。仙人掌图的每条边至多属于一个简单圈，其

含边的块恰为桥或圈图。

定理 4.2 (块分解). 对至少含一条边的有限图，

c(G) = max
B 为G 的块

c(B),

其中桥视为一个含两个顶点的块。特别地，最长圈长度为 ℓ 的仙人掌图满足 c(G) = 2 − 2/ℓ；

森林满足 c(G) = 1。森林恰好就是使每个分布族都能同时实现最大耦合的图：c(G) = 1 当且
仅当 G 是森林。

证明. 限制到一个块即可得到下界。为证明上界，固定一个边际分布族，并为每个块选取一个
因子至多为 C = maxB c(B) 的耦合。每个固定分布族的最优耦合都存在，因而可作上述选择。
块—割点关联图以块和割点为两类节点，一个块与其包含的割点相连。标准块分解性质保证，

每个含边连通分量的这一关联图是一棵树。因此可选一个块为根，先对根块采样，再从根向外

逐块处理；每个新块与此前已采样部分恰好交于单个割点 a。以已经选定的 Xa 为条件，对新

块的其余坐标进行采样。孤立顶点独立采样即可。

两个块的分布都赋予 Xa 相同的边际分布 µa。因此，条件构造既保持整个新块的分布，也

保持此前已构造的所有分布。迭代这一过程，就得到一个在每条边上都满足该界的耦合。对于
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仙人掌图，在圈块上使用定理 3.2，在桥上使用引理 3.1。非森林图包含一个简单圈；由单调
性，其耦合常数严格大于 1。

推论 4.3 (至多四顶点图的耦合常数). 对于 2 ≤ n ≤ 4，有 c(Kn) = 2 − 2/n。更一般地，每个

至多有四个顶点的图，若为森林，则其耦合常数为 1；否则为 2 − 2/ℓ，其中 ℓ 是其最长圈的

长度。

证明. 定理 2.5 中的行列式估计给出 ∆2 ≤ 1、∆3 ≤ 2 和 ∆4 ≤ 3。因此，对于这些顶点数，
c(Kn) ≤ 2 − 2/n。Kn 上的逐一缺失分布族给出与上界相等的下界：每个赋值至少有 n − 1 对
顶点输出不一致。对于至多有四个顶点的图，一个四边形圈给出至少为 3/2 的因子，而将 K4

上的耦合限制到该图则给出至多为 3/2 的因子。如果其最长圈是三角形，则其含圈的块均为
三角形；应用定理 4.2 即可。

命题 4.4 (边连通度下界). 设 G 是有 N ≥ 2 个顶点、M 条边且边连通度为 κ（使图变为不

连通图所需删除的最少边数）的连通图。则

c(G) ≥ max
{

1,
κ(N − 1)

M

}
.

对任意 0 < ε ≤ 1，带公共符号的逐一缺失分布族也给出同样的比值下界，其中每条边的距离
均为 ε/(N − 1)。

证明. 使用推论 3.5 中的分布族，以 N 个顶点为索引，使用普通符号 1, . . . , N 及额外的公共

符号 ⋆。以至少 ε 的概率，并非所有坐标都取公共符号。此时各顶点的取值不可能全部相同，

因为除 ⋆ 外，没有任何符号能在每个坐标上取到。选取输出某个固定符号的顶点集合，使其

非空且不包含全部顶点。连接该集合与其余顶点的边组成一个割（cut）；这些边的两端输出都
不一致，且这样的边至少有 κ 条。因此

∑
e qe ≥ εκ。将最大的边不一致概率除以 ε/(N − 1)，

即可得到结论。

推论 4.5 (删除超立方体的上下界). 对 d ≥ 1，令 Qd 为以 [d] 的子集为顶点、两个子集相邻
当且仅当它们相差一个元素的超立方体图。则

2 − 21−d ≤ c(Qd) < 2.

对每个 0 < ε ≤ 1，其 N = 2d 个顶点上的带公共符号的逐一缺失分布族的最优耦合因子恰为

2 − 2/N。

证明. 该超立方体有 N = 2d 个顶点、dN/2条边，边连通度为 d。下面对维数归纳证明边连通

度这一断言。将超立方体分成两个 Qd−1 副本，两副本中对应的顶点一一连边。当 d ≥ 2 时，
若一个割将两个副本都分开，则两个副本内部跨越该割的边合计至少有 2(d − 1) ≥ d 条。若只

将一个副本分开，则至少有 d − 1 条副本内部的跨割边，以及至少一条连接两副本的跨割边。
若两个副本都未被分开，则该割必将它们分隔，跨割边数为 2d−1 ≥ d。将任意单个顶点与其

余顶点分开的割恰有 d 条边，从而证明等号成立。d = 1 的情形显然成立。
命题 4.4 给出下界。由定理 2.5 取 n = 2d，可得严格上界。对于这里特定的带公共符号

分布族，推论 3.5 中显式给出的 J, K 构造使图的每条边都以概率 2ε/N 发生不一致，因此该

分布族达到了割给出的下界。
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当只有两条记录时，删除图恰为 Q2 = C4，因此最坏情形下的最优因子为 3/2。沿正方形
依次可将四个顶点标为 {1, 2}, {1},∅, {2}。当记录数更多时，不同删除顺序会产生许多相互重
叠的圈。尽管单条历史链允许因子 1，超立方体的下界却趋于 2。

5 边际信息约束下的耦合

前文的集中式构造可以在采样前查看所有分布，因此能让耦合方式随整个分布族调整。如

果一个顶点只能得到自身的分布，前述保证是否仍然成立？为考察输入信息本身的作用，本节

保留不受限制的共享随机性，只限制对分布的访问，并规定使用固定函数

Xv = fv(µv, R),

其中每个顶点只能看到自己的分布和公共随机源 R，且该随机源的分布独立于输入的边际分

布。对每个有限取值集合，这些函数可以依赖该取值集合和固定的图，但随后必须对边际分布

的每一种赋值都适用。此外，对每个顶点 v 和每个分布 p 要求 fv(p, R) ∼ p。令 cloc(G) 为满
足以下条件的常数 C 的下确界：对每个有限取值集合，均能预先选择上述函数，使其对任意

分布赋值及每条边满足 P(Xu ̸= Xv) ≤ C TV(µu, µv)。这一不等式也包含零距离边的几乎必
然一致要求。这是经典相关采样访问模型 [4] 的一种形式。
两种模型中选择采样规则的时机不同。集中式构造可以先取得实际分布族，再为这些输

入共同设计映射；本节则先固定一套规则，每个顶点运行时只能读取自己的输入，不能依据其

他顶点的具体分布重新设计映射。两者都允许共享随机性。这也解释了为什么即使图只有一

条边，下面的统一保证仍可能不同于为一对已知分布单独设计的最大耦合。

定理 5.1 (仅访问自身边际分布时的最优因子). 对每个含边的连通图，若只能访问自身边际分
布，且必须支持任意有限取值集合，则统一适用的最优因子为 cloc(G) = 2。

证明. 对所有边际分布均为 µv = p 的输入，每条边的距离都为零。任何有限因子的保证都迫

使沿每条边有 fu(p, R) = fv(p, R) 几乎必然成立。连通性使得对每个固定的 p，所有顶点的映

射都几乎必然相同；将其一个共同代表记为 f(p, R)。下述论证只使用有限多个分布。每个分
布对应的例外情况发生概率均为零，将这些例外合并后，发生概率仍为零；因此可同时使用上

述相等关系。

在一条固定边的两个端点上放置任意两个分布 p, q。该保证便要求

P(f(p, R) ̸= f(q, R)) ≤ c TV(p, q).

因此，同一个共享映射将对任意有限分布族中的每一对分布都给出这一保证。将其同时应用

于规模为 N 的逐一缺失分布族。完全图 KN 上取值不全相同的赋值至少有 N − 1 条不一致
的边。其

(N
2

)
个顶点对的距离均为 1/(N − 1)，故由平均可得 c ≥ 2 − 2/N。由于取值集合大

小不受限制，有 c ≥ 2。
上界由共享指数随机变量的采样方法（exponential race）给出：为取值集合中的各符号

取相互独立、速率参数为 1 的指数随机变量 Ea，并令 f(p, R) = arg mina Ea/p(a)，忽略满足
p(a) = 0 的符号。其边际分布为 p，不一致概率至多为 2 TV(p, q)，见文献 [3]。
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这一结论是既有访问方式差异的一个定量推论。例如，圈图 C4 上的集中式耦合的因子为

3/2，而在至少含五个符号的取值集合上，仅访问自身边际分布的映射所需因子至少为 8/5。这
里的因子 2 要求保证支持任意大小的有限取值集合；它不表示二符号输入也需要因子 2。对
二符号分布族，例 3.4 中的共同阈值构造只读取自身伯努利参数，已能达到因子 1。该定理的
下界不适用于能够读取整个分布族或接收额外协调预处理信息的采样器。

推论 5.2 (两种分布访问方式下最优因子的严格差距). 对每个含边的有限连通图，

c(G) < cloc(G) = 2.

证明. 结合定理 2.5 和定理 5.1 即可。有限极值实例定理中的提升构造依赖整个边际分布族，
而仅访问自身边际分布的采样器恰好无法取得这些信息。

6 构造算法与最优性证书

6.1 仙人掌图上的采样算法

仙人掌图上界的证明直接给出了采样方法。假设所有顶点的边际分布均以大小为 s 的取

值集合上的概率表给出。对每条边，预先计算两个分布的共同概率质量 r(a) = min{p(a), q(a)}
以及扣除共同质量并归一化后的两个剩余分布。给定父顶点输出 X = a且 p(a) > 0，引理 3.1
中的最大耦合矩阵按如下方式产生子顶点输出：

Y =

a, 以概率r(a)/p(a),

从(q − r)/δ 中采样, 否则.

若 δ = 0，则复制 a。这只需要长度为 s 的向量，无需存储 s × s 转移矩阵。

沿块—割点树逐块处理。这里的入口割点，是当前块与此前已处理部分相接的顶点；根块

则任选一个顶点作为起点。对于桥，使用上述条件转移。对于圈图，令 D =
∑

e de：若 D = 0，
整个圈复制入口状态；若某条边满足 de = D/2 > 0，则删除这样的一条边；其余情形按定
理 3.2 中的概率随机删边。删边后以入口割点为所得路径的根，再按条件分布逐点采样。
即使入口顶点的取值已经确定，随机删边仍可按原概率进行：对每一种删边选择 e，其树

上的联合分布 Qe 具有相同的入口边际分布 µa。记随机删去的边为 L，则

P(L = e | Xa = x) = peµa(x)
µa(x)

= pe 只要µa(x) > 0.

因此，删边选择仍可与入口顶点已确定的取值保持独立。

预先存储各分布的累积概率表，并用二分查找采样时，预处理的算术运算次数与存储条

目数均为 O((|V | + |E|)s)。生成一次联合样本需要 O(|V |(1 + log s) + |E|) 次运算，其中包括
图遍历及各圈图删边的选择。这些界以全部边际分布预先可用为前提，并按一次算术运算计

一个单位；精确采样的随机比特数及有理数运算的位复杂度（按二进制位计的运算成本）需另

行计入。

为保证固定随机种子后重复访问同一顶点得到相同输出，应复用已生成的联合样本，或

复用从种子到联合样本的同一个确定性映射。若每次重新进行条件抽样，重复访问的输出就

未必相同。附录 A.4 所述有理数实现通过枚举联合分布生成计算证书，其计算规模与本节的
逐点采样算法不同。
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6.2 耦合优化的线性规划

对于固定的边际分布，令 Ω = AV。其中每个 x ∈ Ω 是给所有顶点各指定一个输出的完
整赋值，也就是一个联合结果。引入变量 px ≥ 0 表示该结果的概率，并引入 c ≥ 0 表示待最
小化的因子。实例最优值为下列线性规划（linear program，LP）的最优值：

最小化c

满足
∑

x

px = 1,
∑

x:xv=a

px = µv(a) (v, a), (5)

∑
x:xu ̸=xv

px − cduv ≤ 0 (uv ∈ E).

归一化等式是冗余的，但在实现中予以保留。所有零距离约束也都保留在该规划中。

与之对应的对偶规划使用归一化约束的乘子 y0、边际分布约束的乘子 yv,a 以及边约束的

乘子 ze ≤ 0。其中前两类乘子不受符号限制，可以为正、为负或为零。对偶约束为

y0 +
∑

v

yv,xv +
∑

e=uv

ze1xu ̸=xv ≤ 0 对每个x ∈ Ω, (6)

−
∑

e

zede ≤ 1.

对偶规划最大化 y0 +
∑

v,a yv,aµv(a)。由弱对偶性，任一对偶可行解的目标值都不超过任一原
问题可行解的目标值。因此，如果两者相等，这一共同值就是精确最优值。这样一对可以逐条

核验的可行解，称为原始—对偶最优性证书（primal–dual optimality certificate）。
计算有限极值实例时，枚举每个大小至多为 n 的候选支撑集 J；仅在其关联列线性无关

且 BJλJ = 1 存在严格正解时保留它，然后求解 (5)。这会列出全部极点，包括支撑大小小于
n 的极点。另一份独立实现枚举所有含 n 列的候选组合，筛选其中线性无关的基，并对退化

解去重。退化解是部分基变量为零的解，同一极点可能由不同的基重复得到。这两份完整有理

数列表的一致性，通过两种不同程序核验了枚举结果。

对于完全图，顶点置换保持整个耦合问题不变。因此，第二阶段将 Λn 中可通过顶点重编

号相互得到的极点归为同一个置换轨道，每个轨道只求解一个代表元。每个极点到其规范代

表元的完整映射均予以保存。对于一般图，只有保持图结构的顶点置换才能用于这一归约。

6.3 有理数证书与精确核验

数值求解器提供原问题和对偶问题的候选解。随后，将每个坐标转换为一个候选有理数，

重构时将分母上限设为 106。只有当全部边际分布等式、符号约束、边上的界以及每个完整赋

值的对偶不等式均在有理数算术下精确成立，且两个目标值精确相等时，才接受重构后的向

量；任何一项未通过，均拒绝该证书。

数值求解负责寻找候选解，有理数核验负责检查每份证书。由实例最优值进一步得到图

的最坏因子，还需有限极值实例定理和完整的极点枚举。
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7 讨论与进一步问题

本文表明，固定图上的最坏耦合因子可以通过有限计算精确确定，并且严格小于 2。圈图
的平衡构造与块分解给出了森林和仙人掌图的精确常数。与仅边际访问下的因子 2 相比，这
些结果说明，读取整个分布族能够改善每个固定含边连通图上的最坏保证。

7.1 记忆撤回模型的适用范围

保留历史图规定了哪些重新运行分布应当被耦合，却不决定具体的耦合。如果允许系统

为每条删除边独立选择一个新的最大耦合，那么沿不同路径到达同一保留历史时，系统可能

得到不同的实际状态。联合实现要求消除了这种歧义。在树上，这一要求不会提高边上的最优

不一致概率；而在含圈的图上，即使相邻分布任意接近，不一致概率也可能必须高于相应的全

变差距离。

顺序无关的联合实现，比仅要求终态分布与重新运行分布相同更强。本文的下界以这项

联合一致性要求为前提；对于只约束终态分布的系统，需要另行分析。模型还假设每个保留历

史所对应的边际分布已经给定，耦合方式可以据此统一设计。

状态不一致概率衡量的是输出是否改变；变化的语义影响、重放步骤数、词元（token）使
用量、信息泄漏及外部操作成本还需要各自的评价指标。将这些结果用于实际智能体，需要先

论证有限状态表示的合理性，取得或估计相关边际分布，再测量状态变化与实际运行成本之

间的关系。本文的计算以合成分布检验数学构造，实际系统的性能有待实验研究。

7.2 结果的局限与进一步问题

有限极值实例定理保证每个固定图的最坏值可以由有限计算精确求出。随着顶点数增长，

候选支撑集和联合赋值的数量迅速增加，本归约未给出多项式时间复杂度保证；大型删除超

立方体需要进一步利用图结构压缩计算。行列式界对固定的 G 给出 c(G) < 2，其精度仍有改
进空间。

一般完全图的精确常数仍待确定。逐一缺失分布族给出 c(Kn) ≥ 2 − 2/n，本文证明了直

至 n = 4 的等式。这里固定的是分布数量。Li 和 Anantharam [5] 提出的四符号问题，则固定
输出集合，并要求对其上的所有分布构造一个同时耦合；c(K4) 每次只涉及四个分布，因而两
者是不同的问题。

对一般图，块分解公式与图子式单调性使问题集中到共享多个顶点的圈结构。一个具体

问题是 Q3 的精确常数：割下界为 7/4，一般上界严格小于 2，两者之间的差距尚待消除。另
一个方向是具有共享支撑或其他结构约束的分布族，目标是给出同时最大耦合的可行性判据。

两符号情形已由共同阈值构造解决。

分布访问方式的差异还引出一个中间模型：各顶点在自身分布之外，可以接收有关整个

分布族的共享预处理信息。达到集中式因子需要多少通信量和存储量，是连接数学耦合与实

际状态撤回协议的进一步问题。
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A 计算核验

以下计算使用明确指定的合成有理概率分布，核验上述构造和有限归约。全部输入与通

过核验的证书均保存在随附材料中。

A.1 圈图与仙人掌图的构造检验

测试集包含八个用于开发构造的实例，以及四个在构造方法确定后选取的不同留出实例。

表 1 列出全部十二个有效实例；表 3 按相同顺序给出完整输入。最初选取的留出项 H04 与开
发项 D03 重复，因此未计入最终十二项；另行确定输入后，使用 H05 替代它，原构造方法保
持不变。随附材料保留旧输入、替代输入及两轮结果。

实例 联合赋值数 图常数上界 构造比值 LP 数值结果

三顶点树 27 1 1 1
二符号 C4 16 3/2 1 1
逐一缺失 C3 27 4/3 4/3 4/3
逐一缺失 C4 256 3/2 3/2 3/2
逐一缺失 C5 3125 8/5 8/5 8/5
带公共符号的 C4 625 3/2 3/2 3/2
含零距离边的 C4 81 3/2 1 1
相同边际分布 81 3/2 0 0
非均匀留出 C4 81 3/2 1.100862304 1
三角形等号边界 27 4/3 1 1
共用一个割点的两个三角形 243 4/3 4/3 4/3
带公共符号的三角形 64 4/3 4/3 4/3

表 1: 有限构造检验。构造比值为全变差距离为正的各边上，不一致概率与全变差距离之比的
最大值。LP 列报告浮点求解结果，与已知精确理论值一致的项以分数列出。构造联合分布采
用精确有理数算术。所有边距离均为零时，实例值约定为 0。

全部十二个有效实例所构造的联合分布，均通过精确的非负性、总质量、顶点边际分布、

边上的不一致概率、零距离边约束和图常数上界检查。另用独立实现的线性规划进行核对，并

在将输出符号统一逆序重编号后重新求解。在记录的原始运行与置换运行中，边际分布残差

（计算值与给定值之差）的最大绝对值为 2.22 × 10−16，原始规划与对偶规划的最大目标值差

为 4.44 × 10−16。逐一缺失三角形实例 D03 在两种符号顺序下均否定因子 1。非均匀留出实例
H01 的精确构造比值为 28214/25629，而 LP 数值结果为 1；这一数值比较也显示，构造未必
达到实例最优。

A.2 极点枚举与精确验证

两种实现分别枚举 Λn，其中 n = 2, 3, 4，并在完全图 Kn 上计算各规范分布族的耦合最

优值。第一种用有理数运算进行初等行变换，检验每个大小至多为 n 的支撑。第二种用符号

计算工具进行精确有理数运算，检验每个含 n 列的候选组合，筛选线性无关的基，保留非负

17

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



解，并对退化极点去重。两者的完整列表，包括有理数权重在内，精确一致。表中两种候选数

分别为
∑n

r=1
(2n−1

r

)
和

(2n−1
n

)
；轨道按全部顶点置换划分，目标列为这些极点实例在 Kn 上的

最大最优因子。

n 检验支撑数 n 列候选数 极点数 轨道数 Kn 上最大 ρ

2 6 3 2 2 1
3 63 35 6 4 4/3
4 1940 1365 42 10 3/2

表 2: 完全图 Kn 的完整极点枚举与耦合计算。末列为 maxλ∈ext(Λn) ρ(Kn, νλ)。极点计数属于
已有的平衡集合族枚举问题 [7]；此处计算耦合目标值与精确原始—对偶证书。

全部 42 个四顶点实例均具有通过核验的有理数原始—对偶证书。一个另行编写的核验器
直接从输入分布重建每项约束；除原问题可行性、乘子符号、对偶中与变量 c 对应的不等式

（式 (6) 的第二行）及目标值精确相等之外，还总共检查了 6717 个完整赋值的对偶不等式。三
个故意损坏的证书均被拒绝。

这 42 个实例的因子分布如下：一个实例的值为 0，十四个为 1，二十二个为 4/3，四个为
5/4，一个为 3/2。
一个按轨道压缩的实现已与先前求解的全部 42 个实例逐一核对，仅使用十个代表元 LP

就得到相同的值。这里完整极点枚举与证书验证的范围限于至多四个顶点；表 1 的五顶点圈
图是一个指定分布族的构造检验，并非完整枚举。五顶点完全图的探索没有完成，不作为本文

结论的证据，也不纳入本次随附的已验证结果。

计算环境使用 Python 3.12.10、NumPy 2.4.4、带 HiGHS的 SciPy 1.17.1、NetworkX 3.6.1
和 SymPy 1.14.0。独立实现的线性规划枚举全部联合结果，使用 SciPy 文档所述的 linprog
接口 [15]。这些核验采用确定性的约束检查；数学结论由解析证明和精确证书支持。

A.3 全部构造检验的输入

表 3 分左、中、右三组列出，各组自上而下，按组从左到右阅读时与表 1 的实例顺序一
致。顶点从 0 起编号，状态按权重矩阵 W 的列编号；第 v 行除以该行总和后，就是顶点 v

的概率分布。零权重也保留，因此联合赋值总数为矩阵列数的顶点数次方。P3 的边为 01, 12；
Cn 的边为 01, 12, . . . , (n − 2)(n − 1), (n − 1)0。图 F 的边为 01, 12, 20, 03, 34, 40，即共用顶点
0 的两个三角形。此处的 01 表示无向边 {0, 1}。
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表 3: 十二个有效实例的完整整数权重输入。D 表示开发实例，H
表示构造确定后选取的检验实例。

编号 图 权重矩阵 W 编号 图 权重矩阵 W 编号 图 权重矩阵 W

D01 P3


1 2 3
2 3 1
3 1 2

 D05 C5



0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0


H01 C4


2 1 0
0 3 2
1 0 4
3 2 1



D02 C4


0 1
1 1
0 1
1 1

 D06 C4


12 0 1 1 1
12 1 0 1 1
12 1 1 0 1
12 1 1 1 0

 H02 C3


3 1 0
2 1 1
1 1 2



D03 C3


0 1 1
1 0 1
1 1 0

 D07 C4


2 1 0
2 1 0
0 1 2
1 1 1

 H03 F



0 1 1
1 0 1
1 1 0
1 0 1
1 1 0



D04 C4


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 D08 C4


2 3 5
2 3 5
2 3 5
2 3 5

 H05 C3


3 0 1 1
3 1 0 1
3 1 1 0



例如，D06 每行总和为 15，第一列是质量为 4/5 的公共状态，其余部分是四状态逐一缺
失分布，因此对应推论 3.5 中的 ε = 1/5。H05 的公共质量为 3/5，故 ε = 2/5，每条边的全
变差距离为 1/5，可达到的不一致概率为 4/15。两例的构造比值分别为 3/2 和 4/3。H04 与
D03 的边集和权重矩阵完全相同；将它排除后，H05 作为另行选定的替代检验，形成表中十
二个不同的有效输入。

A.4 随附计算材料的内容与使用

计算附件随论文一并提供，参赛时列于“其他材料”项；复核入口为计算附件内的使用说

明。材料分为三类：构造检验，包括表 3 中十二组输入、原始及符号置换结果、重复项排除及
替代记录；极点枚举，包括两种方法及完全图 K2, K3, K4 的完整输出；证书核验，包括四顶

点原始—对偶有理证书及独立核验程序。另附树与仙人掌图的构造实现、运行环境、复核步骤

和完整性校验说明。

复核可从证书检查开始，再按表 3 的输入重跑构造，并对 Λ2, Λ3, Λ4 独立重跑极点枚举，

另存新结果用于比较。证书核验只依赖 Python 标准库，重新求解与枚举所需环境见附录 A。
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