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一类增广梅森数的若干初步结论和猜想

福建省南平第一中学 曾德烨

摘要

本文令  
1
1,





a
apaF
p

作为梅森数的一类增广，得到以下有关互素性、代数

恒等式、因子形式等初步结论：

 maF , 与 1a 互素，当且仅当 mp | , 1mod pa ；

当 p为奇素数且 1mod pa ，那么  
1
1,





a
apaF
p

的全体因子均具有 12 np

的形式，其中 Nn ；

若 kbaF )p,( ，则 1 pk .

并提出以下猜想：

对任意非幂整数 a，存在无穷多个素数 p，使  paF , 取得素数;

固定奇素数 p，设  PpaFzazz  ),(:1#)( 2
p ，则




z
zp

zzp ,
ln)1(2

~)(
2

 ∞；

若 Pp 且 2p ，当且仅当 5,3  pa 或 3,18  pa ，  paF , 为完全幂方

数.
以及指明其在密码学上的应用。

本成果入选 2026年国际基础科学大会高中生学术海报展（全球仅 56 项）。

关键词：梅森数，增广梅森数，广义梅森数，完全幂方，费马小定理，艾森斯坦

判据，Zsigmondy 定理，素数定理，Nagel-Ljuggren猜想，Bunyakovsky 猜想
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1 前言

梅森素数的研究已经相当成熟且精深。不过，在形式上的另辟蹊径似乎恰好

值得钻研。从梅森数的定义出发，我思考的开始是：

令 2,,   aNpa ， qa p 1 在何种情况下取得素数？

由于   





1

0
11

p

i

ip aaa ，它在 2a 时总不是素数。那么将此式除去 1a ，

能否取得素数？定义  
1
1,





a
apaF
p

，并提出以下问题：

2,  pPp ， 1mod  pa ，  paF , 中素数的存在性；

1mod,  paPp ，  paF , 因子的特征和分布的情况。

2 引理和符号说明

引理 1 费马小定理： Pp ,  paaNa p mod,  .

引理 2 艾森斯坦判据：    ZaNnxaxaaxF i
n

n   ,|: 10  ，    xFxf  ，

若
















0mod

,0mod
0mod

,
2

0 pa

nipa
pa

Pp i

n

，则  xf 在  xF 上不可约.

引理 3 Zsigmondy 定理：任意 2n , nn ba  ，若存在 nn ba  的素因子 p，使得 p不

整除任何 )1( nkba kk  ，则称 p为 nn ba  的本原素因子。对互素整数 )(, baba  ,

除特定反例外。对任意 2n ， nn ba  至少有一个本原素因子。

仅有的特定反例：

1. 2n ，且 ba  是 2 的幂；

2. 6n ，且 1,2  ba 。
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引理 4 Ljunggren 定理：方程

q
n

y
x
x




1
1

在 q为偶数,即函数 1
1




x
xn

为偶次幂数,唯有

两解 5,3  nx 和 4,7  nx

引理 5 素数定理：令 )(x 表示不超过 x的素数个数,则当 x ∞时,
x
xx
ln

~)( ,等

价地, 
x

t
dtxLix

2 ln
)(~)( ,后者近似精度更高.

引理 6 LET 引理：若 p是奇素数， )( bap  ，且� ∤ ��，则对任意正整数 n：

)()()( nvbavbav pp
nn

p  ， )(xvp 表示 x中质因数 p的个数。

符号说明 1：记素数集为 P

符号说明 2：记广义梅森数 1
1




a
a p

为 )(),(
1

0
aapaF p

p

i

i 




本文还需要借助以下猜想:

Nagell-Ljunggren 猜想：Nagell-Ljunggren方程
q

n

y
x
x




1
1

（其中 1x ， 1y ， 2n ，

2q 均为整数），截至目前，该方程在 2n 时，已知只有 3 个解，













3,7,3,18
2,20,4,7
2,11,5,3

qynx
qynx
qynx

，但有限性仍是开放问题

Bunyakovsky 猜想：若整系数多项式满足首项为正,不可约且无固定素因子,则其

代入整数时能产生无穷多个素数.然而,该猜想至今未被证明.

3 简单结论

首先, 









1

0
)(

1
1),(

p

i

i
p

p

aa
a
apaF ,对于 pa, 都为单调递增数列，证明如下:

对于 a ,有 0)1()1(),(),1(
1

0

1

0

1

0
 













p

i

ii
p

j

j
p

i

i aaaapaFpaF ,得 ),( paF 对于

a都为单调递增数列

对于 p ,有 0
11

1
1
1),()1,(

11
















p
pppp

a
a

aa
a
a

a
apaFpaF ,得 ),( paF 对于
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p都为单调递增数列

3.1 关于  paF ,

结论 3.1.1  maF , 与 1a 互素,当且仅当 mp | , 1mod pa .

证明:若要证明结论 3.1.1,还需借助引理 1

引理 1:对于任意整数 1n ,有 )1,()1,
1
1( 


 ana

a
an

引理 1证明:

因为 ))1(mod(1  aa ,则 ))1(mod(11 11   aa nn ,所以

))1(mod(1
1
1

1

1

0



 







ana
a
a n

i

n

i

i
n

,即 )1(
1
1



 akn

a
an

.于是:

)1,()1),1(()1,
1
1( 


 anaakna

a
an ,引理 1 得证.

由引理 1,原式变为: )1,()1,
1
1( 


 ama

a
am

则问题等价于:

1)1,( am ,当且仅当 mp | , 1mod pa .

充分性:当 mp | , 1mod pa ,如果 1)1,( am ,则存在素数 p ,使得 mp , 1ap ,即

)(mod1, pamp  ,矛盾.所以 1)1,( am .

必要性 :当 1)1,( am ,假设存在素数 mp ,使得 )(mod1 pa  ,则 1ap ,所以

)1,( amp ,与 1)1,( am 矛盾.

由上,命题得证.

结论 3.1.2    qaFpaF ,,, 互素,当且仅当 q,p 互质.

证明：必要性:由于

      

 








qp
paFqpaFpaF qp

,
,,,, , 与

      

 








qp
qaFqpaFaF qp

,
,,,q, , ,
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6

又因为 ),( paF 关于 a , p 单调递增 ,所以若 ),( paF ),( qaF 与互素 ,则

1)),(,( qpaF ,即 1),( qp

充分性:

令   1, qp ，则 *, Nts  ，使得 1p  qts .有

              1,1,1,1,,1  aqaMaaqaFapaFa ，

即      1,,, qaFpaF .命题得证

结论 3.1.3 )),(,()),(),,(( qpaFqaFpaF  .

证明:由于

      

 








qp
paFqpaFpaF qp

,
,,,, , 与

      

 








qp
qaFqpaFaF qp

,
,,,q, , ,

又因为 ),( paF 关于 a , p单调递增,所以 )),(,()),(),,(( qpaFqaFpaF  .

命题得证.

结论 3.1.4    paFpa q ,|,F ，其中 Nq .

证明:
令











1

01
1),(

p

i

i
p

a
a
apaFY ，











1

01
1),(

p

i

iq
q

pq
q a

a
apaFX .

由Y的定义，得

Yaa p  )1(1

所以

 Ya p mod1

于是对任意非负整数 k，将指数模 p约化：

 Yaaaaa pkpkpkppkpkpk mod)( modmod]/[)mod(]/[  
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因此

 YaaX
p

i

piq
p

i

iq mod
1

0

mod
1

0











因为   1, qp ，当 i遍历 1,,2,1,0 p 时， piqmod 也恰好遍历 1,,2,1,0 p 每个

值，所以

 YYaa
p

j

j
p

i

piq mod0
1

0

1

0

mod 








因此  YX mod0

即
1
1

1
1







q

pqp

a
a

a
a

命题得证。

结论 3.1.5 设    Nnxp ,2Px ,若 1mod pa ,则  paF , 的 q任意素因子 q

均满足 )2(mod1 pq  ,即 q具有 12 np 的形式.进而, ),( paF 的全体正因子均具有

12 np 的形式.

证明：

设 q为 ),( paF 的任一素因子.

设 q为素数且 q ∤ a .称最小的正整数 t使得 )(mod1 qa t  为 a模 q的阶,记作

)(aord q .

因为 1mod pa ,由结论 3.1.1,   1),(,1  paFa ,故 q ∤ 1a . )(mod1 qa  ,

所以 a模的阶 )(aord q 由定义且 1)( aord q .由 ),( paFq 得
1
1




a
aq
p

,又因为 q ∤

1a ,故 1paq ,即 )(mod1 pa p  .因此 paord q )( .由于 p是素数,所以 1)( aord q

或 p .又因为 1)( aord q ,故 paord q )( .

由费马小定理, 1)( qaord q ,因此 1qp (1).因为 11),(  paapaF  ,则:

若 a为偶数,则 ),( paF 为偶数个数偶数之和再加 1,结果为奇数;

若 a为奇数,则则 ),( paF 为偶数个数奇数之和再加 1,结果也为奇数.
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8

故 ),( paF 恒为奇数,因此其任意素因子 2q ,即 ),( paF 的任意素因子 q定为奇

素数,所以 12 q (2).

由(1)(2)及   1,2 p ,得 12 qp ,即 12  npq

而任意两个形如 12 1 pn , 12 2 pn 因子相乘:

1)2(2)12()12( 212121  pnnpnnpnpn 仍具有 12 np 的形式.由素数基本定

理, ),( paF 的全部因子均由这些素因子组合相乘而得,故全体因子均具有 12 np

的形式.命题得证.

3.2 关于  maM ,

显然地，有  1, *  xNxqp

1. 令 qpm  ，其中，则有

 
1
1

1
1

1
1

1
1

1
1,























q

pqq

p

qppm

a
a

a
a

a
a

a
a

a
amaF .

此时  maF , 具有至少两个真因子.

2. 令  pamp mod1,|  ，则有

   pamaF
m

n

m

n

n mod01,
1

0

1

0

 







.

此时  maM , 具有真因子 p .

设 q为素数且 q ∤ a .称最小的正整数 t使得 )(mod1 qa t  为 a模 q的阶,记作

)(aord q .

由引理 3 Zsigmondy定理:任意 2n , nn ba  ,若存在 nn ba  的素因子 q ,使得 q不整

除任何 )1( nkba kk  ,则称 q为 nn ba  的本原素因子.对互素整数 )(, baba  ,除

特定反例外,对任意 2n , nn ba  至少有一个本原素因子.

仅有的特定反例:
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1. 2n ,且 ba  是 2 的幂;

2. 6n ,且 1,2  ba .

又由定义,当 1b 时,除特例外本原素因子 q整除 





1

0
)1(1

n

i

in aaa ,本原素因子

q不整除 )1()1(1
1

0
ndaaa

d

i

id  




,所以本原素因子 q必然不整除 1a .该定

理是本节所有讨论的基石.

结论 3.2.1:设 2,2  ma ,则 ),( maF 除两个例外情形外,至少存在一个本原素因子:

例外情形:
(1) 2m ,且 1a 是 2 的幂

(2) 6,2  ma

证明:

直接对 1ma 应用 Zsigmondy 定理.定理保证除上述两个例外外,存在素因子 q ,使

得 1maq ,又因为 q不整除 1a ,所以 ),(
1
1 maF

a
aq
m



 .命题得证.

结论 3.2.2:设 p 为奇素数 ,若   1),(,1  paFa ,则 ),( paF 的全体因子均具有

12 np )( *Nn 的形式.

证明:因为,   1mod1),(,1  papaFa ,所以该命题等价于结论 3.1.5,故命题得

证.而当 p为合数时,无法满足 1mod pa ,故无法推广到合数.

3.3 关于  qaF
np ,

若   1, qp ，存在  qaMm
n

,1 p ，且  qaFm
n

,| p .于是仅当 pq  ，  qaF
np ,

可能取得素数.

对  qaF ,
np 进行讨论，得到：

结论 3.3.1 设 p为奇素数， 0 nm ，则       







pap
Nnnpa

paFpaF
nm pp

mod1,
,1,1

,,,

证明:

设 q为  paF
mp , 与  paF

np , 的任一公共素因子
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当 pq  时，若  qmod1
npa ，则

papaF
p

i

p

i

ipp nn

 








1

0

1

0
1)(),( ≢  qmod0 ，与 ),( paFq

np 矛盾。因此  qa
np mod1 。

由 ),( paFq
np 且  qa

np mod1 ，可得

 qa ppn mod1)( 

故 paord
np

q )( 。

又因为 nm  ，有
nmnm ppp aa



 )( 。根据乘法阶的性质：

    1
,),(

)(
)(   nmnmp

q

p
qp

q pp
p

paord

aord
aord n

n

m

于是  qa
mp mod1 ，从而

pipaF
p

i

pm 




1

0
),( ≢  qmod0 ，与 ),( paFq

mp 矛盾。

故不存在 pq  的公共素因子。

当 pq  时，

由费马小定理， )(mod paa
np  ，于是  papaF

p

i

ipn mod),(
1

0







若  pa mod1 ，则  pppaF
np mod0),(  ，即 p为公共因子；

若  pa mod1 ，则  p
a
aa
pp

i

i mod0
1
11

0










当且仅当  pa mod1 ，故 p不整除。

进一步，当  pa mod1 时，由 LTE 定理：

      111),(
1


 nnn p

p
p

p
p

p avavpaFv ，

故公共因子中 p的指数恰好为 1.

综上，

      







pap
Nnnpa

paFpaF
nm pp

mod1,
,1,1

,,,

命题得证。
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4 关于 ),( paF 的猜想和讨论

当 p取得素数，不难发现    xpxF p, .由于此类数事实上为分圆多项式在

整数上的取值，亦与与梅森数 pF 在形式上相近.不妨称之为增广梅森数.以下给出

若干猜测：

1.对任意非幂整数 a ,存在无穷多个素数 p ,使  paF , 取得素数；

2.给定 Pp ，对充分大的 z，均存在一个 2zaz  ，使  paF , 取得素数；

3.若 Pp 且 2p ，仅当 5,3  pa ，  paF , 为完全幂方数.

第一个猜测是自然给出的；第三个是由   2115,3 F 而启发提出的。特别地，

第二个猜测与启发式推导有关.

4.1 关于素性检验

对梅森素数的检验，我们可以使用高效且优美的卢卡斯-莱默检验法.由于

 paF , 与其在形式上的相似，我们自然地希望同步推广这种检验法.然而,在换底

增广后重新建立类似检验会相当困难.
不访采用最基础的试除法去检验一个数的素性,即回归素数定义,将 1 到这个

数本身对这个数做带余除法,若只有 1和这个数本身能整除这个数,则这个数为素

数;反之,则为合数.
然而,将 1 一直整除至这个数本身,运算量大,当碰到比较大的数时,计算机的反应

速度会大大降低甚至出现卡顿.改进试除法,便可以提高计算的效率.
由基础知识，可得结论 4.1:

对于任意一个正整数 a ,它的因子在实数轴上被平分在 a两侧,且两侧乘积

为 a的因子是一一对应的.

由结论 3.1.1， ),( paF 与 1a 互素，当且仅当 pq ， 1mod qa 。

因为 Pp ，所以仅有 p1 和 pp ，则此时 ),( paF 与 1a 互素的充要条件变为

1mod pa ，则同理 ),( paF 为素数的必要条件为 1mod pa 。

由结论 3.1.5，如果 1mod pa ，则 ),( paF 所有因子均具有 )(12 Nnnp  的

形式。

综上，我们只需先检测 pamod 是否等于 1，再确立从 1n 开始直到 12 np
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（小于 ),( paF ）是否能整除 ),( paF 即可。

照此思路,运用 Python 进行编程,便可做一个检验广义梅森数 ),( paF 的素性

的交互式页面,如下图所示

由 Bunyakovsky 猜想:若整系数多项式满足首项为正,不可约且无固定素因子,则其

代入整数时能产生无穷多个素数.发现,猜想 1:对任意非幂整数 a ,存在无穷多个素

数 p ,使  paF , 取得素数是 Bunyakovsky 猜想的特例.然而,该猜想至今未被证明.

所以猜想 1仍为开放性问题.

4.2 关于猜想 2

猜想 2 给定 Pp ,对充分大的 z ,均存在一个 12  zaz ,使  paF , 取得素数.

猜想二本质上是 Bunyakovsky 猜想在分圆多项式上的特例.Bunyakovsky 猜想自

1857年提出至今未解决,因此本节不试图证明,而是提供启发式证据和数据支持.

固定素数 p,考虑区间 ],[ 2zz 内的整数 a ,定义  PpaFzazz  ),(:1#)( 2
p

由素数定理,一个大小约为 N 的整数为素数的概率约为
Nln
1 .当 a在区间 ],[ 2zz 内

变化时, 11),(  paapaF  的数量级约为 1pa ,故其对数约为 ap ln)1(  .因此,

在概率模型下, ),( paF 为素数的概率约为
appaF ln)1(

1
),(ln

1

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于是区间内期望的素数个数约为  









22

z

1

ln1
1

ln)1(
1),(

zz

za t
dt

pap
pzE .

利用积分渐近当 x ， 
x

x
x

t
dt

2 ln
~

ln
,可得,当 z ∞

zp
z

z
z

p
pzE

ln)1(2)ln(1
1~),(

2

2

2





.

为检验猜想的合理性,我们对若干小素数 p即增长区间以猜想一的素性检验为基

础进行初步数值搜索。受计算资源所限,我们取 7,5,3p , z分别取 30,20,10 ,统计各

区间实际观测到的素数个数 N ，与启发式期望 ),( pzE （取整）对比。发现，所

有的测试区间内，实测素数个数均明显高于启发式期望值。

于是，计算超额比率
E
ENR 

 （取两位有效数字），得到如下数据：

p z 区间 ],[ 2zz 观测值N 启发式期望 E 超额比率R
3 10 ]99,10[ 26 12 4.52
3 20 ]399,20[ 81 38 6.98
3 30 ]899,30[ 160 75 9.81
5 10 ]99,10[ 24 6 7.35
5 20 ]399,20[ 68 19 11.24
5 30 ]899,30[ 121 38 13.46
7 10 ]99,10[ 20 4 8.00
7 20 ]399,20[ 56 13 11.93
7 30 ]899,30[ 104 25 15.80

这表明，事实上，原始期望严重低估了 ),( paF 的素数概率，忽略了结论 3.1.5 中

所揭示的固有算数结构。由结论 3.1.5：若 1mod pa ， ),( paF 的任意素因子 q均

具有 12 np 的形式，表明 ),( paF 天然避开了所有小于 p2 的素因子，导致 ),( paF

为素数概率增大。

综上,提出猜想二的加强形式:

猜想二：固定奇素数 p，设  PpaFzazz  ),(:1#)( 2
p ，则




z
zp

zzp ,
ln)1(2

~)(
2

 。特别地， 1)( zp 对一切充分大的 z成立。但，猜

想二仍未开放性问题。

4.3关于完全幂方问题
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考虑   2115,3 F ，作出猜想：

猜想 3 若 Pp 且 2p ，仅当 5,3  pa ，  paF , 为完全幂方数.

运用 Python 编程进行一定范围的搜寻 ,发现当  19,2a , 5,3p 时 ,只有

)5,3(F , )3,18(F 为完全幂方数,其中 )5,3(F 是完全平方数, )3,18(F 是完全立方数.发

现原猜想 3存在错误.

由 Ljunggren 定理方程

q
n

y
x
x




1
1

在 q为偶数,即函数 1
1




x
xn

为偶次幂数,唯有两解

5,3  nx 和 4,7  nx ,得若将猜想 3 改为若 Pp 且 2p ，仅当 5,3  pa ，

 paF , 为偶次幂方数,则猜想 3成立.

又由 Nagell-Ljunggren猜想得,若 Pp 且 2p ， )5,3(F ， )3,18(F 为完全幂方

数.发现猜想 3实际上为 Nagell-Ljunggren方程在素数域上的解,也就是说猜想 3为
Nagell-Ljunggren猜想的特例,于是得出修正后的猜想 3:

若 Pp 且 2p ,当且仅当 5,3  pa 或 3,18  pa ，  paF , 为完全幂方数.

然而,Nagell-Ljunggren 猜想截至目前还未得证,故猜想 3仍未开放性问题

又发现 1)3,( 2  aaaF

222 )1(1)3,(a  aaaaF

两个相邻的完全平方数之间不会有另一个不同于二者完全平方数,由此 )3,(aF

不可能为完全平方数,即若 )3,(aF 为完全幂方数则次幂不可能为 2次幂

1
1

1
),( 





 p
p

i

i aapaF 恒成立,又由二项式定理,得
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







 
1

0

)1(
1

1)1(
p

k

kpk
p

p aCa ，又令 )1(  pkj ， 11
)1(

1  



j
p

pk
p CC ,当且仅当 0j

或 1 pj 即 0k 或 1 pk ,等号成立, 1
1

1

1 )1(),( 




   p
p

i

ip aapaFa 恒成立,

又两个相邻的 1p 次方幂数之间不可能有另一个不同于二者 1p 次方幂数,由

此 ),( paF 不可能为 1p 次方幂数,即若 kbaF )p,( ,则 1 pk

于是,得出结论 4.3:

若 kbaF )p,( ,则 1 pk

5 总结和实际应用

总结:
本文提出的结论大致可以分为以下几类:
互素性：

结论 3.3.1:  maF , 与 1a 互素,当且仅当 mp | , 1mod pa .

结论 3.1.2:    qaFpaF ,,, 互素,当且仅当 q,p 互质.

结论 3.3.1:设 p为奇素数， 0 nm ，则

      







pap
Nnnpa

paFpaF
nm pp

mod1,
,1,1

,,,

代数恒等式：

结论 3.1.3: )),(,()),(),,(( qpaFqaFpaF 

结论 3.1.4:    paFpa q ,|,F ，其中 Nq .

结论 4.3:若 kbaF )p,( ,则 1 pk .

本原素因子：

结论 3.2.1:设 2,2  ma ,则 ),( maF 除两个例外情形外,至少存在一个本原素

因子:例外情形:(1) 2m ,且 1a 是 2 的幂;(2) 6,2  ma .

因子形式：

结论3.1.5:设    Nnxp ,2Px ,若 1mod pa ,则  paF , 的 q任意素因子
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q均满足 )2(mod1 pq  ,即 q具有 12 np 的形式.进而, ),( paF 的全体正因子均具

有 12 np 的形式.

结论 3.2.2:设 p为奇素数,若   1),(,1  paFa ,则 ),( paF 的全体因子均具有

12 np )( *Nn 的形式.

经典结论：

结论 4.1:对于任意一个正整数 a ,它的因子在实数轴上被平分在 a两侧,且两

侧乘积为 a的因子是一一对应的.
以及以下开放性猜想:

猜想一:对任意非幂整数 a ,存在无穷多个素数 p ,使  paF , 取得素数;

猜想二:固定奇素数 p ,设  PpaFzazz  ),(:1#)( 2
p ,则




z
zp

zzp ,
ln)1(2

~)(
2

 ∞.

猜想三:若 Pp 且 2p ,当且仅当 5,3  pa 或 3,18  pa ，  paF , 为完全

幂方数.

实际应用:
在密码系统生成安全大素数时，通常需要先筛选候选数再进行 Miller-Rabin测试。

对于形如
1
1),(





a
apaF
p

的候选数，传统试除需遍历所有整数至 N 。利用本文

结论 3.1.5，试除空间可由  NO 压缩至 






 
p

NO
2

1
，极大的减少了运算时间。
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6 致谢

在我所处的山区城市中，我对数学的热情从未被扼杀，即便学校的数学竞赛

指导相对稀缺。自学成为了我在这个领域内拓展的唯一方式，我沉浸在各种数学

竞赛题目中，逐渐对数论产生了浓厚兴趣。在这个广阔的研究领域内，梅森素数

引发了我对数的思考，它既是一种挑战也是一种动力，激励我在此基础上展开自

己的探索。

我深知，学术研究的道路上，遇见一位好的指导老师是何等的重要。我的指

导老师不仅是我学术道路上的引路人，更是我高中生涯中的良师益友。他严谨的

学风、对学生无微不至的关怀以及对教育事业的献身精神，都深深地影响了我。

在这次关于数论及梅森素数的研究过程中，老师的每一次指点与建议都如同

一盏明灯，照亮我前行的道路。从选题、文献回顾、理论学习到实证研究、论文

撰写等每一个环节，都离不开老师的悉心指导。尤其是在证明方面的学习，需要

扎实的数论基础。而老师总是能在我困惑之时无偿地给予方向性的建议，使我能

够不断进步、深入学习。

感谢我的导师为我所做的一切。他为我提供的不仅仅是学术上的指导，更多

的是对年轻学子的培养和对教育事业的执着。他时常鼓励我独立思考、大胆尝试，

使我能够勇敢地面对学术挑战。他在时间上的支持以及对我研究工作的关心，让

我深深感受到了作为教师的责任与使命。

此外，我也要感谢我的家人和朋友们。他们一直是我坚强的后盾，给予我无

尽的支持与鼓励。在面对困难和挫折时，他们总是会给予我最大的帮助和鼓励，

让我能够更加坚定地面对挑战并取得成功。他们的爱与支持是我前进的动力源泉。

在本次研究中，我独立完成了一项具有实际意义的学术研究工作。从选题到

相关知识的学习、从猜想的提出到证明都凝结了我的心血和努力。我深知每一次

的成功都离不开自身的努力和坚持。同时，我也要感谢我的导师和同学们在我研

究过程中给予的帮助和支持，没有他们的陪伴与支持我的研究工作难以顺利完成。

在此过程中我也意识到了自学的重要性以及如何将所学知识应用到实际的

研究中。特别是在数论相关基础的学习中，我遇到了很多困难和挑战，但通过不

断地学习和实践，我逐渐掌握了新的知识并成功将其应用到实际的研究中。这使

我更加坚定了对数学研究的信心和决心。

在今年（2026年）8 月，我参加了 ICBS 高中生海报展，国内外的教授科学家

和清华大学求真书院的大学生给了我的研究提出了许多的建议，我自此基础上

做出了完善和修改，在此表以感谢。

我也要特别感谢所有参与阅读和评审的评委专家、老师们。您辛苦了，感谢

您的阅读，谢谢您，谢谢！20
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