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有限跨组比较数下
总体排名估计的最优设计

赵欣来、吴嘉豪

深圳中学

摘 要

当比赛主要发生在各组内部时，仅凭组内结果难以准确比较不同群体的整体实
力。本文研究固定跨组比赛预算下的赛程设计问题，以公开男足比赛数据中的
跨洲比较稀疏现象为背景，在 Bradley–Terry模型下估计两组平均对数实力之差。
初步模拟表明，分位同位桥接是一种较稳定的简单方案。在此基础上，本文以提
高组间实力差的估计精度为目标，引入 c–最优准则，并借助 Thomson最小能量
原理将赛程评价转化为只涉及跨组边的低维矩阵计算，进而提出逐边选择与局
部替换算法。模拟结果显示，当两组整体实力接近时，该算法与分位同位桥接方
案的误差相近；随着组间中心差增大，根据信息准则调整对阵相对于分位同位
桥接的优势更加明显。随着跨组比赛预算增加，各方案的误差均下降，但下降速
率逐渐减弱，在误差接近 0.2时几乎停滞。根据 c-最优准则值调整对阵能够进一
步降低误差，但误差降幅会逐渐减小。在对象数量较少的情形中，该算法所得的
c-最优准则值与全局最小值的相对差距不超过 5%。结果表明，该方法能够以较
低的计算成本得到接近全局最优的跨组赛程，改善有限比较预算下的组间实力
校准。

关键词：跨组比较；Bradley–Terry模型；c–最优设计；赛程优化
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1 引言
在竞技比赛中，排名不仅用于描述参赛者的相对实力，还会影响种子分档、

抽签和后续对阵 [1]。足球国家队就是一个典型例子：球队大部分时间参加本洲
赛事，跨洲正式比赛主要集中在世界杯等少数比赛中。洲内比赛可以形成较稳定
的洲内排名，但如果不同洲的实力没有被放在同一尺度上，某一洲的球队就可能
在世界排名中被整体高估或低估。对于处在分档边界附近的球队，这种偏移可能
直接改变其档位，使原本用于避免强队过早相遇的种子保护制度效果偏离预期。
Sziklai等人比较了不同赛事结构下的排名效果，发现理想排名下种子编排最多
可带来约 10%的改善，而使用带有现实噪声的赛前排名时，改善幅度最多约为
3%[2]。这说明，排名误差还会通过分档和抽签影响后续赛程，因此不同群体之
间的实力校准具有实际意义。
本文采用 Bradley–Terry模型，根据比赛胜负估计对象的相对实力参数 [3, 4]。

在该模型中，比赛胜率只取决于双方的实力差。如果把同一组所有对象的实力参
数同时平移一个常数，任何组内比赛的胜率都不会改变。因此，无论增加多少组
内比赛，都只能改善组内相对实力的估计，不能确定不同群体在共同实力尺度上
的位置。只有跨组比赛才能提供这部分信息。然而，跨组比较通常数量有限，安
排成本也更高。真正需要解决的问题并不只是增加跨组比赛，而是在给定预算下
决定哪些对象应当参赛，以及它们之间应当如何配对。
已有研究讨论了比较网络结构对参数估计误差的影响，也研究了如何选择

更有信息量的比较对象 [5, 6]。这些工作说明，比较次数相同时，不同网络结构
可能产生不同的估计精度。本文关注其中一个更具体的情形：两个群体内部已经
积累了较充分的比较结果，但群体之间只有少量比赛；此时需要估计的主要未知
量，是两个群体在共同尺度上的相对位置。Sziklai等人的研究将赛前排名噪声作
为给定条件，而本文进一步考察这种噪声的一类来源，即跨组比赛不足造成的群
体均值偏移，并研究如何通过设计少量跨组比赛减小这一误差。
为此，本文将两组平均实力参数之差作为组间校准参数，并使用带岭惩罚项

的最大似然法估计全部对象的实力。我们先比较随机桥接、均匀覆盖随机匹配、
头部集中桥接和分位同位桥接四种简单方案，分析参赛范围与配对方式对估计
结果的影响。随后，本文以组间均值差的 c–最优准则评价跨组赛程，并借助信
息拉普拉斯矩阵和 Thomson最小能量原理，将原本涉及全部对象的赛程评价转
化为只涉及跨组边的低维矩阵计算 [7, 8, 9]。在此基础上，我们构造逐边选择与
局部替换算法，以较低的计算成本搜索跨组赛程。模拟实验同时考察组间均值差
误差和跨组两两排序准确度；在能够穷举全部赛程的小规模情形下，该算法所得
准则值与全局最优值的相对差距不超过 5%。这些结果说明，在跨组比赛数量受
限时，合理选择参赛对象和配对方式可以减少群体之间的系统性误差，并为后续
的总体排名和种子分档提供更可靠的依据。
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下文第2节给出问题设定、数据背景和评价指标；第3节介绍四种简单赛程及
蒙特卡洛模拟；第3.3节分析预实验结果；第4节推导赛程的信息评价准则并构造
选边算法；第5节比较不同方案，并检验算法所得准则值与全局最优值的差距。
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2 问题设定与模型建立

2.1 组内相对实力与组间实力差

设两个互不重叠的群体为 A和 B，每组包含 n个对象。对象的实力参数记
为 θ，数值越大表示实力越强。令 A、B两组的平均实力分别为 µA, µB，则可以
把每个对象的实力参数写为：

θAi = ηAi + µA, θBj = ηBj + µB. (1)

其中 ηAi 和 ηBj 分别为中心化后的组内相对实力参数，定义如下：∑
i∈A

ηAi =
∑
j∈B

ηBj = 0. (2)

因此，两个跨组对象的实力差为

θAi − θBj = ηAi − ηBj +∆µ, (3)

其中 ∆µ = µA − µB。
我们把跨组对象对视为连接两组的边，所选赛程记为M ⊆ A×B，M 即为

代表跨组赛程的边集。若共有 K 场跨组比赛，则元素数 |M | = K。

2.2 比赛模型与实力估计

我们采用二元 Bradley–Terry模型来模拟每场比赛的结果 [3, 10]，只有胜负，
没有平局。对于两个对象 i, j，设 Yij = 1表示 i获胜，Yij = 0表示 j 获胜，

pij = P(Yij = 1 | θ) = 1

1 + exp[−(θi − θj)]
=

αi

αi + αj

, (4)

其中 αi = eθi。给定各个对象的实力参数后，各场比赛可以独立生成结果。双方
实力相同时各有一半胜率。实力差越大，强者获胜的概率越高。该场比赛的对数
似然可以写为

ℓij = ln
[
pij

Yij(1− pij)
1−Yij

]
= Yij ln pij + (1− Yij) ln(1− pij) (5)

令考虑范围内所有对象（假设有m个）的实力参数向量为 (θ1, θ2, . . . , θm)
T。

由于所有实力参数同时平移不会改变对比赛结果的预测，我们规定 1Tθ = 0。其
中 1是元素全为 1的列向量。因此对比赛集合 E，总对数似然为

ℓ(θ;E) =
∑

(i,j)∈E

[Yij log pij + (1− Yij) log(1− pij)] . (6)

估计 θ̂ 时应当使总对数似然最大。但是在比赛数较少的情况下，若某个对象出
现了全胜或者全负的战绩，那么让总对数似然取最大值将会导致该对象的估计
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实力参数发散至无穷。因此我们需要加入惩罚项以避免这种情况：

θ̂ = argmax
1Tθ=0

{
ℓ(θ;E)− λ

2
∥θ∥22

}
. (7)

其中 λ
2
∥θ∥22为岭惩罚项。在本文中我们使用 λ = 0.1。
我们假设整个赛程分为两个阶段：组内比赛与组间比赛。首先我们得知组内

比赛的所有结果后可以用式 (7)估计出各个组内的中心化实力参数 η̂A, η̂B 及组内
预排名。然后我们一次性分配完全部 K 场跨组比赛。在这些比赛结束后，将所
有组内与跨组比赛结果合并，按式(7)重新估计出各个对象的总体中心化实力参
数。

2.3 真实数据所反映的情景

我们使用公开男足国家队比赛数据库中的比赛记录及点球决胜记录 [11]，提
取 2016–2025年的成年男子国家队赛事。筛选时排除友谊赛，以及任一方不在程
序所列 FIFA会员球队名单中的比赛，并按名单中的洲际归属将队伍归类至各个
足联。由于我们的二元 Bradley–Terry模型只能模拟胜负，因此我们将最终未分
出胜负的平局予以剔除，而比分相同但经点球决胜的比赛保留，按点球获胜方记
为胜者。图1统计这一范围内的洲内和跨洲比赛数量。

图 1: 2016–2025年正式男足国家队赛事的洲际足联比赛数量矩阵

注：矩阵的行和列表示各洲际足联。对角元表示同一洲际足联内部的比赛数量，非
对角元表示不同洲际足联之间的比赛数量。颜色越深表示比赛数量越多。

图中对角元明显大于多数非对角元，说明国家队更多地在本洲内部比赛。以
比赛数量较多的 UEFA、CAF和 AFC为例，可以看出一个洲与另外某个洲的洲

4

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



间比赛数与洲内比赛数的比值大致为 0.01量级。我们在后续进行的蒙特卡洛模
拟中设置 A、B两个组，每个组各有 n = 50个对象，并令每个组内都完成了一
遍单循环比赛，即每个组内部比赛数为

(
50
2

)
= 1225。相应地，我们设置跨组比

赛数为 K = 1, . . . , 50，分别模拟每个 K取值下的情况以研究增大跨组比赛数对
估计总体排名的效果。
同时，我们可以利用这些比赛数据估计各洲球队实力参数的经验分布。考虑

到球队实力会随时间变化，本文选取 2022–2025年即一个世界杯周期内的正式
比赛。估计时将全部球队纳入同一个比较网络，并按式 (7)使用 λ = 0.1的岭惩
罚最大似然法联合估计各队的对数相对实力。图 2展示全部球队的估计结果及其
在六个洲际足联中的分布。

图 2: 2022–2025年正式男足比赛的各队伍实力参数分布

注：直方图表示估计所得对数相对实力 θ̂ 的经验分布。全部球队在同一个比较图上统一估计，并对
全体球队的对数相对实力减去总体均值。

从图中可以看出各足联内部的实力参数分布大致呈单峰分布。因此，我们
使用正态分布以简化我们的模型。虽然 AFC的足联内部实力参数分布为双峰分
布，但双峰分布中涉及的参数过多，不方便用统计量表述总体排名准确度，因此
本文中我们不予考虑。
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我们在后续的蒙特卡洛模拟中先按照如下方式生成各个对象的真实实力参
数：

θAi =
δ

2
+ zAi , θBj = −δ

2
+ zBj , zAi , z

B
j ∼ N(0, 1), (8)

值得注意的是这里 δ是初始化参数时的组间中心差，而∆µ是一次模拟中实际生
成的两组均值之差，满足 ∆µ ∼ N(δ, 2/n)。

2.4 评价指标与主要符号

令最终估计的组间均值差为

∆̂µ =
1

n

∑
i∈A

θ̂i −
1

n

∑
j∈B

θ̂j, (9)

则对该值的估计误差为 Eµ = |∆̂µ − ∆µ|。由于我们假设组内实力参数分布是正
态的，因此在估计两组合并后的总体排名时可以用 Eµ 代表排名准确度。因此，
我们在评估估计结果时考察的主指标为 Eµ 的平均值 Ēµ，数值越小代表估计越
准确。为了更直观地呈现预测精确度，我们也给出两两排序的准确度 Across这一
辅助指标。令 dij = θAi − θBj ，d̂ij = θ̂Ai − θ̂Bj ，则

Across =
1

n2

∑
i∈A

∑
j∈B

1{dij d̂ij > 0}. (10)

其中 1{dij d̂ij > 0}在 dij d̂ij > 0时取 1，其他时候取 0。

表 1: 主要符号及其在研究中的作用

符号 含义

n,K,M 每组对象数、跨组比赛预算、所选跨组边集合

θi, ηi 对数实力、相对本组均值的偏离

δ 模拟生成分布的中心差

∆µ, ∆̂µ 实际组间均值差及其估计

λ 最终实力估计中的岭惩罚项系数

3 蒙特卡洛模拟预实验
我们先使用预实验比较四种容易实施的跨组赛程，定性分析什么样的跨组

比赛安排能够帮助我们更精确地估计出总体排名。

6
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3.1 四种简单的赛程构造方案

令 a(r), b(r)分别为两组预排名第 r的对象，排名越靠前表示估计实力越强。
为使参赛对象近似均匀地覆盖各个排名位置，取

rk =

⌊
(k − 1/2)n

K

⌋
+ 1, (11)

其中 k = 1, . . . , K。当 K ≤ n时，这些位置互不相同。四种策略均安排 K 个不
同的跨组对象对，并在跨组比赛开始前确定全部赛程。

表 2: 预实验中的四种跨组桥接策略

策略 安排方式

随机桥接 R 从全部 n2 个跨组对象对中无放回地均匀抽取 K 对；同一对象
可以多次参赛。

均匀覆盖随机匹配 C 两组各选式(11)中的 K 个位置，再随机排列一侧对象进行一一
配对。

头部集中桥接 T 从两组预排名前 10名构成的 100个对象对中，无放回地均匀抽
取K 对。

分位同位桥接M 选择与 C相同的对象，直接安排 a(rk)对阵 b(rk)。

C与 M使用完全相同的参赛对象，因此它们的差别直接反映匹配方式的作
用。T把比赛集中到较强的对象，R则提供不参考预排名信息的完全随机参照。

3.2 模拟过程

每次模拟按式(8)生成两组实力，再为每组生成完整单循环赛果。组内相对
实力参数估计和最终的全体实力参数估计均取 λ = 0.1。跨组比赛数采用 K =

1, 2, . . . , 50。δ的取值为 {0, 0.5, 1}，对每个 δ独立生成 5000次模拟样本，每次样
本用于全部 50个跨组比较数和四种策略。因此，每个 (δ,K)情景下均有 5000次
重复。
四种策略共享同一次模拟的真实实力、组内比赛和潜在跨组赛果。这样，某

种策略误差较小就不会只是因为它恰好遇到了另一批更容易估计的对象。每种
赛程完成后重新将两组中的所有对象共同使用带惩罚项的最大似然法估计，并
记录每次模拟得到的 Eµ和 Across。
蒙特卡洛模拟的单次重复算法可见于附录A。
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3.3 预实验结果与分析

图 3: K = 1, . . . , 50时四种跨组桥接策略的二元 Bradley-Terry模拟结果

注：上排表示跨组排序准确率 Across，数值越大表示估计表现越好；下排表示组间平均实力差绝对误差
Eµ，数值越小表示估计表现越好。三列依次对应 δ = 0、0.5和 1。不同颜色和标记表示不同的跨组桥
接策略，各点及其连线表示 5000次独立蒙特卡洛模拟结果的均值。

图3表明，跨组比赛的数量和配对方式都会影响估计。对于中心差不为零的
情景，随着比赛数增加，均值差误差总体下降，跨组排序准确率逐渐提高；预算
较大后，改善幅度趋缓。
分位同位桥接总体表现较好，可以作为后续方法的比较基准。它与均匀覆盖

随机匹配选择相同的参赛对象，只改变对手的配对方式。两者的差异说明，即使
参赛范围已经确定，怎样配对仍然影响校准效果。头部集中桥接没有表现出稳定
优势，尤其在组间差距较大时，仅安排两组强者交手并不利于估计两组整体相差
多少。
中心差为零时，误差在最初几场比赛后先上升，再逐渐下降。这与岭惩罚项

把组间均值差向零收缩有关：跨组信息很少时，收缩后的估计恰好接近该情景
的生成中心；增加少量赛果后，随机胜负会使估计偏离零附近；待比赛进一步积
累，误差才逐渐减小。

4 基于 c-最优准则的跨组赛程设计
预实验比较了四种较为简单的跨组赛程设计方式，本节我们进一步研究如

何求出最优的赛程安排。我们先建立赛程的信息评价标准，再降低计算这一标准
的成本，最后给出逐边选择与局部替换的高效算法。
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4.1 设计目标：c-最优准则
前文中所定义的组间平均实力差可以重写为

∆µ = θA − θB = cTθ, c =

(
n−11A

−n−11B

)
. (12)

利用这一点，我们可以使用 c-最优准则以将 ∆µ估计得尽量精确。
令 A、B两组共 2n个队伍的实力参数向量为 θ0 = (θA1 , . . . , θ

A
n , θ

B
1 , . . . , θ

B
n )

T，
L(M ;θ0)为加入跨组边集合M 后的 Fisher信息矩阵。则 c–最优设计要求

Ψc(M ;θ0) = cTL(M ;θ0)
+c, (13)

M∗
K(θ0) ∈ argmin

M⊆A×B
|M |=K

Ψc(M ;θ0). (14)

其中 L+表示Moore–Penrose广义逆，Ψc是需要尽量取到最小值的 c-最优准则函
数。需要注意岭惩罚项 λ仅用于保障数值模拟稳定，并非比赛提供的信息，故不
计入 L。

4.2 单场信息与信息拉普拉斯矩阵

对一个比赛边 e = (i, j)，令 he = ei − ej，并记实力差 de = hT
e θ0。若 Ye = 1

表示 i胜，则

pe = P(Ye = 1 | θ0) =
ede

1 + ede
, (15)

单场对数似然可以写为

ℓe(θ0) = ln
[
pe

Ye(1− pe)
1−Ye

]
= Yede − ln(1 + ede)

= Yeh
T
e θ0 − ln

(
1 + eh

T
eθ0
) (16)

对 θ求导，得到
∇ℓe = (Ye − pe)he, (17)

∇2ℓe = −pe(1− pe)heh
T
e . (18)

按照 Fisher信息矩阵的定义 [7, 8]，单场比赛的信息矩阵为

−E∇2ℓe = pe(1− pe)heh
T
e . (19)

记 we = pe(1 − pe)是该场比赛提供的信息量，可得 we ≤ 1/4，等号仅在 de = 0

时成立。因此双方实力越悬殊，比赛结果越可预测，但其对实力差的局部辨识能
力越弱。由于在计算 de时需要知道∆µ，因此我们可以给定一个其预估值 x0，在
计算中使用它为组间均值差。
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独立比赛的信息可以相加，所以全部比赛的信息矩阵为

L(M ;θ0) =
∑

e∈Ewithin∪M

weheh
T
e . (20)

每一项 weheh
T
e 都是单边加权拉普拉斯矩阵，权重为 we，故 L1 = 0。在约

束 1Tθ = 0下，L在 1⊥ 上的广义逆即为 L+。由此可以按照前述 c–最优准则搜
索最优的 K 条跨组边。然而，候选边集共有

(
n2

K

)
个，且每次均需处理 2n × 2n

矩阵 L(M ;θ0)，导致总计算量不在可算范围内。下文中我们将给出降低计算量
的方法。

4.3 简化 Ψc的计算

直接评价赛程需要处理 2n× 2n的信息矩阵。由于在改变跨组赛程的时候只
会改变 K条边的选法，而原本已经完成的组内比赛不会再改变；因此，根据数
学直觉，在寻找最优的跨组赛程时每种方案下应当只需重新组合并计算 K ×K

的矩阵，而非 2n× 2n的矩阵。顺着这一思路，我们利用信息拉普拉斯与电网络
拉普拉斯的对应关系，可以先将 c–最优准则写成电网络中的最小耗散功率问题，
再利用两组的结构将计算转化为仅涉及 K 条跨组边的二次型。
首先固定实力参数向量 θ0与赛程M，并简记 L = L(M ;θ0)。设增加跨组边

后的整体比较图联通，各边的信息权重 we = pe(1− pe) > 0。将每条比赛边任意
定向，定义节点–边关联矩阵 B：每一列在该边起点处为 1、终点处为 −1，其余
位置为 0。令W = diag(we)，则

L = BWBT. (21)

因此，可以将比较图视为以 we为电导、1/we为电阻的电网络。用向量 f 表示各
边的电流，用向量 z表示外部向各节点的净注入电流，其中正值表示注入、负值
表示取出。节点电流守恒条件为 Bf = z，电网络上的总能量耗散功率为

E(f) =
∑
e

f 2
e

we

= fTW−1f . (22)

Thomson最小能量原理指出：在满足给定节点净注入的所有可行流中，由欧
姆定律与节点电流守恒共同确定的电流使总能量耗散功率最小 [9]。对于连通图
及任意满足 1Tz = 0的净注入电流向量，其矩阵形式为

min
Bf=z

fTW−1f = zTL+z. (23)

这与 c-最优准则要最小化的目标形式相同。因此我们取

z = c =

(
n−11A

−n−11B

)
. (24)
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这表示从 A组每个节点注入 1/n单位电流，从 B组每个节点取出 1/n单位电流，
总注入量与总取出量均为 1。由于 1Tc = 0，由式(23)得到

Ψc(M ;θ0) = cTL+c = min
Bf=c

fTW−1f . (25)

由此，赛程的 c–最优评价值恰好等于上述指定注入方式下的电网络最小总耗散
功率。
下面将这一最小能量耗散功率表示应用于两组比较图：先固定跨组边上的

流量，分别求出两组内部实现剩余净注入所需的最小耗散功率，再对跨组流量求
最小值。这样即可消去组内边的流量变量，得到在跨组边上计算 Ψc的公式。
令 LA, LB为两组内部的信息拉普拉斯矩阵，并且假设两组内部图各自连通。

设跨组边集为

M = {(ik, jk) : k = 1, . . . , K}, ik ∈ A, jk ∈ B,

并定义端点矩阵与跨组权重矩阵

SA = (eA
i1
, . . . , eA

iK
), SB = (eB

j1
, . . . , eB

jK
), DM = diag(we1 , . . . , weK ). (26)

我们把跨组边定向为从 A 组指向 B 组，用向量 x 记录各条跨组边的流量，则
SAx, SBx分别汇总每个参赛端点承载的流量。
由于 A组总注入为 1，跨组流必须满足 1T

Kx = 1。固定 x后，两组内部尚需
分配的净注入分别为

zA = n−11A − SAx, (27)

zB = SBx− n−11B. (28)

由 Thomson最小能量恒等式，跨组边与两组内部的最小耗散功率之和为

EM(x) = xTD−1
M x+ zT

AL
+
AzA + zT

BL
+
BzB

= xT (D−1
M + ST

AL
+
ASA + ST

BL
+
BSB

)
x.

(29)

第二个等号使用了 L+
A1A = L+

B1B = 0以化简。将括号中的矩阵记为

QM = D−1
M + ST

AL
+
ASA + ST

BL
+
BSB. (30)

这样，给定跨组流量时的最小耗散功率就是 xTQMx。我们只需进一步在总流量
为 1的约束下选择跨组电流向量 x，便可将 Ψc转化为：

Ψc(M) = min
1T
Kx=1

xTQMx.
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由于 QM 的表达式中 D−1
M 正定，后面两项半正定，因此 QM 正定。故上述

约束最小化问题有唯一的最小值点。用拉格朗日乘子法可得达到最小耗散功率
的跨组电流为

x∗
M =

Q−1
M 1K

1T
KQ

−1
M 1K

, (31)

对应的最小总耗散功率为

Ψc(M) = x∗T
MQMx∗

M =
(
1T
KQ

−1
M 1K

)−1
. (32)

详细步骤见附录B。
这个公式保留了完整的信息准则。预先算好 L+

A, L
+
B 后，评价一个赛程只需

计算 K ×K 的矩阵 QM 并求逆。
式(30)还解释了选边时需要兼顾的因素。第一项反映跨组比赛本身的信息；

后两项反映信息如何经过两组内部网络到达参赛端点。若一个对象在组内的实
力位置尚不稳定，即使安排它与实力接近的对手比赛，也不一定是最有价值的选
择。多条边共同使用哪些端点同样会影响整个赛程的效果。
该降维方法可以使 n较大而 K 较小的情景变得可算，从而求出跨组赛程的

最优解。然而，若 n与 K都较大，该方法依旧需要面临
(
n2

K

)
种跨组边集导致的

巨大计算量。因此在下文中我们继续优化方案，给出一种高效且能够接近最优解
的算法。

4.4 逐边选择与局部交换算法

我们使用如下的贪心算法：先每次加入一条使信息增加最多的边，选完全部
K 条边后再对已选边作局部替换以不断接近最优解。
只有一条跨组边时，式(32)直接给出

Ψc({(i, j)}) = w−1
ij + (L+

A)ii + (L+
B)jj. (33)

首场比赛选择使右侧最小的对象对，兼顾比赛本身的信息与两名对象的组内定
位精度。
当目前已有 m条边，下一条候选边为 f = (if , jf )时，加入它后的矩阵写为

QM∪{f} =

(
QM qf

qT
f qff

)
, (34)

其中

qf = ST
AL

+
Ae

A
if
+ ST

BL
+
Be

B
jf
, (35)

qff = w−1
f + (L+

A)if if + (L+
B)jf jf . (36)
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令 sf = qff − qT
f Q

−1
M qf > 0，af = Q−1

M qf，并定义 TM = 1/Ψc(M)。则分块矩阵
求逆公式给出

Q−1
M∪{f} =

(
Q−1

M + s−1
f afa

T
f −s−1

f af

−s−1
f aT

f s−1
f

)
. (37)

分别在等式两侧的左右两边乘以全 1向量，便可得到

TM∪{f} = TM + Γf , (38)

其中

Γf =
(1− 1T

mQ
−1
M qf )

2

sf
. (39)

所以，每一步选择 Γf 最大的未选边，就使当前这一步的 c–信息增加最多。
选满 K 条边后，依次尝试用一条未选边替换当前边。只接受降低 Ψc 的替

换，并重复扫描，直至一轮中没有改善。但需要注意，这个方法得到的是不能通
过单边替换继续改善的赛程，无法保证全部 K 条边的组合全局最优。

输入组内估计的相对实力参数与组间均
值差 x0，并计算组内信息矩阵 LA 与 LB

按首场比赛公式选择第一条边

逐次加入信息增量 Γf 最大的边，直到达到预算 K

扫描所有单边替换方案，只保留使 Ψc 下降的修改

完整一轮无改善后停止替换，执行赛程并根据结果估计实力

图 4: 固定信息设计的计算与执行流程。

5 结果
固定赛程需要给定预测均值差 x0，以计算跨组边的权重。有时我们可以根

据过往经验等得知 δ，并取 x0 = δ。在这种情况下，图5比较逐边选择与局部替
换方案和分位同位桥接的平均绝对误差 Ēµ。
当 δ = 0时，两条曲线基本重合，说明两组整体实力接近时，分位同位桥接

已经能够安排较多实力相近的对手。随着中心差增大，逐边选择与局部替换的误
差逐渐降低得更快；在 δ = 1时，两种方案的差别最为明显。

逐边选择与局部替换能够持续降低 Ψc，但这一过程本身不能保证得到全局
最优赛程。为检验算法给出的赛程安排是否接近最优解，我们在 (n,K) = (8, 4)

和 (10, 5)下各生成 100个实例，并对每个实例穷举全部可行的跨组赛程。图6和
13
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图 5: 两种桥接方案的组间均值差估计误差。

图7以穷举得到的全局最优值 Ψ∗
c 为横轴，以两种方案得到的 Ψc为纵轴。点越接

近参考线代表方案越接近全局最优。

图 6: (n,K) = (8, 4)时两种方案与全局最优值的比较。

可以看出两张图中的蓝色点几乎贴近 Ψc = Ψ∗
c 的参考线。所有模拟结果得

出的 c-最优准则值 Ψc与最优解对应的 Ψ∗
c 的相对差距均不超过 5%。而分位同位

桥接方案得到的数据点则更分散，并显著偏离最佳方案参考线。由此可见，逐边
选择与局部替换算法虽然没有全局最优保证，但通常能找到非常接近全局最优
的赛程，显著提高对总体排名的预测精确度。
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图 7: (n,K) = (10, 5)时两种方案与全局最优值的比较。

6 结论
本文研究了跨组比赛预算有限时的组间实力校准与赛程设计问题。我们以

两组平均对数实力参数之差为主要估计目标，使用带岭惩罚项的最大似然法估
计实力参数，并比较了四种简单的跨组赛程。在此基础上，本文引入 c–最优准
则，借助 Thomson最小能量原理将赛程评价转化为只涉及跨组边的低维矩阵计
算，进而构造逐边选择与局部替换算法。
模拟结果表明，两组整体实力接近时，分位同位桥接已经能够取得较稳定的

估计；随着组间差异增大，根据信息准则调整对阵可以进一步降低组间均值差的
估计误差。在能够穷举全部赛程的小规模情形下，逐边选择与局部替换算法所得
的信息准则值接近全局最优。跨组比赛的效果由比赛数量、参赛对象和配对方式
共同决定。增加跨组比赛数通常能够减小组间均值差误差，但边际改善会逐渐减
弱；在本文的模拟设定中，当 Ēµ 接近 0.2后，继续增加比赛带来的下降已不明
显。
为了说明这一误差在足球排名中的数值尺度，可以将 Bradley–Terry模型的

对数实力参数换算为 Elo分值排名。根据 Sziklai等人在研究排名噪声与种子编
排时采用的二元 Elo胜率公式，我们可以得到组间均值差的平均绝对误差在 Elo
分数的尺度上对应为 Ēµ,Elo ≈ 174Ēµ。例如，Ēµ = 0.2对应为 Ēµ,Elo ≈ 35。表 3给
出目前各个足球国家队的 Elo分数 [12]。从表中可以看出 35的 Elo误差对世界
排名产生的误差可以达到 3位以上。而 1998-2022年世界杯采取按照世界排名每
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8个队伍分为一档的方式避免高排名队伍过早相遇，2026年世界杯采用每 12个
队伍分为一档 [13, 14, 15]。由此可见，35的 Elo误差足以改变部分队伍的档位，
从而影响种子保护机制的效果，进而影响最终比赛结果。我们计划在日后继续研
究该误差具体如何影响比赛结果。

表 3: 男足国家队 Elo世界排名第 10–29名

排名 国家队 Elo 排名 国家队 Elo

10 比利时 1947 20 土耳其 1852
11 瑞士 1928 21 乌拉圭 1841
12 墨西哥 1913 22 奥地利 1821
13 德国 1907 23 塞内加尔 1816
14 摩洛哥 1901 24 巴拉圭 1814
15 日本 1888 25 澳大利亚 1794
16 克罗地亚 1881 26 乌克兰 1780
17 厄瓜多尔 1871 27 俄罗斯 1772
18 丹麦 1869 28 尼日利亚 1767
18 意大利 1869 29 伊朗 1764

注：数据来源于World Football Elo Ratings[12]。网站页面标注的评级日期为 2026年 9月
11日。丹麦与意大利分值相同，并列第 18名，因此没有第 19名。

此外，本文将各组内部的实力参数简化为正态分布，而真实分布可能具有双
峰或偏态等特征。我们也计划在未来继续研究不同的分布模型会对结果有什么
影响。
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附录 A 单次蒙特卡洛重复的算法

对于固定的 (δ,K)，一次蒙特卡洛重复按照以下顺序进行：

1. 按照正文的数据生成模型生成两个群体共 100个对象的真实对数实力，并
记录真实组间平均实力差；

2. 为两个群体分别生成完整单循环比赛结果，并根据组内比赛结果拟合组内
模型、形成两组预排名；

3. 为全部 n2 个潜在跨组对象对预先生成比赛结果，使四种策略在同一次重
复中共享相同的真实实力、组内比赛和潜在跨组比赛结果；

4. 按照表2为每种策略构造 K 条桥接边，并读取相应的跨组比赛结果；

5. 合并组内比赛和跨组比赛，根据正文的正则化 Bradley–Terry估计拟合总体
排名。

6. 计算组间平均实力差绝对误差和跨组排序准确率。

7. 记录每种策略在同一次重复中的评价指标，完成全部重复后输出各情景的
均值。

对每个 δ独立生成 5000次模拟样本，同一次样本用于全部K = 1, . . . , 50和
四种策略。因此，每个 (δ,K)情景均有 5000次重复，不同预算共用同一批样本。
正文曲线报告蒙特卡洛均值。

附录 B 桥流二次型约束最小化的证明

由于 QM 正定，考虑在约束 1T
Kx = 1下最小化 xTQMx。取拉格朗日函数

G(x, λ) = xTQMx− 2λ(1T
Kx− 1). (B.1)

对 x求导并令其为零，得到

QMx = λ1K , x = λQ−1
M 1K . (B.2)

代入约束 1T
Kx = 1，再利用 QMx∗

M = λ1K，依次得到

λ =
(
1T
KQ

−1
M 1K

)−1
, (B.3)

x∗
M =

Q−1
M 1K

1T
KQ

−1
M 1K

, (B.4)

x∗T
MQMx∗

M = λx∗T
M 1K =

(
1T
KQ

−1
M 1K

)−1
. (B.5)

由于目标函数严格凸，上述驻点即为唯一最小点。
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致谢
本文的研究内容主要源自于我们的兴趣爱好。观看 2026美加墨世界杯的同

时我们也意识到随着参赛队伍由先前的 32支队伍到现在的 48支队伍、再到 2030
年世界杯可能扩充至的 64支队伍，比赛可能会迎来更多“黑马”，提高比赛的不
确定性。因此最初我们计划研究新的世界杯赛制相比于过往的赛制会对结果造
成什么影响。在阅读相关文献时我们得知世界杯的“种子保护机制”——即根据
世界排名来分组从而防止强队过早相遇的机制——的效果对世界排名的噪声非
常敏感。我们还注意到，本届世界杯的最大“黑马”佛得角队在 2022-2025周期
内没有与非洲外的国家进行任何一场正式比赛，导致其在世界杯前的世界排名
67无法准确反映其真实实力。将个例扩展到群体后，我们意识到洲际比赛数量
远小于洲内比赛数量很可能会导致总体世界排名有非常大的噪声，并且这样的
问题不局限于足球运动，也不局限于国家队的排名，而是一个在各领域都非常普
遍的问题，因此解决这一问题至关重要。带着这样的想法，我们改变了原有的选
题，希望构建出一套方案，在较少数量的跨组比赛内尽量准确预测出各组内对象
的总体排名。在确定选题后几乎每天我们都会在图书馆或者咖啡店一起探讨研
究思路并学习需要补充的相关知识。
参赛的吴嘉豪同学有参与数学建模比赛的经历并取得了不错的成绩，在研

究初期给出将实际问题转化为数学模型的初步方案，并主要负责了数据获取、数
据分析、绘制图片以及撰写论文的第 2-4节部分。参赛的赵欣来同学则主要负责
最优策略的理论推导并撰写了论文的相关部分以及摘要、引言、结果。指导老师
陈婷静老师是我们在校内的数学竞赛老师，她对我们在学术写作规范与格式等
方面给予了专业指导，指导无偿。
起初我们较为顺利地建立了模型并将评价指标转化为 c-最优准则中的准则

函数 Ψc，但是很快意识到计算该函数的计算量过大，因此暂时陷入困境。后来
在视频https://www.bilibili.com/video/BV1Yqhwz9E9B/的启发下，我们意识
到对战网络与电路十分相似，可能可以利用电路的物理性质。顺着这一想法，我
们查询到关于 Thomson最小能量原理的矩阵形式的文献，并将其中给出的基本
结论应用到我们的模型上，成功降低了每种组合的计算量。而对于组合数过大的
问题，我们共同讨论并决定使用先逐边选择再进行局部替换的贪心算法，这样便
无需遍历所有可能的跨组比赛组合。
在此，我们由衷感谢陈婷静老师对我们论文写作的指导以及对我们研究的

支持。同时，我们也十分感谢我们在校内的统计老师鲁灏老师，为我们打下了坚
实的统计基础。
在研究过程中我们使用了 OpenAI 提供的 ChatGPT 5.6 模型作为辅助工具。

使用时间主要集中在研究初期的阅读文献阶段以及完成理论推导后的编写蒙特
卡洛模拟程序以及绘制图表阶段。在数据处理、程序调试和论文排版阶段使用较
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为频繁，通常根据处理结果进行多轮交流；在理论研究和论文写作阶段则根据实
际需要使用。具体用途如下：
1. 数据处理与程序编写：我们使用 AI协助整理研究所需的数据，并将我们确定
的实验步骤、计算方法和参数设置编写为 Python程序。AI还协助运行模拟、汇
总计算结果。研究问题、实验设计、方法选择和参数设定均由我们完成，AI生
成的程序及其输出也经过了我们的检查。
2. 语言润色与论文排版：在论文撰写过程中，我们使用 AI检查部分段落的语言
表达、术语使用和前后衔接，并根据建议自行修改和确定最终表述。AI还协助
我们处理公式编号、符号格式、图表位置、封面信息和其他 Overleaf排版问题。
3. 文献搜索与阅读：我们使用 AI辅助查找与研究主题相关的文献和资料，并对
部分概念、模型和文献内容进行初步解释。论文中实际使用的文献均由我们自
主查阅原文，并核对作者、题目、出处和具体观点后再决定是否引用。研究所使
用的数据来源和统计范围同样经过人工确认，不存在虚构文献或数据的情况。4.
图表制作与结果整理：我们使用 AI 将数据处理和模拟得到的结果绘制成图表，
并根据论文排版需要调整坐标轴、图例、颜色、图片尺寸和清晰度。AI还协助
检查图表、正文和公式之间的变量名称及编号是否一致。图表需要展示的内容、
采用的形式以及对图表结果的分析和解释均由我们确定。
5. 最终检查：我们还是使用 AI对我们的最终论文进行详细检查，包括错别字、
引用错误、符号定义错误等。我们在得到 AI给的反馈后逐一自行查看，并结合
AI给出的建议进行适当修改。
所有由 AI辅助生成或修改的代码、文字、公式和图表都经过了我们的核对与修
改。论文最终内容由我们审核确认，我们对研究的真实性、准确性和学术规范承
担全部责任。
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