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热表面扩散液膜厚度的空间分布及时间演化

的光学测量

况宇晨

北京师范大学附属实验中学

摘要附图：受热金属表面上的油膜向外流动。左：加热后油自中心向四周铺展，摊成一层

薄膜；右：同一过程在反射式干涉光路下呈现的同心干涉环。

摘要

受热金属表面上聚集的油液会自加热中心向外铺展，并逐渐形成薄液膜，这一

流动主要由温度梯度引起的表面张力梯度驱动。尽管这一现象的基本机制及润滑

近似下的薄膜演化方程已有较成熟的理论描述, 实验方面的精确测量仍存在瓶颈：
液膜厚度仅为亚微米至微米量级且持续变化，以往实验多侧重于铺展前沿或基底

温度场的测量，难以直接获得膜厚的时空分布。本文针对不透明金属基底建立了反

射式双波长激光干涉测厚方法，并发展了两种不同的膜厚反演路径。第一种以连续

小波变换追踪干涉条纹的局部尺度与相位，经空间与时间解缠恢复膜厚变化。第二

钟以仅由合成干涉图训练的卷积神经网络，从单帧条纹图中回归局部膜厚梯度，再

经径向积分重建膜厚剖面。两种独立路径未以彼此结果相互标定，在同一组实测数

据上给出了相近的膜厚剖面形状与时间演化趋势；双波长通道用于交叉检验与测

量噪声估计。利用上述方法，本文在干涉条纹可稳定解析的环带区域内重建了热毛

细铺展后期油膜厚度的时空演化。该阶段膜厚沿径向总体单调增加，剖面随时间近

似整体减薄，局部减薄速率逐渐降低。我们将重建所得膜厚场与热毛细主导的约化

薄膜输运模型比较：以前半段实验数据确定模型参数后，模型无需重新标定即可外

推其后数十秒的膜厚演化，预测残差低于测量总不确定度。这表明所测膜厚场的时
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间演化与该模型自洽。本文表明，文明发展的反射式干涉方法，可在不透明受热基

底的可分析区域内实现非接触的动态膜厚场测量，其中神经网络解算路径可由单

帧完成反演。我们的工作为研究受热液膜的空间演化、输运与失稳过程提供了实验

基础，未来可以向干斑形成、三相接触线及显著非轴对称演化阶段进行拓展推广。

关键词：热毛细效应；马兰戈尼流；薄膜干涉；膜厚重建；小波变换；神经网络
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1 引言 3

1 引言

图 1 受热金属表面上食用油的向外流动。(a) 加热前，油滴聚成一团静止于金属板上；(b) 加
热后，油膜向四周铺展，中心区域明显形成浅凹状区域。

在日常生活中，我们常常能偶然观察到一些精妙而有趣的流体力学现象。例如在厨房里，当

你往一口底部受热的平底锅中倒入少许食用油时，原本聚成一团的静态油滴仿佛被某种无形的

力瞬间拉扯，从受热最强的中心迅速向四周退散铺开，在短短几秒内摊成一层极薄的油膜（图1）。
这种受热表面液膜的动态行为在工程实践与应用中也很常见：在喷雾冷却与高功率电子器件的

相变散热技术中，壁面液膜的微观厚度分布直接决定了局部换热系数的上限；在精密润滑与涂

布工艺中，由热致效应引发的液膜重新分布，往往是造成膜厚均匀性失控的常见来源 [1]。
驱动这一液体受热流动行为的核心机制是热毛细效应，也称马兰戈尼（Marangoni）效应。非

均匀加热在液膜中建立起温度场 T (r)，由于绝大多数液体的表面张力随温度升高而下降（σT ≡
dσ/dT < 0），液–气界面上随之出现表面张力梯度 ∇sσ = σT ∇sT。这一梯度以切向应力的形式

直接作用在自由表面上，将流体从高温中心拖向低温边缘，宏观上表现为油膜的向外铺展。在

薄膜极限下（膜厚 h0 远小于横向特征尺度 L，即 ϵ ≡ h0/L≪ 1，且 ϵRe ≪ 1），Navier–Stokes
方程可通过润滑近似降阶为关于膜厚 h(r, t) 的单一非线性演化方程，Oron、Davis 与 Bankoff
的综述文章 [2] 详细给出了这类长尺度演化方程的统一框架，其中重力、毛细力与热毛细驱动
以不同的非线性通量项并列出现。近年来，不同学者围绕温度梯度驱动的液体流动与马兰戈尼

对流开展了丰富的研究。理论与数值计算逐渐揭示了该对流在外场（如重力）环境下的动力学

失稳机制 [3]，以及在复杂非牛顿流体或含纳米颗粒体系中相变与传热的耦合特征；实验研究则
借助红外热像仪等手段细致刻画了受热表面温度场，并观测了宏观铺展前沿的标度律与有限时

间弛豫动力学 [4]。
然而，目前针对受热液膜向外流动的实验研究，测量对象仍主要集中于宏观铺展边界 R(t)

与基底温度场，缺少对膜厚分布的测量。膜厚场 h(r, t) 既是检验非线性流体输运方程与非平

衡热力学理论的直接观测量，也是表征工程应用中热传导极限与流体力学失稳过程的核心物理

量，例如干斑的成核位置及其演化速率。因此获取液膜厚度场 h(r, t) 的时空演化对于理解液膜

的非平衡动力学至关重要。尽管液膜铺展规律的理论框架已初步建立，液膜在实际非平衡演化

中的微观三维形貌仍缺乏直接的实验表征，如何准确获取 h(r, t) 的时空分布仍面临一系列实验

挑战。对于受热油膜而言，其初期的快速铺展在数秒内完成，随后进入持续数分钟的缓慢减薄

过程，在此过程中膜厚逐渐减薄至微米量级，目前的测量手段仍面临很多问题，比如接触式手
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2 油膜流动理论分析 4

段（探针、电容法）会直接扰动液膜的自由表面，影响其物理过程 [5]，而逐点扫描式的光学方
法（共聚焦、色散共焦、椭偏等）虽能达到所需的纵向精度，却依赖机械扫描逐点取数，完成

一次全场扫描通常需要秒至分钟量级的时间 [6]，因而难以记录某一时刻的三维形貌。
针对上述测量问题，薄膜干涉提供了一种即时的非接触的光学测量方法。近年来，薄膜干

涉观测已成功应用于等温及稳态的液膜研究。Muller 等用透射式单色干涉实时追踪了溶质马兰
戈尼流引起的液膜形变，证明干涉条纹可以作为膜厚变化的定量测量手段 [7]；Richter 等则用
三波长反射式干涉重建了铺展硅油滴的三维形貌，并借助多波长消除了单波长干涉固有的 2π

相位模糊，无需参考点即可确定绝对膜厚 [8]。因此，本文旨在建立适用于受热金属表面的反射
式干涉测厚方案，直接获得油膜向外流动过程中膜厚的时空演化 h(r, t)。该方案的核心思路是

利用薄膜表面与底面反射光相干叠加产生的光程差，将膜厚的空间变化精密映射为干涉条纹的

变化。针对大范围膜厚梯度和快速演化的特性，采用双波长反射光路分离彩色通道，并分别通

过连续小波变换的小波脊法提取相位，以及利用纯合成数据训练的神经网络直接回归局部厚度

梯度，实现膜厚的两种独立解算。通过分析薄膜干涉条纹的演化过程，即可实现高时空分辨的

二维瞬态膜厚场重建。

本文的结构安排如下：第 2 节从连续性方程与 Navier-Stokes 方程出发，基于薄膜润滑近
似推导受热油膜的理论演化方程，确立热毛细通量与膜厚的动力学过程。第 3 节详述双光束反
射干涉的光学原理及实验装置构型，并建立基于连续小波变换提取相位及神经网络辅助解算的

自动化动态条纹分析算法。第 4 节针对单帧的膜厚场作数值重建，并以两条独立解算路径的结
果一致性说明重建的可靠，然后分析给出膜厚场的时空演化，并与第 2节的理论过程进行比较。
最后，第 5 节总结本文的主要研究结果，并对更深入的热力学及流体物理延伸方向作出展望。

2 油膜流动理论分析
在本文研究的模型中，水平金属基板上铺展一层薄油膜，并从基板下方对油膜中心区域进

行局部加热（图 2）。基板加热在油膜内部建立起非均匀的温度场，中心温度最高并沿径向单
调下降。液体的表面张力随温度升高而下降，自由表面上的温度梯度随之转化为表面张力梯度。

液体表面的表面张力梯度产生沿自由表面的切向驱动力，并通过界面处的应力平衡传递至液体

内部，表现为液体内部的粘性剪切应力。该切向应力指向低温方向（即径向向外），并通过粘性

作用向膜内传递，在油膜内部驱动剪切流，由此产生热毛细对流，即马兰戈尼对流。这一剪切

流在膜厚方向上给出净的径向体积通量，使流体自加热中心向外输运，宏观上即表现为油膜的

向外铺展。而流体的重新分布改变了膜厚分布 h(r, t)，即中心区域因失去流体而减薄，外缘因

流体堆积而增厚。膜厚的空间变化使静水压 ρgh 与自由表面的 Laplace 压强 −σκ 在径向上产
生梯度，从而驱动出与热毛细流方向相反的回流。因此，油膜的实际演化由热毛细驱动与重力、

毛细回流之间的竞争决定。

2.1 薄膜厚度演化方程
本节参考 Oron 等 [2] 的理论框架，基于不可压缩流体的连续性方程与 Navier–Stokes 方

程，利用润滑近似在柱坐标系下推导受热油膜的厚度演化方程，并保留与本文实验条件相关的

各项。
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2 油膜流动理论分析 5

T Ts(r)

z = h(r, t)

油膜

金属基板
加热

z

r

τ =
∂σ

∂r

u(z)

回流

图 2 受热油膜的物理构型。基板中心受热，自由表面上的温度梯度转化为指向外侧的切应力，
在膜内驱动出剪切流，使流体自中心向外输运。

取金属基板上表面为 z = 0，z 轴垂直水平面向上，建立柱坐标系 (r, θ, z)，油膜自由表面记

为 z = h(r, t)。记基板上表面的温度分布为 Ts(r)，自由表面温度为 Ti(r, t) ≡ T (r, z = h, t)，环

境温度为 Tenv，膜的横向特征尺度为 L，膜厚量级为 h0，并记膜厚与横向尺度之比 ε ≡ h0/L。

为描述油膜的演化过程，作如下假设：(1) 温度场与厚度场均绕加热中心轴对称，即 ∂/∂θ = 0，

且角向速度为零；(2) εRe ≪ 1，惯性项相对粘性项可忽略，流体处于粘性主导的准稳态；(3)
薄膜近似 h ≪ L，因而 ∂/∂z ≫ ∂/∂r；(4) |∂h/∂r| ≪ 1，自由表面曲率可线性化；(5) 流体不
发生蒸发，液膜总体积守恒；(6) 黏度只随径向温度分布变化，可写为 µ = µ(Ts(r))；(7) 界面
洁净，不存在表面活性剂引起的溶质马兰戈尼效应。

基于上述条件与假设，系统连续性方程在柱坐标下取轴对称形式，

1

r

∂(ru)

∂r
+
∂w

∂z
= 0. (1)

在 r 方向上的动量方程忽略惯性项与大部分粘性项，仅保留主要的压力梯度与 z 方向粘性项，

∂p

∂r
= µ

∂2u

∂z2
. (2)

在 z 方向上的动量方程在进行同样约化后仅剩静水压平衡

∂p

∂z
= −ρg. (3)

相应的边界条件汇总于表 1。
在本文讨论范围内，表面张力随温度线性变化：

σ(T ) = σ0 − γ(T − T0), γ ≡ − dσ
dT > 0 (4)

在薄膜近似下膜内的横向导热相对纵向导热可忽略，温度沿 z 方向线性分布。联立表 1 中的基
板温度条件与牛顿冷却条件，得到自由表面温度演化，

Ti(r, t) = Tenv +
Ts(r)− Tenv

1 + Bi , Bi ≡ αh

kL
, (5)
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2 油膜流动理论分析 6

表 1 控制方程的边界条件。pa 为环境压强，kL 为液体导热系数，α 为油–气界面的对流换热
系数。

位置 条件 表达式

z = 0 无滑移与不可穿透 u = w = 0
z = 0 基板温度 T = Ts(r)

z = h 运动学条件
∂h

∂t
+ u

∂h

∂r
= w

z = h 法向应力 p = pa − σκ, κ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂h

∂r

)
z = h 切向应力 µ

∂u

∂z
=

∂σ

∂r

z = h 牛顿冷却 −kL
∂T

∂z
= α (Ti − Tenv)

其中 Bi 为以局部膜厚为特征长度的毕奥数。在本文所研究的参数范围内 Bi ≪ 1，因此可近似

取 Ti ≈ Ts。由于 Ti 依赖于局部膜厚，膜厚扰动会通过温度场反馈到热毛细应力，从而导致长

波失稳。但在 Bi ≪ 1 的条件下，该反馈效应较弱，对铺展过程的影响可以忽略，故下文不予

保留。

对控制方程作代数化简并代入表 1 的边界条件（推导细节见附录 A），可得膜内的径向体
积通量

Q(r, t) = −h
3

3µ

(
ρg
∂h

∂r
− σ

∂κ

∂r

)
− h2

2µ
γ
∂Ti
∂r

, (6)

式(6)中的 µ为局部黏度 µ(r, t)，其径向变化将在后文的约化中显式保留。第一项为重力与毛细

力驱动的通量，第二项为热毛细驱动的通量。注意到 γ > 0而加热中心处 ∂Ti/∂r < 0，热毛细项

为正，对应向外的输运，与实验观测一致。代入轴对称的质量守恒关系 ∂h/∂t = −r−1∂(rQ)/∂r

即得膜厚演化方程

∂h

∂t
= −1

r

∂

∂r

{
r

[
−h

3

3µ

(
ρg
∂h

∂r
− σ

∂κ

∂r

)
− h2

2µ
γ
∂Ti
∂r

]}
. (7)

2.2 膜厚演化方程的求解
热毛细驱动由基底建立的径向温度梯度决定。设基板厚度 d 远小于横向尺度，沿厚度方向

温度可视为均匀，中心半径 a 的加热面的有效功率为 Peff，且上下表面向环境散热，深度平均

后温升 ∆T ≡ T − Tenv 满足

ρcpd
∂∆T

∂t
= ksd

1

r

∂

∂r

(
r
∂∆T

∂r

)
− 2αs∆T. (8)

该方程的稳态解由修正 Bessel 函数 K0(r/ℓT ) 给出，ℓT =
√
ksd/2αs 为散热长度，αs 为基板

对环境的散热系数；忽略散热项时的瞬态解由指数积分 E1(r
2/4Dst) 给出，Ds 为基板热扩散

系数（见附录 B）。两解所含的散热系数 αs 与加热时间 t 均为难以独立确定的量，但它们并不
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2 油膜流动理论分析 7

进入热毛细驱动，对两解分别求导并在 a < r < min(2
√
Dst, ℓT ) 内展开，可得到同一结果

∂T

∂r
= −C

r
, C ≡ Peff

2πksd
, (9)

即温度梯度既与散热强度无关，也与温度场是否已达稳态无关。由于热毛细应力只依赖 ∂rT 而

不依赖温度的绝对值，温度场中未经确定的部分不再进入膜厚演化方程。以视场内任一参考半

径 r0 为基准并令 Tref ≡ T (r0)，

T (r)− Tref = C ln r0
r
. (10)

方程 (7) 的三项在本文的参数范围内并不同量级。以 h̄ 记膜厚量级、∆h 记剖面在分析域

内的落差、L 记横向特征尺度，三项通量之比为

Qgrav
Qtherm

∼ 2ρg h̄∆h

3γC
,

Qcap
Qtherm

∼ 2σ h̄∆h

3γCL2
. (11)

因此，在本文所研究的热毛细脊以内、膜面缓慢变化的观测区域中，膜厚演化主要由马兰戈尼

输运控制，重力和曲率压力均为高阶修正。同时由于二甲基硅油黏度会随温度变化而变化，故

在本文中，

µ(T ) = µ0 exp[−β(T − Tref)], (12)

我们将黏温因子保留以便判明其影响，其量级在 §4.4 讨论。主阶控制方程因而约化为

∂h

∂t
=

γ

2µ0r

∂

∂r

[
rh2eβ(T−Tref)

∂T

∂r

]
. (13)

上述近似仅适用于热毛细脊内部的平缓区域。当接近脊峰及其前缘时，膜厚的局部变化尺度显

著缩小，曲率梯度随之增强，毛细压力可能重新进入主导平衡，因此本文的约化模型不用于描

述热毛细脊的局部精细结构。将式 (10) 代入 (13)，黏温因子化为幂律 eβ(T−Tref) = (r0/r)
ν，

ν ≡ βC，方程闭合为
∂h

∂t
= − γC

2µ0

1

r

∂

∂r

[
h2

(r0
r

)ν]
. (14)

对化简后的方程进行数值求解，取初始剖面为半径 Ri、厚 h0 的液膜。该形状为数值上的便利

图 3 约化方程 (14) 的数值解。(a)–(c) 为 t = 30、60、90 s 时的膜厚剖面，虚线为初始剖面，
灰底标出加热斑半径 a = 1.5 mm，右端点线为热毛细脊峰位置。(d) 为四个固定半径处膜厚随
时间的变化。
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3 等厚干涉动态测厚方法 8

选择，不代表实验的初始状态。以平缓的帽状剖面替代后重新求解，中心减薄历程与脊峰位置

的差别在 2% 以内，说明在热毛细输运主导的区域，膜厚演化很快抹去初始形状的细节。结果
表明油膜中心快速减薄，内侧半径单调减薄、外侧先增后减，与图1 观测到的中心减薄、外缘
堆积在定性上一致。

3 等厚干涉动态测厚方法

3.1 测量原理
本文主要研究不透明金属作为基底的油膜受热流动，因此采用反射式干涉。单色光近垂直

入射至油膜，分别在油–空气界面与油–金属界面反射，两束反射光在像面叠加发生干涉（图 4）。
两束光的合成光强为

I = I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos(∆Φ). (15)

式 (15) 中两束光的强度比决定条纹的可见度

空气 n0 = 1

油膜 nL

金属基底

入射光

a b

θi

θt
h

图 4 反射式双光束干涉的光路。入射光在油–空气界面反射得光束 a，折射进入膜内、经油–金
属界面反射后穿出得光束 b；两束光的光程差由膜厚 h 决定。

V ≡ 2
√
I1I2

I1 + I2
, (16)

V 只改变条纹的对比度，不影响 ∆Φ 与位置的对应关系，因而不进入下文由相位反解膜厚的过

程，但它决定相位提取的信噪比。

其中垂直入射时两束光在膜内往返一次的光程差为 2nLh（nL 为油的折射率），计入两次

反射本身引入的相位突变之差 δ(λ) 后，总相位差为

∆Φ =
4πnLh

λ
+ δ(λ). (17)

对透明基底 δ(λ) 为 0 或 π；金属具有复折射率，其界面反射相移既非 0 亦非 π 且随波长变化，

故在此处，δ(λ) 为一个依赖波长的待定常数。
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3 等厚干涉动态测厚方法 9

式 (17) 说明相位差只通过膜厚依赖于位置，因此膜面上任一点的明暗完全由该处的局部
膜厚决定：每一条干涉条纹都是膜面上的一条等厚线，条纹图样即膜厚场的等高线图。相邻两

条亮纹之间的膜厚差为 λ/2nL，相邻明暗条纹之间则为

hλ =
λ

4nL
. (18)

条纹的疏密则反映膜厚的空间变化率，梯度陡处条纹密集、平缓处稀疏，相邻两条亮纹之间的

径向间距为

∆r =
λ

2nL|∇h|
. (19)

由图像得到的相位包裹在 2π 之内，解缠后得到连续相位场 Φu(r, t)，但整场仍共同相差一

个未知的 2π 整数倍 M。代入式 (17) 反解，膜厚可分解为

h(r, t) =
λ

4πnL
Φu(r, t)︸ ︷︷ ︸

hrel(r,t)

+
λM

2nL
− λ δ(λ)

4πnL︸ ︷︷ ︸
b0

. (20)

第一项 hrel 称为相对膜厚，完全由实测相位决定，不需任何标定；第二项 b0 含绝对级次 M 与

反射相移 δ(λ) 两个未知量，但与位置和时间均无关，因此

∂h

∂r
=
∂hrel
∂r

,
∂h

∂t
=
∂hrel
∂t

, h(r2, t2)− h(r1, t1) = hrel(r2, t2)− hrel(r1, t1). (21)

即膜厚剖面的形状、梯度及其随时间的演化均无需标定即可测得，满足刻画热毛细排液所需要

的全部信息。

为直观说明条纹图样与膜厚分布的对应关系，我们构造了三类具有代表性的虚拟膜厚场，

基于式 (15) 与 (17) 计算理论条纹，如图 5所示。楔形膜给出平行直条纹；抛物形凹陷给出同
心圆环，且圆环自中心向外逐渐加密；当剖面单调而梯度非单调时，条纹在梯度极小处明显变

疏。当膜厚随时间减薄时，条纹整体向外扩张扫过，如图 6所示，固定半径处的光强随之周期
性起伏，每一个周期对应膜厚改变 λ/2nL。因此膜厚的空间分布及其时间演化均可由条纹图样

中的相位变化获得，而相位的正确提取与解缠则对空间分辨率与采样帧率提出了明确的定量要

求，其推导与本文实验的取值列于附录 C。

3.2 实验装置与过程
实验装置如图 7 所示。基底为抛光的正方形 304 不锈钢板，厚度 1mm，边长10 cm，其下

方中心位置放置一枚铁钉，铁钉的上端与不锈钢板接触，下端置于电加热片上，通过铁钉将热

量传递至基底中心区域。铁钉端面与钢板的接触斑半径约 1.5mm，即式 (9) 中温度梯度形式所
适用区域的内边界 a。电加热片的功率由电源箱调节，实验中取 6-8W。
波长为 λR = 650 nm 与 λG = 532 nm 的两束激光经扩束准直后合束，光斑直径2.5 cm，通

过分束镜垂直入射照射基底，反射光由顺华利 SHL-500W 彩色相机记录，分辨率 1920× 1080，

帧率30 fps。相机的 Bayer阵列使两个波长分别落入红、绿通道，故两波长的条纹由同一段视频
分离得到。相机帧率经逐帧时间戳标定为 fcam = 30.06 fps；成像标定为10mm 对应 886px，即
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3 等厚干涉动态测厚方法 10
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图 5 三类膜厚场的正演条纹。上排为膜厚沿 y = 0 的剖面，下排为按式 (15)、(17) 算得的理
论条纹图。(a) 楔形膜给出平行直条纹；(b) 抛物形凹陷给出同心圆环；(c) 剖面单调而梯度非
单调时，条纹在梯度极小处变疏。三例取相同的波长与折射率。

图 6 膜厚随时间减薄时的条纹演化。上排为三个时刻的理论条纹图，条纹整体向外扩张，并
逐条自外边界扫出，总数随之减少；下排为固定半径（图中红圈处）的光强随时间变化，每经
过一个周期对应膜厚改变 λ/2nL。
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3 等厚干涉动态测厚方法 11

像元标度 ps = 11.3µm/px（±2%），下文凡涉及长度之处均按此换算给出实际尺寸。
实验中受热液体为二甲基硅油，牌号 PMX-200，室温黏度40 cSt。每次实验先清洁并干燥

基底，在中心滴加油液，静置至形状稳定后开启加热并同步录像。

图 7 实验装置。两束激光合束后经扩束镜准直，由 50:50 分束立方体折向下方，垂直入射至
不锈钢基底上的油膜；反射光经原路返回并透过分束镜，由物镜成像于彩色相机。基底下方以
铁钉作为点热源将电加热片的热量导入基底中心，基底置于 X–Y 位移台上用于样品定位。

3.3 干涉条纹的膜厚反演
在实验过程中干涉产生的条纹为等厚线，膜厚轴对称时等厚线为同心圆，故先拟合圆心并

沿方位角平均，把每帧降为一维剖面 I(r) = Ib(r)+ Im(r) cosΦ(r)，其中 Ib 为背景光强，Im 为

条纹振幅，Φ为待求相位。本节给出两条由 I 反解 Φ的途径，并按 §3.1的式 (21)换算为膜厚。
由式 (17)，相位的空间变化率 Φ′(r) = (4πnL/λ) ∂h/∂r，正比于膜厚梯度。由式 (19)，条

纹周期在本文的分析域内自中心向外跨越约一个量级，单一带通窗无法同时覆盖整段剖面，以

固定窗口处理全剖面的傅里叶变换法因此不适用。本文改用在每一位置自适应调整分析尺度的

连续小波变换。取 Morlet 小波 ψ(ξ) = π−1/4eiω0ξe−ξ2/2，其中 ω0 = 6[9]，有

W (r, s) =
1√
s

∫
I(r′)ψ∗

(
r′ − r

s

)
dr′. (22)

将 Φ 在 r 处线性展开，被积函数的振荡因子 exp{i[Φ′(r) − ω0/s]ξ} 使积分相消，除非 s =

s∗(r) = ω0/Φ
′(r)。s∗(r) 即与局部条纹频率匹配的尺度，数值上为 |W | 沿尺度方向的极大值位
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3 等厚干涉动态测厚方法 12

置，称为小波脊；其辐角给出包裹相位 [10]

Φ(r) = argW (r, s∗(r)). (23)

Morlet 小波零均值，背景项 Ib(r) 在变换中自动被抑制 [9]。包裹相位沿空间逐帧解缠后仍差一
个 2π 整数倍；帧率满足附录 C 的采样判据时相邻帧真实相位差远小于 π，取使帧间相位差最

小的整数倍即定出级次，将全段视频串为连续序列 ∆Φu，代入式 (21) 得

∆h(r, t) =
λ

4πnL
∆Φu(r, t), (24)

整个流程无需逐帧人工干预。

上述小波脊流程沿径向对相位作空间解缠，本质上是一次路径积分。解缠路径一旦在某个

相位奇点处跳错，其下游整片区域即整体偏移一个条纹，而在局部无从察觉；若实验中存在气

泡、灰尘等独立的闭合条纹系统，该方法会在一定范围内原理性失效。因此我们发展了第二条

不含全局路径积分的解算路径，通过卷积网络反演局部的膜厚梯度大小 |∇h|，该量由每个像素
邻域内的信息独立决定。测量局部条纹频率已有成熟的经典方法，但它们都假定图像为理想的

单分量条纹，而照明不均、机械抖动、离焦与探测器噪声等都会使经典估计产生偏差，且偏差的

形态依赖于伪影的种类，难以用一个统一的解析修正处理，因此这一步改由卷积网络完成：网

络在一个同时包含全部伪影且带有真值的数据集上学习从局部条纹图样到 |∇h| 的映射，不依
赖解析模型。网络所求解的是式 (19) 的逆问题：只要能在图像上逐点测出局部条纹周期，就能

图 8 数据集中典型案例及对应反演。上排是网络的输入（单帧干涉图），下排是网络的回归目
标（真值 = |∇h|）。横轴与梯度的长度单位均为降采样像元。

得到逐点的 |∇h|，无需任何时间信息，也无需跨越像素的相位累加。图 8 上排与下排的对应关
系满足该式，条纹最密的一幅（周期 6px）对应约 32nm/px 的梯度，条纹最疏的一幅（34px）
对应约 6nm/px，此处及本段以下的像元均指降采样像元。
网络的输入是单帧经背景标定与 Nd = 4 空间降采样后提取的 7 个空间通道，包括局部归

一化后的条纹、局部条纹幅度、经典解析信号给出的频率估计、条纹方向的两个分量、结构张

量的各向异性度，以及一个可靠性权重；输出为逐像素的 |∇h|。
由于薄膜干涉的正演是完备的，给定厚度场后式 (15) 与 (17) 即唯一确定条纹图样，我们
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3 等厚干涉动态测厚方法 13

因而能够生成任意多的、带有精确真值的训练样本。图 8 给出按条件挑选的典型样本，覆盖了
训练集在条纹密度、对比度、气泡与条带上的实际跨度。网络权重完全在合成数据上训练，从

未接触实测数据，也未作任何微调。

由 |∇h| 与上述符号得到梯度场后，再由积分还原厚度。合成数据上进行二维最小二乘积
分，所用变换为离散余弦变换（对应 Neumann 边界）；实测数据因近似轴对称，直接沿半径一
维积分。网络的输入特征定义、训练数据的生成、网络结构与训练流程，以及积分方案的数值

验证，均列于附录 D。

3.4 理论适用性检验

图 9 两类理论膜厚场的反演适用性检验。上排为真实膜厚剖面（黑实线）与由正演条纹经小
波脊法反演得到的膜厚（红色空心圆）；下排为两者之差（e = hinv − htrue）。

为检验上述两条反演路径的可靠性及其适用范围，我们将第 3.1 节中三类已知膜厚场正演
生成的理论条纹重新输入算法，与真值逐点比较。小波脊流程先利用轴对称性作方位角平均、化

为一维径向信号后再提取脊线，线性楔形膜不具备轴对称性，因而只有其余两类膜厚场可作为

该流程的输入。

对梯度单调的抛物形膜，反演与真值几乎重合，残差为数纳米量级的平滑周期起伏，来源

是小波尺度的离散化。对 h(r) 单调但 |∇h| 非单调的膜厚场，算法失效：由式 (19)，在梯度极
小、条纹最疏处小波脊需经历尺度先增后减的折返，脊线因此跳至相邻分支，残差呈现一次接
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3 等厚干涉动态测厚方法 14

近 λ/(2nL) 的整体阶跃，跳变两侧的重建形状仍基本正确，仅相差一个整数级次。

因此，该流程存在两项适用条件，条纹近似轴对称且局部条纹频率在分析区间内可连续追

踪，即 |∇h| 不得在区间内部出现使脊线折返的极值。本文实测膜厚梯度在可分析域内近似随
半径单调增加，不触及该机制。

图 10 三类理论膜厚场的网络反演检验，膜厚场与图 9 相同。上排为真实膜厚剖面（黑实线）
与由网络输出的 |∇h| 积分还原得到的膜厚（蓝色虚线）；下排为两者之差（e = hinv − htrue），
纵轴刻度与图 9 一致以便直接比较。输入条纹按式 (15)、(17) 正演生成，不含实验伪影。

将同一组正演条纹输入静态网络流程，作为独立的第二条反演路径。网络逐像素回归梯度

模 |∇h|，其符号不由解算本身给出，而由第 2 节的物理图像（中心减薄、外缘增厚）独立指
定；梯度场再经 DCT Poisson 积分还原 h，积分只确定到一个相加常数，故比较的是去均值后

的 h− h̄。网络直接作用于二维强度场，不依赖轴对称假设，三类膜厚场均可作为输入，反演结

果全程与真值一致，三例的残差 RMS 分别为 3.0nm、8.2nm 与 22.9nm，均在一个条纹台阶
hλ 以内。

对 h(r) 单调但 |∇h| 非单调的膜厚场，网络回归的是纯局部的梯度模，不涉及跨条纹的相
位连续性，因此全程连续，未出现小波脊法的整数级次阶跃。网络流程的限制体现在另一处：在

条纹最密、|∇h| 最大的边缘附近，网络系统性低估梯度，积分后表现为膜厚下垂，构成 (b)(c)
两例残差的主要来源；两端的残差还因 Poisson 积分的边界效应略有上升。
两种方法的失效模式因而互补：小波脊法要求轴对称且梯度可连续追踪，网络法不受这两

条约束但受条纹密度限制，这是后文以二者交叉验证实验数据的前提。20
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4 实验结果分析 15

4 实验结果分析

4.1 数据记录与实验观测
本节的全部结果来自三段独立记录的实验视频。三段在同一光路与同一批油品下拍摄，加

热功率与初始注油量略有不同，构成同一装置下的三次独立实验。帧率与像元标度按 §3.2的标
定值换算，下文凡涉及长度之处均给出实际尺寸。各段的记录时长、分析时间窗口、径向分析

范围与帧数列于表 2。

表 2 各段实验视频的记录参数与分析窗口。时间零点取为加热开始时刻。

视频 记录时长 (s) 分析时间窗口 (s) 径向范围 (px) 径向范围 (mm) 分析帧数

v3 175 102.1–174.0 235–541 2.66–6.11 721
v7 161 53.4–159.9 254–504 2.87–5.70 1069
v8 133 65.8–132.7 244–533 2.76–6.02 671

由式 (21)，取同一帧内两点之差，未知的界面反射相移与解缠引入的整体常数一并消去，相
对膜厚即由式 (24) 给出。取油的折射率 nL = 1.405，两通道的换算系数分别为 36.815 nm/rad
（λR = 650 nm）与 30.132 nm/rad（λG = 532 nm），对应的条纹台阶 hλ 分别为 115.7 nm 与
94.7 nm。式 (24) 只在相位可被正确提取与解缠的时空区域内成立，可分析域的时间下界与内、
外边界及其判据列于附录 C。
在铺展初期，我们观察到明显的界面演化，但该阶段并不在本文方法的可分析范围内。此

时油膜厚度为数十微米量级、表面曲率较大，反射光在成像面上形成明显的焦散与局部聚焦；同

时，大梯度区域的条纹密度远超成像系统的分辨极限，使图像中的亮暗结构不再能够由单一的

等厚干涉条纹解释，式 (24) 的前提因而不再成立。这一限制不能仅通过提高帧率或放大率消
除，相关讨论置于第 5 节。在可分析区域内，实验结果显示油膜的形变具有明显的全局性而非
局域性，膜厚剖面在演化过程中保持近似一致的形状，减薄速率随时间逐渐衰减，与膜厚减小

后热毛细通量随之减小的图像一致。

图 11 给出一帧实测的原始干涉图样。两组同心圆环分别来自红、绿两个波长，其形态与
图 5(b) 中抛物形凹陷的正演条纹一致。由式 (19)，同一位置处两通道的条纹间距之比仅由波
长之比决定，在可分析域内实测得该比值为 1.196 ± 0.015，与 λR/λG = 1.2011 一致。这一符

合说明两个通道分离自同一段视频而彼此无显著串扰，且所记录的是同一个膜厚场，是后文以

双通道相互校核的前提。

4.2 静态：单帧膜厚场的重建
图 12 给出小波脊法的单帧解算过程。方位平均后的强度剖面与小波脊重建的条纹波峰逐

一对齐，说明脊线跟踪给出的局部频率与实际条纹一致。两个波长的解算链条在圆心拟合、方

位平均、相位解缠与波长换算四个环节上彼此独立，仅共用同一段原始视频，所得两条剖面在

可分析域内的形状一致。

小波脊法沿径向跟踪相位，需要在方位平均剖面上具有足够多的条纹周期，以保证局部频

率能够被可靠确定。基于神经网络的方法不依赖这一条件，而是以单帧扣除背景后的强度图为
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4 实验结果分析 16

图 11 受热油膜表面的实测反射式双波长干涉条纹。

图 12 小波脊法的单帧解算过程。(a) 原始干涉图样，图中标出拟合得到的圆心与可分析域对
应的有效环带；(b) 方位平均后的径向强度剖面（黑）与小波脊重建的条纹（红），二者波峰逐
一对齐；(c) 红、绿两通道各自独立反演得到的膜厚剖面 ∆h(r)，竖虚线为可分析域内边界。
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4 实验结果分析 17

输入，由卷积网络逐点回归局部膜厚梯度幅值 |∂h/∂r|，再沿径向积分得到 ∆h(r)；该过程逐帧

独立进行，单帧即可给出完整的膜厚剖面（图 13）。三段视频共用同一组网络权重。两条路径
给出的都是厚度的变化率而非其符号，符号按第 2 节的物理图像（中心减薄、外缘增厚）统一
指定，不由任何一条解算路径本身给出。

图 13 神经网络方法的单帧解算过程，取 v8 视频 t = 106.0 s 一帧。(a) 扣除背景后的强度图，
同心条纹在整个照明区内清晰可辨，图中亦可见若干气泡与边缘缺陷；(b) 网络逐点回归的梯
度模 |∂h/∂r|，插图为其方位平均曲线，灰色为未通过可靠性判据的区域——照明区内经背景
标定保留 94.1%，经 Nd = 4 降采样的保守取交后为 85.9%，再剔除不确定度最高的 20% 后
为 68.7%；(c) 沿径向积分还原的 ∆h(r)，以 r = 2 原始像元为零点，阴影为累积不确定度。

图 14将两条路径在同一段视频、同一通道上的结果直接叠合。两者在形状上一致：各时刻剖
面均沿径向单调递增、曲率相近，且随时间近似平行地向下平移。定量上则存在系统偏差，差值

在五个时刻均为负，即网络路径给出的 ∆h系统性偏大；该偏差在梯度标度上为 0.2–0.3 nm/原
始像元，并随时间缓慢增大。

膜厚随时间减薄使条纹变疏、|∇h| 随之减小，而附录 D 所给的感受野判据表明网络在低
梯度端受信息上限约束。两条路径共享折射率取值、圆心定位与梯度符号约定，其一致性所检

验的是相位提取与梯度回归两步本身：二者在剖面形状与演化趋势上相互印证，在梯度的绝对

标度上并不重合。本文的物理结论依赖剖面形状与其时间趋势，而非膜厚的绝对标度，因此这

一偏差不影响后续分析。

4.3 动态：膜厚分布的演化
前一节的结果是单帧的膜厚剖面。本节给出整个分析窗口内的 ∆h(r, t)，其可观测量不再

是铺展边界 R(t) 这样的单一标量，而是同一时刻域内每个半径上都有取值的二维场，膜厚剖

面的形状、径向梯度与局部减薄速率因而可以逐点读出。

小波脊法给出的场如图 15。该场的主要特征有三：径向剖面沿半径单调递增而无极值或拐
折，形状在整个窗口内变化缓慢、整体近似平行地向下平移；局部减薄速率随半径增大而增大；

梯度沿径向近似线性递增，对应二次型的膜厚剖面，该抛物性此前已由各级条纹半径近似共心

这一独立事实推出。剖面整体平移而非仅在中心形成局域凹陷，说明该阶段的主导过程是全局

排液而非局部失稳。

对同一段视频逐帧独立作网络反演，在与小波脊法共同覆盖的窗口内得到同一组特征（图 16）。
这一致性并非第 4.2 节单帧结果的重复：网络路径不使用任何时间方向的信息，逐帧解算的结
果却自行拼成随时间连续变化的场，其等值线走向、剖面平移方式与减薄速率的径向依赖均与
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4 实验结果分析 18

图 14 两条解算路径在同一段视频、同一通道（λG = 532 nm）上的单帧膜厚剖面，取五个
时刻。实线为小波脊法，虚线为静态网络法，各曲线以 rref = 244 原始像元处为共同零点。两
者形状一致而存在系统偏差：差值 ∆hCWT −∆hnet 五个时刻均为负，在窗口内随半径单调增
长，至外端（r = 5.29–5.42 mm）由 −44.5 nm 增至 −76.9 nm，相当于 0.47–0.81 个条纹台阶
hλ = 94.7 nm；折合为梯度差为 −0.187 至 −0.283 nm/原始像元。

小波脊法相符。若任一环节存在随时间累积的漂移或成帧的级次跳错，两条路径不会在整个窗

口内保持这种符合。两条路径因而不仅在单帧上互为印证，在动态演化的重建上同样如此。

网络路径不要求轴对称，也不要求条纹频率沿径向可连续追踪，可分析域因而同时向内推

进到条纹中心附近、向外推进到照明边缘，时间跨度亦扩展约一倍。在小波脊法窗口之外，梯度

场中出现一条自内向外移动并逐渐减速的高梯度带（图 17a），其传播方向与位置量级与第 2节
约化方程特征结构所对应的热毛细脊一致。

覆盖扩展同时暴露出一处新的不确定区。在 r ≲ 200 px 处梯度不再沿径向单调，先降至
约 0.9 nm/原始像元的极小再回升，意味着抛物近似只在可分析域内成立，膜厚剖面在更靠近
中心处偏离二次型。由于该区域同时是背景标定残差偏高的区域（图 13b 中心的灰斑），也是
梯度最小、网络系统偏差最大的区域（见第 4.4 节），三种来源在现有数据下无法区分，因此我
们不将这一偏离作为物理结论。

4.4 与薄膜演化方程的对照
前两节由干涉条纹逐级反演得到 ∆h(r, t)。为检验上述方法的可靠性，我们需要一个不依

赖光学链条本身的判据。若该场能被一个独立成立的输运方程描述，且方程仅凭某一时刻的剖

面即可预测其后数十秒的演化，则重建结果在时间方向上是自洽的。参照模型取式 (14)，其中
两个量未由光学测量确定：整体速率 K = γC/2µ0，以及绝对膜厚偏置 b，即 h = ∆h+ b，来

自 §3.1 中未定的干涉级次与界面反射相移。b 是逐段量，反映各段视频各自的绝对级次，段与
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4 实验结果分析 19

图 15 小波脊法重建的膜厚场，数据取自视频 v8，覆盖 r = 120–600 px、t = 79.2–132.7 s。
(a) ∆h(r, t) 伪彩时空图，白色虚线为可分析域边界，等值线沿时间方向单调向外倾斜；(b) 若
干时刻的径向剖面 ∆h(r)，箭头为时间增加方向，各剖面沿径向单调递增、无极值或拐折；(c)
三个固定半径处的 ∆h(t)，三条曲线均单调下降，内、外侧曲线随时间缓慢靠拢；(d) 梯度剖面
族 ∂h/∂r，沿径向近似线性递增，并随时间整体下降。各曲线以 rref 处为零点，横轴为原始像
元数。
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4 实验结果分析 20

图 16 神经网络方法重建的膜厚场，截断到 r ≤ 600 px（小波脊法覆盖上限）以便与图 15 逐
格对照，四格内容与该图相同。r = 462 px 处在 53 s 内减薄约 300 nm，而 r = 266 px 处几乎
不变。各曲线以 rref = 244 原始像元为零点。

图 17 神经网络方法在全径向范围上的输出，数据取自视频 v8，覆盖 t = 25.8–132.8 s、r = 2–
914 原始像元。(a) |∂h/∂r|(r, t) 伪彩时空图，可见一条自内向外移动的高梯度带，t ≈ 35 s 时
位于 r ≈ 200 px，t ≈ 90 s 时移至 r ≈ 800 px；(b) ∆h(r, t) 伪彩时空图。横轴为原始像元数。
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4 实验结果分析 21

段之间没有可比性。黏温指数 ν = βC 不作为独立参数：γ、µ0、β 为油品物性，C 由 K 反推，

因此待定参数只有 (K, b) 两个。

两个参数拟合一整段数据，吻合本身不说明问题。为此我们把分析窗口一分为二。(K, b)只

由前半段确定，随后以窗口起点处的实测剖面作为唯一初值，将式 (14) 前向积分至窗口终点。
后半段的曲线因而是预测——它既没有用到该时段的任何数据，也没有随时间重新校准。三段

视频各自独立完成这一流程，不共用参数。

图 18 实测膜厚与前向积分结果的对照。(a)–(c) 每格对应一段视频，点为三个固定半径处的
实测膜厚，实线为积分曲线，竖直虚线为拟合段与预测段的分界，其右侧为预测。(d) 三段视频
的双通道系统偏差 hR − hG 随半径的变化，各曲线已扣除自身中位数。

表 3 各段视频的待定参数与偏差。RMS 为对应时段内全部残差的合并值，σtotal 的构成见附
录 E。

视频 K (m s−1) b (nm) 拟合段 RMS (nm) 预测段 RMS (nm) 预测 RMS/σtotal

v3 5.93× 10−2 −155 13.8 15.3 0.45
v7 1.03× 10−1 150 31.3 10.2 0.39
v8 9.76× 10−2 16 9.4 7.5 0.36

结果列于图 18与表 3。三段的预测偏差均不足各自测量不确定度的一半，且与拟合段同量
级。在利用前半段时序数据确定 K 与 b 后，仅需给定预测起点处的膜厚剖面作为初值，模型

即可在不再使用后半段实验数据的情况下外推随后数十秒的演化。v7的拟合段偏差反而大于预
测段，来源是该段拟合窗口前部的一小段数据质量较差；参数在包含这段数据的窗口上定出后

仍能预测其后的演化，说明结果并非依赖对拟合段的贴合。

黏温指数在本文的数据上不可分辨：ν 增大使内侧流动性被放大，拟合以减小 b 相抵，二

者沿一条近乎直线的方向简并。在物性所允许的整个 ν 范围内扫描，三段的预测偏差始终低于

各自的 σtotal。正文各图取常黏度形式，这一选择不改变上述结论。由 K 反推的温度梯度常数

C 为数十开尔文量级，与按基板参数的独立估计同量级，但该比较受限于 γ、µ0、β 的取值精

度。

上述一致性表明，光学链条给出的 h(r, t) 可被热毛细输运方程描述。本节 K 未由独立测

量的加热功率与基板参数定出，b 未由独立测厚确定，温度场取 −C/r 是对基板热传导的简化。
它们决定方程解的具体形态，但不决定实测数据能否落入该方程的解族。
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5 总结与展望 22

5 总结与展望
针对受热金属基底上油膜厚度场难以直接测量这一问题，本文建立了一套反射式双波长激

光干涉方法，将实验可观测量由单一的铺展边界 R(t) 扩展为随空间和时间连续变化的厚度场

h(r, t)，可进一步得到膜厚剖面、径向梯度与局部减薄速率。且膜厚剖面的形状、梯度及其时间

演化完全由实测相位决定，不需任何标定；未定的绝对级次与界面反射相移只贡献一个与位置

和时间无关的常数偏置。且本文发展了两条互不依赖的分析还原油膜厚度场的方法：（1）以圆
心拟合、方位平均、小波脊相位提取、相位解缠与双波长级次匹配为核心，沿径向跟踪相位；(2)
以单帧强度图为输入，由卷积网络逐点回归局部膜厚梯度，再沿径向积分还原厚度，不含跨像

素的相位累加，也不使用任何时间方向的信息。网络权重完全在合成条纹上训练，未在任何实

测数据上微调。且两条路径的失效模式互补：前者要求轴对称且局部条纹频率可连续追踪，后

者不受这两条约束但在条纹最密处系统低估梯度。二者在实测数据上给出一致的膜厚剖面，为

相位提取与梯度回归分别重建结果的可靠性提供了交叉验证。

该方法 h(r, t) 给出了除铺展半径之外的膜内演化信息。在可分析域内，膜厚随半径单调增

加，径向剖面在演化中近似平行地整体下移，而非仅在中心形成局域凹陷，说明该阶段的主导

过程是热毛细应力驱动的全局排液。且局部减薄速率随半径增大而增大、随时间衰减，与膜厚

减小后热毛细通量随之减小的图像一致。这些结果共同说明，光学链条给出的膜厚场在时间方

向上与热毛细输运是自洽的；本文不据此声称对演化方程本身作出了检验。神经网络方法把覆

盖扩展到全径向后，还记录到一条自内向外推进并逐渐减速的高梯度带，与第 2 节由方程的特
征结构预言的热毛细脊在传播方向与位置量级上一致。

本文方法适用范围限于油膜连续、界面平缓且干涉相位可稳定解调的阶段。在铺展初期，膜

厚为数十微米量级，界面曲率较大，成像面上容易出现焦散与局部聚焦，使亮暗结构偏离单一

的等厚干涉条纹，因而难以直接进行相位反演，该方法并不适用。干斑破裂阶段同样超出本文

方法的适用范围。在干斑边缘附近，膜厚可在很短的径向距离内迅速降至接近零，导致干涉相

位梯度急剧增大。干斑的形成与热毛细驱动密切相关，而破裂后的扩张则受到毛细力、润湿性

质与接触角等因素的影响 [11]。因此，对干斑破裂过程的描述需要进一步提高相位提取与解缠
的空间适应能力，并由当前的一维径向分析推广至二维相位场。本文的神经网络方法直接以二

维强度场为输入，不依赖轴对称假设，因此有望以此为基础进一步推广至二维膜厚场重建。

对于不同基底条件下的膜厚测量，本文建立的反射式干涉测量方法为其提供了拓展空间。

对于形貌已知的曲面基底，可在局部坡度允许反射光有效进入成像系统的条件下，将基底自身

的几何光程纳入相位解算；对于具有微细结构的基底，则可进一步结合其表面形貌与光学特性，

对基底反射及散射所引入的相位贡献进行修正。与此同时，针对本文实验中金属基底较高反射

率导致的两束反射光强度不匹配问题，还可通过优化光路与主动调节光强比提高干涉条纹的可

见度，从而拓展方法在不同基底条件下的测量能力，并进一步提高动态测量性能。

本文获得的时空膜厚场为研究液膜后续的失稳与破裂过程提供了实验基础。随着研究从连

续排液阶段进一步延伸至干斑形成与扩张，二维膜厚场可用于刻画局部膜厚、曲率及厚度梯度

的时空演化，并由此研究失稳模式及其空间结构的形成过程。另一方面，将本文的恒定加热条

件推广至时间变化的热源、明显蒸发以及复杂流变体系，可进一步研究温度场、黏度、表面张

力与膜厚之间更为复杂的耦合动力学。对于非牛顿流体、颗粒悬浮液等体系，膜厚场的时空演
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5 总结与展望 23

化也可为不同输运机制的辨识提供实验依据。
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A 薄膜厚度演化方程的推导 25

A 薄膜厚度演化方程的推导
本附录补足正文式 (6) 与 (7) 之间的代数步骤。控制方程、边界条件与全部近似假设见

第 2 节，下文直接引用，并已取 Ti ≈ Ts。

采用柱坐标 (r, θ, z)，基板位于 z = 0，自由面位于 z = h(r, t)，流动轴对称。取标度

r = Lr̃, z = h0z̃, u = Uũ, w = εUw̃, t =
L

U
t̃, p =

µUL

h20
p̃, (25)

代入 Navier–Stokes 方程，径向惯性项为 O(εRe)，其中 εRe = ρUh20/µL；径向与轴向粘性项

之比 (∂2u/∂r2)/(∂2u/∂z2) = O(ε2)；轴向动量方程中除 ∂p/∂z 与 ρg 外各项均为 O(ε2)。保留

O(1) 项即得正文的润滑方程组。

对静水压平衡沿 z 积分并代入表 1 的法向应力条件，

p(r, z, t) = pa + ρg (h− z)− σ
1

r

∂

∂r

(
r
∂h

∂r

)
. (26)

z 仅出现于 −ρgz 一项，故径向压强梯度与 z 无关：

∂p

∂r
= ρg

∂h

∂r︸ ︷︷ ︸
静水压

−σ
∂

∂r

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂h

∂r

))
︸ ︷︷ ︸

毛细压

. (27)

膜内的毕奥数 Bi = αh0/kL ∼ 7 × 10−3，相应地膜内上下温差与总温升之比 ≲ 0.7%，故
黏度沿 z 可取为常数，而沿 r 必须保留 µ = µ(Ts(r))；这是正文假设 (6) 的依据，也使 µ 可移

出下面的 z 向积分。

由式 (27)，∂p/∂r 在径向动量方程中可视作对 z 的常数，两次积分得

u =
1

µ

[
1

2

∂p

∂r
z2 + C1z + C2

]
. (28)

由基板处的无滑移条件得 C2 = 0；由自由面的切向应力条件得 C1 = τ − h ∂p/∂r，其中 τ =

∂σ/∂r = −γ ∂Ti/∂r。于是

u(r, z, t) =
1

µ

∂p

∂r

(
z2

2
− hz

)
+
τ

µ
z, (29)

即压力驱动的半抛物剖面与热毛细剪切驱动的线性剖面之叠加。

对式 (29) 沿膜厚积分，

Q(r, t) =

∫ h

0
u dz = 1

µ

∂p

∂r

(
h3

6
− h3

2

)
+
τh2

2µ
= −h

3

3µ

∂p

∂r
− h2

2µ
γ
∂Ti
∂r

, (30)

代入式 (27) 即得正文式 (6)。
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B 基底温度场的求解 26

将连续性方程沿 z 从 0 到 h 积分。由 Leibniz 法则，∫ h

0

1

r

∂(ru)

∂r
dz = 1

r

∂(rQ)

∂r
− u

∣∣
z=h

∂h

∂r
, (31)

而 ∫ h

0

∂w

∂z
dz = w

∣∣
z=h

− w
∣∣
z=0

= w
∣∣
z=h

. (32)

二者之和为零，代入运动学条件后 u|z=h ∂h/∂r 一项精确相消，得轴对称的质量守恒关系

∂h

∂t
+

1

r

∂(rQ)

∂r
= 0. (33)

将式 (30) 代入即为正文式 (7)，该式为四阶非线性退化抛物型方程，在 h→ 0 处退化。

B 基底温度场的求解
本附录给出正文式 (8)两个极限解的具体形式，并说明二者在分析域内给出同一温度梯度。
式 (8) 的稳态形式为修正 Bessel 方程 ∆T ′′ +∆T ′/r −∆T/ℓ2T = 0，ℓT =

√
ksd/2αs。取

r → ∞ 处有界的 K0 分支，并由通过半径 a 的圆柱面的热流条件 −2πa ksd∆T
′(a) = Peff 定出

常数，得

∆T (r) =
Peff

2πksd

K0(r/ℓT )

(a/ℓT )K1(a/ℓT )
, (34)

对 a/ℓT ≪ 1 有 (a/ℓT )K1(a/ℓT ) → 1。忽略散热项时，式 (8) 化为二维热传导方程，t = 0 起

以恒定功率作用的点源解为

∆T (r, t) =
Peff

4πksd
E1(x), x ≡ r2

4Dst
, E1(x) =

∫ ∞

x

e−ξ

ξ
dξ. (35)

由 K ′
0 = −K1 得稳态解的梯度；对瞬态解用 dE1/dx = −e−x/x 与 ∂x/∂r = 2x/r，得

∂∆T

∂r

∣∣∣∣
steady

= − Peff
2πksd ℓT

K1

(
r

ℓT

)
,

∂∆T

∂r

∣∣∣∣
trans

= − Peff
2πksd r

e−x, (36)

后者为精确结果，无需展开。利用 ζK1(ζ) → 1（ζ ≪ 1）与 e−x → 1（x≪ 1），两式在 r ≪ ℓT

且 r ≪ 2
√
Dst 时同时退化为式 (9)，相对偏差分别为 1− ζK1(ζ) 与 1− e−x，ζ = r/ℓT。

这两个小量在本文的分析域内均远小于 1，且该判断不依赖对散热系数的具体取值：ℓT ∝
α
−1/2
s ，αs 在自然对流的合理范围内变化一个量级也只使 ℓT 变化约三倍，而分析域的外边界比

ℓT 的任一取值都小得多，ζ 始终为零点几量级，相对偏差不超过百分之几。瞬态一侧同理：分

析时间窗口内 2
√
Dst 已达厘米量级，x 为百分之几量级。因此式 (9) 在分析域内成立，与散热

强度和温度场是否已达稳态均无关。

利用 K0(ζ) ≃ ln(2/ζ) − γE 与 E1(x) ≃ − lnx − γE，两解在同一区间内均可写为 ∆T ≃
Peff

2πksd
ln(rc/r)，差别仅在截断长度：稳态为 rc = 2ℓT e

−γE，瞬态为 rc = 2
√
Dst e

−γE/2。rc 仅决

定温度的绝对标度，不进入 ∂T/∂r，故式 (10) 与截断长度无关。
油膜对基底温度场的反作用可忽略：油膜的纵向热阻远小于基板的横向热阻（Bi ≪ 1，见
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C 可分析域的界定 27

附录 A），纵向 Péclet 数 Pez = Uh/DL ≪ 1，故油膜内温度沿厚度均匀，其对流亦不改变基底

温度分布，自由表面温度可取为基底温度。

C 可分析域的界定
实测单帧中存在不随时间变化的寄生成分，来自观察窗与分束片的等厚条纹、编码块效应

与基底纹路，其幅度在油膜条纹所在的空间频段内与单帧条纹幅度可比。逐帧独立的解算路径

对此完全暴露，因而在解算之前先作一步仪器背景标定。

记单帧强度为 I(t) = A(t) [1 + V cosΦ(t)] + A(t) p，A 为照明强度、p 为静止寄生项。整

段视频内每像素的相位扫过数十个条纹，故 ⟨cosΦ⟩t → 0，时间平均帧 ⟨I⟩t = ⟨A⟩(1 + p) 即为

背景，扣除后

I(t)− a(t) ⟨I⟩t ≈ A(t)V cosΦ(t), (37)

a(t) 为逐帧增益，由最小二乘给出以消除亮度漂移，须在时间累加之前施加；各段视频起始的

照明瞬态帧不参与标定与分析。

上式所依赖的 ⟨cosΦ⟩t → 0 要求该像素在整段视频内扫过足够多的条纹。热毛细驱动的径

向权重在中心为零，中心区相位几乎不动，背景帧会把部分真实信号一并吸收，该区域恰是最

受关注的区域，须逐点量化。将全部帧按时间前后对半分、各算一个背景帧，两者之差 δsys 反

映平均的系统性不完备，由此给出厚度误差预算

δh ≈
δsys
2 Im

· λ

4πnL
, (38)

Im 为局部条纹幅度。该式在相位完全不动处失效——前后两半收敛到同一个错误值，δsys 反而

很小——此种情形由条纹幅度判据挡住。两条判据互补，须同时使用；逐像素判定的结果即正

文各图中标出的有效域。

可分析域在 (r, t) 平面内由三条边界围出，各自对应一个明确的机制。

内边界随时间外移：中心区域被热毛细流排空后趋于平坦，∂h/∂r → 0 使条纹周期发散而

超出可追踪的上限。不产生条纹的区域，其膜厚信息本就不包含在空间条纹图样中，这是等厚

干涉法的固有盲区，不能通过改进解算消除。

外边界位于铺展前沿一侧：该处膜厚梯度最大、条纹最密，最先触及周期下限。原理上的

下限由 Nyquist条件给出，即每周期两个像元，对应的梯度上限恰为式 (18)的条纹台阶 hλ；实

测梯度比它小一个量级以上，故实际的外边界由各条路径自身的工作阈值决定，小波脊法取每

周期 12 个原始像元。

时间下界有两个来源，均不涉及相位解算本身：其一为照明稳定区间；其二为条纹的成形

程度——铺展初期条纹尚未在方位角平均后形成可追踪的径向序列，小波脊法的有效半径数不

足以支撑完整剖面，故其时间下界晚于网络路径。小波脊法沿时间串接级次还要求相邻帧真实

相位差小于 π，等价于 |∂h/∂t| < hλfcam，实测减薄速率比该限低两个量级以上，故限制可分

析域的是空间判据而非帧率。正文表 2 各段的分析窗口即由上述三条边界定出。
铺展初期整段不可分析：设初期膜厚 h0 ∼ 0.1 mm、横向尺度 L ∼ 5 mm，剖面近似抛物

型时边缘梯度量级为 2h0/L，以原始像元计对应的条纹周期不足一个像元，远在 Nyquist 极限
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D 神经网络路径的实现 28

以下，此时图像中的亮暗结构不再由等厚干涉给出。该限制来自成像的空间采样，与探测器噪

声无关，也不能通过提高帧率消除；放大率与波长的权衡见第 5 节。

D 神经网络路径的实现
网络的输入为单帧经背景标定与 Nd = 4 空间降采样后提取的七个空间通道：局部归一化

后的条纹 g/Im、局部条纹幅度 log(Im/Im,ref)、经典解析信号给出的频率估计、条纹方向的两

个分量 cos 2χ 与 sin 2χ、结构张量的各向异性度，以及一个可靠性权重。七个通道全部对图像

整体灰度缩放不变，因而合成数据与实测数据之间不需要增益匹配。其中频率估计采用不含条

纹方向 χ的等价式：对单分量条纹 g = Im cosΦ，令 G = g/Im，则 |∇Φ| =
√
⟨|∇G|2⟩/⟨sin2Φ⟩，

分子分母各自平滑后取比，既在 sinΦ → 0 处不病态，也避免了方向角在值域边界处的分支切

割污染估计。输入中不含绝对径向坐标：合成数据中 h(r) 的形状与 r 强相关，输入 r 会使网

络记住” 半径对应梯度” 的映射而非读取条纹，在实测上直接失效。
训练数据由二维干涉视频仿真器生成，取单帧模式，统计量按实测标定。厚度场由基底形

貌与楔形、热毛细凹陷、排液减薄、低阶时空扰动和气泡叠加而成；渲染端包含照明不均与渐

晕、有限相干长度导致的可见度衰减、交流频闪与卷帘快门造成的水平条带、亮度慢漂移与逐

帧闪烁、机械抖动、离焦、探测器噪声与量化，合成帧的像素级相位噪声与实测值一致。回归

目标为真值厚度场的 |∇h|，逐像素损失掩码取真值条纹周期不小于 4个降采样像元，周期更小
处图像信息已被带通滤除。网络权重完全在该合成数据上训练，从未接触实测数据，也未作任

何微调；三段视频共用同一组权重。这是两条路径的一致性不来自互相校准的前提，也是合成

集上的精度数字对实测有约束力的前提。

网络采用残差卷积块加 U-Net骨架，输出二通道：其一为 |∇h|，其二为逐像素的不确定度，
使网络能对气泡、低对比度区与伪影区给出可信度。训练前半程用 Huber 损失预热后切换为含
不确定度的似然损失，以避免后者在训练早期塌缩为” 预测均值加放大方差” 的平凡解；数据
增强采用八重对称，方向通道按 χ的变换规则同步修正。主要参数与合成集上的精度列于表 4。

表 4 神经网络路径的主要参数与合成集精度。梯度的单位为 nm 每降采样像元；经典基线指
仅由输入的频率估计通道单独反解。

项 值

波长 / 折射率 532 nm / 1.405
一个条纹的厚度差 λ/2nL 189.3 nm
空间降采样 Nd 4
训练样本 2400，96× 96
目标中位 / 5–95 分位 12.5 / 3.6–36.3
网络深度 / 基础通道 4 / 32
训练轮数 / 划分 40 / 70:30
合成集 RMSE（网络 / 经典基线） 1.539 / 5.642
合成集相对误差（网络 / 经典基线） 2.2% / 10.7%
合成集相关系数（网络 / 经典基线） 0.986 / 0.817
不确定度标定因子 0.92–1.01（理想值 1.0）

网络测的是局部空间频率，需在感受野内看到数个条纹周期。条纹周期超过约 30 个降采
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E 各段视频的实测数据 29

样像元时，一个 96× 96 的块内只能容纳约 3 个周期，频率在原理上即测不准，对应的梯度下
限为 (λ/2nL)/(Nd × 30) = 1.58 nm 每原始像元。这是信息上限而非训练分布的问题，放宽训
练集的周期范围也无法改变；小波脊法积分的是相位本身，不受此限，两条路径的适用边界因

而互补。

网络输出梯度的模，其符号由第 2节的物理图像外部给定，不由网络学习；符号翻转只可能
发生在 |∇h| → 0 处，即条纹间距发散的局部极值处。合成数据上的验证走二维最小二乘积分，

所用变换为离散余弦变换（对应 Neumann边界）而非快速傅里叶变换：后者隐含场沿两个方向
周期，对楔形这类线性斜坡会把首尾强行接上，即便喂入完全精确的真值梯度也会引入数百纳

米的自身误差；改用余弦变换并对梯度做半格错位后，三个标准剖面的自身误差均在 0.05 nm
以下，积分器不再构成误差来源。实测数据因近似轴对称，方位平均后直接沿径向积分，

∆h(r) =

∫ r

rref

sgn(r′)
∣∣∂h/∂r′∣∣ dr′. (39)

该路线对非轴对称场不适用：对恒定梯度的楔形剖面，径向积分给出约 300 nm的重建误差，源
于方法假设与场的对称性不符；网络给出的是二维梯度场，必要时可改走二维积分，不受该限

制。

积分把逐点误差沿路径累加，累积不确定度因而随 r 单调增长（图 19）。积分链条若存在
系统漂移，两条路径的残差应随 r 单调增长并远超噪声底，第 4.2 节的交叉对照未见此情形。
积分的输出为 ∆h(r) = h(r)− h(rref)，绝对膜厚需外部锚点，这是干涉测量的固有限制，与本

方法无关。

图 19 逐点不确定度与累积不确定度随半径的变化，数据取自视频 v8。

E 各段视频的实测数据
本附录列出正文各图所依据的实测数值，以便逐点核对。表 5 给出三段视频与薄膜演化方

程对照时定出的参数与偏差，即正文第 4.4 节图 18 的数值来源。表 6 给出各段在若干固定半
径、若干时刻的相对膜厚实测值，零点取 rref。
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E 各段视频的实测数据 30

表 5 各段视频的解算诊断量。σsingle 为单帧噪声，由双通道之差给出；σcm 为两通道的共模
项；σtotal =

√
σ2single + σ2cm。条纹间距比为同一帧内红、绿两通道的径向条纹间距之比，理论

值 λR/λG = 1.2011。

视频 可分析时间窗 (s) 可分析半径 (px) σsingle (nm) σcm (nm) σtotal (nm) 条纹间距比

v3 102.1–174.0 235–541 34.05 2.86 34.17 1.203
v7 53.4–159.9 254–504 26.25 1.54 26.29 1.175
v8 65.8–132.7 244–533 21.17 0.72 21.18 1.210

均值 27.2± 5.3 1.196± 0.015

表 6 各段视频在三个固定半径、四个时刻处的相对膜厚 ∆h（nm，绿通道），零点取各段可分
析域的内边界 rref。括号内为同一点上红通道与绿通道之差。

v3 (rref = 2.65 mm) t (s)
r (px) r (mm) 102.1 126.0 150.0 174.0
311 3.51 271 (−10) 213 (−6) 170 (−10) 136 (−9)
388 4.38 519 (+37) 478 (−8) 388 (−15) 316 (−17)
464 5.24 1023 (−101) 879 (−86) 658 (−29) 533 (−26)

v7 (rref = 2.87 mm) t (s)
r (px) r (mm) 53.4 88.9 124.4 159.9
316 3.57 229 (+9) 144 (−2) 94 (−13) 74 (+18)
379 4.28 637 (−25) 320 (−6) 217 (−9) 167 (+19)
441 4.98 829 (+181) 525 (−17) 356 (−13) 274 (+13)

v8 (rref = 2.75 mm) t (s)
r (px) r (mm) 65.8 88.1 110.4 132.7
316 3.57 239 (−9) 174 (−3) 138 (−10) 109 (−1)
388 4.38 572 (−68) 390 (−9) 309 (−16) 247 (+1)
461 5.20 991 (−37) 662 (−23) 517 (−25) 415 (−4)20
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