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摘要 

磁力牛顿摆利用磁铁之间的排斥作用，在无接触条件下传递振动。将一侧磁铁拉开后释

放，我们最初观察到两个磁摆的振幅交替增大和减小，与普通线性耦合摆的拍频现象相似。

在小振幅条件下，将两个摆角相加、相减，可以得到振幅近似不变的同相模和反相模，两者

的叠加能够解释单个磁摆的振幅变化。然而，改变释放角度和悬点间距后，我们发现运动不

再总是符合这一描述：两个模态自身的振幅也会缓慢变化，在部分条件下，同相模可以持续

占优，使两摆在一段时间内主要保持同向运动。 这一发现促使我们进一步研究：线性拍频之

外的变化从何而来，又能否通过调节参数控制振动形式？ 

为研究这些现象，我们搭建双磁摆和三磁摆实验装置，通过视频追踪获得角度时间序列，

并进行磁铁质量、磁化强度和阻尼的标定。理论上，先用圆柱磁铁的等效电流模型计算磁相

互作用并数值求解运动方程，再采用磁偶极子近似和泰勒展开进行解析分析。实验与数值时

间序列、频谱的比较，为模型提供了检验，也为区分线性拍频和非线性模态变化建立了基准。 

进一步观察模态坐标中的运动轨迹，我们发现，较大振幅下的轨迹不再保持线性系统近

似矩形的边界，而是在同相方向凸出、反相方向凹陷。通过比较模态时间序列、势能方向截

面及不同阶次势能的消项结果，我们将轨迹扭曲与模态振幅调制联系起来，并识别出四阶势

能项，即三阶动力学项，对所考察现象的关键作用。 这表明，观察到的变化并非只是两个线

性模态叠加的结果，而与非线性作用下模态之间的相互影响有关。 

参数比较还揭示了一个与直观判断不同的趋势：在部分参数范围内，悬点间距增大、磁

耦合减弱，振幅调制和轨迹扭曲反而增强。 为解释这一现象，我们对简化模态方程作快周期

平均，分析两个模态之间的平均传能方向。结果表明，传能方向与相位差有关；耦合减弱时，

相位关系变化较慢，同一方向的传能可以持续更久，从而积累出更明显的振幅变化。因此，

调制强弱不仅取决于耦合作用的大小，也取决于传能持续的时间。双磁摆的理论—实验比较

及三磁摆的扩展计算支持了这一趋势。 

继续改变参数，我们还发现，振动可以由两侧交替增强转为一侧持续占优，形成空间局

域化。它与同相模占优描述的是不同现象：前者关注振动集中在哪一侧，后者关注两摆主要

以什么形式运动。我们结合模态振幅、相位差和局部周期，将局域化与模态频率靠近、局部

周期交叉及相位差在有限范围内往复变化联系起来，并从 1∶1 内共振解释其产生过程。 解析

近似进一步给出了频率相等时振幅与相位应满足的条件，不同间距下的数值交叉点比较支持

了这一关系。 

为回答怎样选择参数才能使同相运动更占优势，我们采用模态包络宽度比构造指标 L，

并绘制参数热图。结果表明，同相模能够达到的振幅优势并不随释放角度或间距单调增强，

而是在接近局域化转变的区域更加明显。 25个实验点与含阻尼理论结果的逐点比较，为这一

趋势提供了初步支持。弱阻尼计算还显示，随着振幅衰减，系统可以由早期局域化转为后期

两摆振幅交替变化。 
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本文从类似线性拍频的实验运动出发，发现并研究了模态自身的振幅变化，进而解释了

弱耦合下调制增强的现象，以及局部周期交叉与局域化之间的联系。通过实验比较、势能项

对照和解析分析，我们将可见的摆动形式与非线性来源、相位演化和能量传递对应起来，为

调节磁摆的振动形式与空间分布提供了依据。 

 

关键词： 磁力牛顿摆；非线性模态耦合；振幅调制；内共振；局域化 
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1 引言 

1.1 从传统牛顿摆到磁力牛顿摆 

我们知道，常见的牛顿摆是通过小球碰撞来传递机械能的。如果将小球替换为相互排斥

的磁铁，即使互不接触，振动依然能在摆之间传递；但由于磁斥力随距离非线性变化，整个

系统实际上演变成了一个非线性耦合摆。图 1.1 展示了两种装置的对比。 

本研究的选题来自 2026年 IYPT第 15题“磁力牛顿摆”[8]。在比赛中，我们队主要研究了

其基本的运动过程。赛后我们发现该系统还有很多值得探讨的动力学现象，于是决定进一步

深入研究：在最基础的双磁铁系统中，若仅释放其中一侧，系统在什么条件下倾向于同相振

动，又在什么条件下以反相振动为主？这种模式分配由何决定，能否在一定时间内稳定维持？

带着这些疑问，我们重新搭建了实验装置，展开了系统的研究。 

 

图 1.1 普通牛顿摆与磁力牛顿摆示意图。左侧普通的牛顿摆通过接触碰撞传递振动，而右侧的磁力

牛顿摆通过非接触的磁相互作用耦合，从而带来新奇的物理现象。 

1.2 已有研究与本文研究内容 

已有研究为分析耦合振动提供了一个基本区分：单个振子的振幅变化，不一定意味着模

态之间发生了能量交换。在线性、无阻尼条件下，各简正模独立演化，模态振幅保持不变，

而它们的叠加仍可使单个振子的振幅交替增强和减弱[1–3]。因此，判断线性拍频之外的变化，

需要进一步观察模态本身的振幅。 

当振幅增大时，非线性作用可以改变模态频率，并使不同模态相互影响。Givois 等研究

了两个具有三次非线性项的耦合振子在 1∶1 内共振附近的运动，并通过圆板振动实验比较理

论与实测结果[7]。这里的 1∶1 内共振，是指两个频率接近的模态通过非线性作用发生共振耦

合。研究显示，随着振幅增大，系统可以由主要一个模态参与，转为两个模态共同参与，并

形成较固定的相位关系。 20
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图 1.2 圆板实验中的模态振幅与相位响应。左图为振幅随频率的变化，右图为相位随频率的变化。

约 111 Hz 附近，原先响应较弱的模态开始明显参与振动；相应共振分支上，两个模态形成约 π/2 的相

位差。引自 Givois 等[7]，原文图 10。 

这一结果说明，分析非线性模态耦合时，需要将振幅、频率和相位结合起来。本文据此

比较两个磁摆的角度之和、角度之差，并观察模态包络与局部周期的变化，以区分单摆拍频

和模态本身的振幅调制。上述圆板研究提供的是分析思路，磁摆自由释放后的传能过程仍需

由本系统的方程和实验确定。 

另一类相关研究关注振动在空间中的分布。Flach 和 Gorbach 综述了非线性离散系统中的

局域化振动，尤其是时间上周期变化、空间上集中于少数位置的离散呼吸子[6]。这类运动可

以出现在由相同单元组成的系统中，不一定依赖结构缺陷或参数不均匀。其主要特征是少数

位置保持较大振幅，远离这些位置后，振幅迅速减小。 

 

图 1.3 非线性晶格模型中的局域化振幅分布。左图的振幅主要集中在一个格点，右图主要集中在相

邻两个格点。横轴 n 为格点编号，纵轴 φₙ为模型中的振幅；插图采用对数纵坐标，显示振幅随距离迅

速衰减。引自 Flach 和 Gorbach[6]，原文图 5。 

局域化研究表明，单元之间存在耦合，并不意味着振动一定会充分传遍整个系统。本文

用“局域化”描述观察时段内一侧磁摆持续保持较大振幅的现象。同时，模态占优与空间局域

化需要分别判断：前者描述主要以哪种形式振动，后者描述振动主要集中在哪里。因此，本

文同时保留单摆坐标与模态坐标，考察两者之间的联系。 
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综上，内共振研究解释了模态如何相互影响，局域化研究则说明了振动可能集中于少数

位置。基于此，本文主要围绕三个问题展开讨论：第一，经典的线性耦合模型究竟能在多大

程度上解释实验现象？第二，模态本身的能量分布如何随时间演化，它主要受哪一阶非线性

势能项主导？第三，如何通过调控初始条件与系统参数，让某种特定的振动模式在观测期内

持续占优？全文内容安排如下：第 1 章介绍课题研究内容；第 2 章介绍实验装置与测量方案；

第 3 章建立物理模型并进行数值求解；第 4 章先在线性近似下分析拍频特征；第 5 章结合实

验数据，探讨非线性效应对各模态振幅调制的物理机理；第 6 章研究强非线性下的能量局域

化，并通过参数热图寻找系统呈现规律运动的最优参数区间；第 7 章进一步拓展至多摆链系

统的能量传递规律；第 8 章给出全文总结与展望。 

 

2 实验系统与数据处理 

2.1 实验装置与释放方式 

实验装置主要由固定支架、3D 打印定位板、多绳悬挂磁铁、塑料释放夹具及高速视频采

集设备构成，如下图所示。其中，定位板用于精确调节悬点间距；每只磁铁均采用两根细绳

构成双 V 形悬挂，形成平行四边形限位结构，以约束磁铁的自旋与面外摆动。磁铁表面的胶

带开槽用于固定悬绳节点，并贴有色块以供视频追踪识别。相邻磁铁的轴向充磁方向相反，

在近共轴构型下提供稳定的斥力相互作用。 
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图 2.1 实验装置示意与实物。定位板控制悬点间距，多绳悬挂限制姿态变化，夹具用于静止释放。 

相机正对运动平面侧向放置，距装置约 2 m，以减小视差引起的测量误差，并配合台灯

补光以保证成像清晰。磁铁安装完毕后，利用带刻度标线的玻璃板与激光测距仪完成空间几

何校准，确保各磁铁静止时的最低点严格处于同一水平线上。实验释放前，先用夹具固定拉

开指定角度的磁铁，待其余磁铁在该静磁约束下完全静止后再释放。因此，其余磁铁的初始

位置处于“受约束平衡态”，而非系统的自由无约束平衡态；相应的数值模拟初始条件也需严

格复现这一释放过程。 

在后续公式中，摆长 𝑙 定义为等效悬点至磁铁质心的转动半径；质量 𝑚 包含磁铁本体以

及随动胶带和追踪色块的总质量；悬点间距 𝑑 则直接通过 3D 打印定位板上的预设卡槽进行

调节与读取。 

 

2.2 磁铁质量与磁化强度标定 

如下图所示，我们用电子天平完成小磁铁的质量测定。为避免强磁铁吸引天平内部的铁

磁性元件导致称量失真，先在托盘上垫入厚书本并完成去皮，再放置磁铁进行读数。而磁化
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强度的标定则借助特斯拉计测量磁铁轴向不同距离处的磁感应强度，随后将其代入均匀磁化

圆柱模型的理论公式中拟合反演得到。 

             

图 2.2：左图为用于测量磁感应强度得到磁铁磁化强度的特斯拉计，探针位于白色套子内部。右图为用于

测量磁铁及上面粘贴的胶带等的总质量的电子天平。 

对于磁感应强度的理论计算，记 R 为半径、h 为轴向长度，s 为测点到磁铁中心的轴向距

离，则轴向磁场理论的表达式为[4] 

𝐵𝑎𝑥(𝑠) =
𝜇0𝑀

2

(

 
𝑠 +

ℎ
2

√(𝑠 +
ℎ
2)
2

+ 𝑅2

−
𝑠 −

ℎ
2

√(𝑠 −
ℎ
2)
2

+ 𝑅2)

  

若以磁铁近端面作为测距起点，端面外距离 𝑧 与质心距离满足关系 𝑠 = 𝑧 + ℎ/2。在空间

定位时，测距基准严格对应霍尔传感器的敏感元中心，并扣除地磁等环境背景场与探头的零

点漂移误差。经最小二乘拟合，所得磁铁的有效磁化强度约为 7.04×10⁵ A/m。 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



磁力牛顿摆的非线性模态耦合与能量局域化研究 

11 

 

图 2.3 磁铁轴向磁场标定拟合图。散点为测量结果，实线为均匀磁化圆柱模型拟合；横轴为到磁铁中心

的距离。 

2.3 角阻尼标定 

为了标定磁摆的阻尼，移去其余磁铁后，我们记录单个磁摆的自由衰减历程。利用线性

角阻尼模型计算摆角的时间序列，并对理论计算与实验实测曲线分别进行希尔伯特变换以提

取振幅包络，进而通过最小二乘法拟合确定等效阻尼系数。相应的单摆运动方程与参数拟合

结果如下： 

𝑚𝑙2𝜃̈ + 𝑏𝜃̇ + 𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 = 0

𝑏 ≈ 5.10 × 10−6 N m s/rad
 

 

图 2.4 单磁摆振幅衰减拟合。该阻尼系数描述单一磁铁自由摆动的耗散，后续比较使用相同的角阻尼系

数进行理论计算。 20
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2.4 视频追踪与数据处理 

为了更好的追踪小磁铁的运动轨迹，我们使用Tracker提取标记点坐标，经尺度、标记偏

移和坐标方向校正后得到磁铁质心轨迹。若竖直坐标向上，悬点为(Xᵢ，Yᵢ)，质心为(xᵢ，yᵢ)，

摆角从竖直向下方向起算且向右为正，则 

𝜃𝑖(𝑡) = atan2(𝑥𝑖(𝑡) − 𝑋𝑖，𝑌𝑖 − 𝑦𝑖(𝑡)) 

摆角信号的频谱由离散傅里叶变换通过 FFT 算法高效求解。在对比数值结果与实验测量

时，两者严格统一了时间窗截取长度、采样步长、去直流分量及归一化准则。记录时间为

Tobs 时，频谱的分辨率极限对应为 1/Tobs；基线静态偏移与缓慢零点漂移所贡献的极低频响

应仅作为测量本底，不纳入简正模态范畴。对于非线性效应的讨论，数据需先平移扣除无扰

自由平衡位置，随后再投影至模态空间构造相应的广义坐标。 

 

图 2.5 Tracker 视频追踪界面。标记点轨迹经几何校正后转换为摆角时间序列。 

3 磁力牛顿摆的动力学模型 

3.1 广义坐标与模型假设 

本章中，我们搭建磁力牛顿摆的动力学模型。我们首先考虑由 n 个磁铁组成的系统，以

各磁铁的摆角 θᵢ 作为广义坐标。悬绳质量忽略，摆长视为固定；磁铁中心主要在同一竖直平

面内运动，磁化方向由悬挂结构限制。磁铁近似为均匀磁化的刚性圆柱，磁场随运动准静态

变化，耗散先用与角速度成正比的阻尼描述。 

如下图所示，当所有的磁铁等摆长、等间距时，第 i 个磁铁的中心位置为 

(𝑙 sin𝜃𝑖 + (𝑖 − 1)𝑑,  − 𝑙 cos𝜃𝑖) 
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图 3.1 磁力牛顿摆的坐标与磁极排列。d 为悬点间距，l 为质心运动半径，θ 为偏转角。 

3.2 动能与重力势能 

在磁铁姿态近似固定、运动主要为质心平动的假设下，系统动能为 

𝑇 =∑
1

2
𝑚𝑙2𝜃𝑖̇

2
𝑛

𝑖=1

 

以各摆的悬点为重力势能零点，有 

𝑉𝑔 =∑−𝑚𝑔𝑙 cos𝜃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

若磁铁存在明显的刚体转动，还需计入相应转动动能。但是本文采用上述平面约束模型，

因此仅将剩余晃动作为误差来源。 

3.3 圆柱磁铁建模与磁势能计算 

均匀磁化体可以用等效束缚电流表示[4]。对于磁化强度为 M的磁体，体束缚电流密度与

面束缚电流密度分别为 

𝐉𝒃 = 𝛁 ×𝐌,       𝐊𝒃 = 𝐌× 𝐧 

其中 n 为磁体表面的外法向单位矢量。对于均匀轴向磁化的圆柱，体束缚电流为零，侧

面存在沿圆周方向的面电流。因此，可将圆柱表示为沿轴向连续排列的圆形电流环。 
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图 3.2 圆柱磁铁的等效束缚电流。h 为轴向长度，R 为半径。 

而轴向厚度为 dh 的薄层对应电流 

d𝐼 = 𝑀 dℎ 

利用毕奥–萨伐尔定律计算薄层磁场，再沿磁铁轴向积分： 

d𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝜇0
4π
∮
𝐼d𝑙⃗⃗  ⃗ × 𝑟 

𝑟3
 

𝐵⃗ = ∫ (
𝜇0
4π
∮
𝐼d𝑙⃗⃗  ⃗ × 𝑟 

𝑟3
)𝑑ℎ

ℎ
2

−
ℎ
2

 

式中的圆周积分沿电流环进行，轴向积分覆盖磁铁全长。该表达式保留了磁铁有限尺寸

与空间偏移的影响。 

两个体积元的相对位置矢量可写为 

𝑅𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝑖 − (𝑥𝑗 + ∆ℎ),  𝑦𝑖 − (𝑦𝑗 + 𝑟sin𝜑),  𝑟cos𝜑) 

在固定磁化分布、忽略相互退磁修正的近似下，磁铁 i 与磁铁 j 的相互作用势能为 

𝑉mag(𝑖,𝑗) = ∫ ∫ ∫ −𝑀𝑗 ∙ 𝐵𝑥i(𝑅𝑖𝑗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

ℎ
2

−
ℎ
2

2π

0

𝑅

0

𝑟d𝑟d𝜑dℎ 

考虑相邻磁铁采用交替的磁化方向： 

𝑀2𝑘−1 = 𝑀,𝑀2𝑘 = −𝑀 

因此系统的总磁势能可写为： 

𝑉𝑚𝑎𝑔 =∑ ∑ 𝑉mag(𝑖,𝑗)

𝑛

𝑗=𝑖+1

𝑛−1

𝑖=1

 

在这里，每一对磁铁只计一次相互作用。相邻与非相邻磁铁的吸引或排斥由磁化方向和

相对位置共同决定。此时，系统总势能 V 为重力势能与磁相互作用势能之和。 
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3.4 含线性阻尼的拉格朗日方程 

为了求解这一复杂的非线性动力学系统，我们构建系统的拉格朗日量，其定义为： 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

运动方程为： 

d

dt
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑖̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑖
= 𝑐𝜃𝑖̇ 

这里 c表示有符号的阻尼系数，耗散时取负值；若用正数 b表示阻尼强度，则 c＝−b。在

摆长固定的情况下，方程可整理为： 

𝑚𝑖𝑙𝑖
2𝜃̈𝑖 + 𝑏𝑖𝜃̇𝑖 +𝑚𝑖𝑔𝑙𝑖 sin 𝜃𝑖 +

𝜕𝑉𝑚𝑎𝑔
𝜕𝜃𝑖

= 0 

上式同时包含重力恢复作用、磁耦合和耗散。其总机械能定义为 

𝐸 = 𝑇 + 𝑉 

其对应的能量变化为： 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= −∑𝑖𝑏𝑖𝜃̇𝑖

2 

无阻尼时总能量保持不变，有阻尼时总能量减少。计算中用这一关系检查数值结果。 

下面考虑这个微分方程的边界条件。自由系统的平衡位置满足： 

𝜕𝑉

𝜕𝜃𝑖
= 0   (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) 

在实际的实验释放前，部分磁铁被夹具固定，而其余磁铁在这一约束下达到平衡。因此，

基于我们的理论模型计算时先固定被拉开的磁铁，再求其余磁铁的平衡位置，最后以零初速

度释放。这样便将释放前由磁力产生的静态偏移计入初始条件。 

在本文后续的理论模型求解过程中，我们将二阶运动方程化为角度与角速度组成的一阶

方程组，并采用自适应 Runge–Kutta 方法求解[5]。其中电流圆柱模型保留磁铁尺寸和摆动几

何条件，以用于数值计算的结果及实验的结果相互比较；而磁偶极子模型则用于泰勒展开，

以方便求得小振幅下的解析结果。这两种模型承担不同任务：前者尽量保留实际磁力，而后

者使简正模和拍频的来源容易看清。 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



磁力牛顿摆的非线性模态耦合与能量局域化研究 

16 

4 线性简正模与拍频基准 

4.1 从实验观察振幅交替 

我们首先对基础的动力学系统开展了数值模拟与实验观测。图 4.1 对比了基于等效圆柱

电流模型计算出的两个磁摆运动时程与实验实测摆角数据，上、下两幅子图分别对应第一摆

和第二摆的角度。可以看到，理论曲线与实验数据点吻合良好，验证了理论模型与实验装置

的可靠性。随着时间推移，两摆的振幅呈现明显的周期性交替消长，即典型的拍频现象。该

运动特征与经典的线性耦合摆高度相似，因此在后文中，我们先引入磁偶极子近似，推导双

磁摆动力学的一阶解析解以解释这一行为。 

 

图 4.1 双磁摆运动的实验与数值比较。上、下图分别为 θ₁和 θ₂，表示两个磁铁的摆角，其显示振幅

在交替变化，不是很稳定。完整时间序列见图 A.1。 

我们进一步从简正模的视角来分析系统的动力学行为。对于双自由度的线性耦合摆，其

任意运动均可正交分解为同相模与反相模的线性叠加：在同相模中，两摆同向摆动；在反相

模中，两摆则反向运动。两类模态均为简谐振动，但各自的固有频率存在微小差异；正是由

于二者的相位不断发生漂移，叠加后才导致单摆振幅出现“此起彼伏”的拍频现象。直观上看，

这种两摆交替受激的运动形式较为杂乱，难以长时间维持某种特定的规则形态。这促使我们

思考：能否通过调节系统参数，打破两种模态势均力敌、相互调制的局面，从而使某一特定

模态在较长时间内占据主导？为此，我们首先在线性小振幅近似下展开深入探讨。 
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4.2 拉格朗日方程与势能的泰勒展开 

考虑无阻尼、等质量、等摆长的双磁摆，两个摆角均向右为正。磁铁中心坐标为： 

𝑥1 = 𝑙 sin 𝜃1 , 𝑦1 = −𝑙 cos 𝜃1
𝑥2 = 𝑑 + 𝑙 sin 𝜃2 , 𝑦2 = −𝑙 cos 𝜃2

 

相对位置与中心间距满足： 

𝛥𝑥12 = 𝑑 + 𝑙(sin 𝜃2 − sin 𝜃1), 𝛥𝑦12 = 𝑙(cos 𝜃1 − cos 𝜃2)

𝑟12 = √𝛥𝑥12
2 + 𝛥𝑦12

2
 

相邻磁矩沿水平方向反平行，大小记为 μ，且 μ＝MπR²h。第一个磁铁在第二个磁铁中心

产生的水平磁场为 

𝐵𝑥,12 =
𝜇0𝜇(3𝛥𝑥12

2 − 𝑟12
2 )

4𝜋𝑟12
5  

由此得到磁势能与重力势能： 

𝑉𝐵 = −(−𝜇)𝐵𝑥,12 =
𝜇0𝜇

2

4𝜋

2𝛥𝑥12
2 − 𝛥𝑦12

2

(𝛥𝑥12
2 + 𝛥𝑦12

2 )
5
2

𝑉𝐺 = −𝑚𝑔𝑙(cos 𝜃1 + cos 𝜃2)

 

此时，动能、总势能与拉格朗日量为 

𝑇 =
𝑚𝑙2

2
(𝜃̇1

2 + 𝜃̇2
2), 𝑉 = 𝑉𝐵 + 𝑉𝐺 , 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 

由第 3 章的拉格朗日方程，可以得到： 

𝑚𝑙2𝜃̈1 = −
𝜕𝑉

𝜕𝜃1

𝑚𝑙2𝜃̈2 = −
𝜕𝑉

𝜕𝜃2

 

为了求线性解，我们使用 Mathematica 将势能在 θ₁＝θ₂＝0 处展开到二阶。定义耦合参数 

𝑘 =
𝜇0𝜇

2

𝜋𝑑5
 

展开并整理后，有 

𝑉≤2 = 𝑉0 +
𝑚𝑔𝑙

2
(𝜃1
2 + 𝜃2

2) −
3𝑘𝑑𝑙

2
(𝜃2 − 𝜃1) + 3𝑘𝑙

2(𝜃2 − 𝜃1)
2 

V₀是与摆角无关的常数。一次项说明竖直位置不是自由平衡位置。对势能求导并除以

ml²，得到 

𝜃̈1 +
𝑔

𝑙
𝜃1 +

6𝑘

𝑚
(𝜃1 − 𝜃2) = −

3𝑘𝑑

2𝑚𝑙

𝜃̈2 +
𝑔

𝑙
𝜃2 +

6𝑘

𝑚
(𝜃2 − 𝜃1) =

3𝑘𝑑

2𝑚𝑙

 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



磁力牛顿摆的非线性模态耦合与能量局域化研究 

18 

令角加速度为零，可得这一近似下的平衡角： 

𝜃1,𝑒𝑞 = −
3𝑘𝑑

2(𝑚𝑔 + 12𝑘𝑙)
, 𝜃2,𝑒𝑞 =

3𝑘𝑑

2(𝑚𝑔 + 12𝑘𝑙)
 

再引入相对平衡位置的角位移 

𝜉1 = 𝜃1 − 𝜃1,𝑒𝑞 , 𝜉2 = 𝜃2 − 𝜃2,𝑒𝑞 

代入后，常数项由平衡条件抵消，得到 

𝜉̈1 +
𝑔

𝑙
𝜉1 +

6𝑘

𝑚
(𝜉1 − 𝜉2) = 0

𝜉̈2 +
𝑔

𝑙
𝜉2 +

6𝑘

𝑚
(𝜉2 − 𝜉1) = 0

 

4.3 双磁摆简正模与频谱验证 

我们模仿对线性耦合摆的处理方法，将这两个方程分别取和与取差分别得到同相和反相

振动的微分方程。这两个方程不相互耦合。以平衡位置为零点，记 ξᵢ = θᵢ − θᵢ,eq，并定义： 

𝑄𝑝 =
𝜉1 + 𝜉2

√2
, 𝑄𝑚 =

𝜉1 − 𝜉2

√2
 

归一化因子√2是两个振型(1,1)和(1, −1)的模长。两条运动方程相加得到同相模方程，相

减得到反相模方程： 

𝑄̈𝑝 + 𝜔𝑝
2𝑄𝑝 = 0,𝜔𝑝 = √

𝑔

𝑙

𝑄̈𝑚 + 𝜔𝑚
2 𝑄𝑚 = 0,𝜔𝑚 = √

𝑔

𝑙
+
12𝑘

𝑚

 

 

图 4.2 双磁摆的线性振型。左为同相模(1, 1)，右为反相模(1, −1)。 

同相模中，两磁摆同向运动，在这一线性近似下不改变间距，因此频率完全由重力决定。

反相模中，磁力则提供额外恢复作用，因此频率较高。静止释放时，两个磁摆的运动写为 

𝜃1(𝑡) = 𝜃1,𝑒𝑞 + 𝐴𝑝 cos𝜔𝑝𝑡 + 𝐴𝑚 cos𝜔𝑚𝑡

𝜃2(𝑡) = 𝜃2,𝑒𝑞 + 𝐴𝑝 cos𝜔𝑝𝑡 − 𝐴𝑚 cos𝜔𝑚𝑡
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𝐴𝑝 =
𝜉10 + 𝜉20

2
, 𝐴𝑚 =

𝜉10 − 𝜉20
2

 

其中 Aₚ与 Aₘ由相对自由平衡位置的初始偏转决定。在无阻尼线性系统中，它们保持不

变。由于本节模态坐标带有 1/√2，其模态振幅等于相应系数的√2 倍。第 5 章为对应解析代码，

改用未归一化的角度和、角度差，并在使用振幅前说明这一约定。 

   

图 4.3 双磁摆的频谱。左、右分别为 θ₁和 θ₂；蓝线为数值结果，红线为实验结果。两个坐标具有相

同的主要峰位。 

 

4.4 三角恒等变换解释拍频 

我们下面解释为何磁摆会呈现拍频包络现象。为从解析解中直接看出振幅变化，定义平

均角频率与频率差： 

𝜔̅ =
𝜔𝑝 + 𝜔𝑚

2
, 𝛥𝜔 = 𝜔𝑚 − 𝜔𝑝 

利用和差化积公式 

cos𝜔𝑝𝑡 + cos𝜔𝑚𝑡 = 2 cos 𝜔̅𝑡 cos
𝛥𝜔𝑡

2

cos𝜔𝑝𝑡 − cos𝜔𝑚𝑡 = 2 sin 𝜔̅𝑡 sin
𝛥𝜔𝑡

2

 

两个磁摆相对平衡位置的运动可写为 

𝜉1(𝑡) = (𝐴𝑝 + 𝐴𝑚) cos
𝛥𝜔𝑡

2
cos 𝜔̅𝑡 + (𝐴𝑝 − 𝐴𝑚) sin

𝛥𝜔𝑡

2
sin 𝜔̅𝑡

𝜉2(𝑡) = (𝐴𝑝 − 𝐴𝑚) cos
𝛥𝜔𝑡

2
cos 𝜔̅𝑡 + (𝐴𝑝 + 𝐴𝑚) sin

𝛥𝜔𝑡

2
sin 𝜔̅𝑡

 

   

图 4.4 三角乘积项的示意曲线。快速振荡受到慢变因子调制，两类项在不同时间段占优。 
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含平均频率的因子描述快速摆动，含频率差的因子描述慢变幅。特别地，第一摆的相对

初始偏转为 a、第二摆为零且均静止释放时，有 

𝐴𝑝 − 𝐴𝑚 =
𝜉10 + 𝜉20

2
−
𝜉10 − 𝜉20

2
= 𝜉20 ≈ 0 

因此 

𝜉1(𝑡) ≈ 𝑎 cos
𝛥𝜔𝑡

2
cos 𝜔̅𝑡

𝜉2(𝑡) ≈ 𝑎 sin
𝛥𝜔𝑡

2
sin 𝜔̅𝑡

 

两个包络分别按余弦和正弦的绝对值变化，因此振幅交替增强。一般初始条件下，两个

包络满足 

𝑅1
2(𝑡) = 𝐴𝑝

2 + 𝐴𝑚
2 + 2𝐴𝑝𝐴𝑚 cos 𝛥𝜔𝑡

𝑅2
2(𝑡) = 𝐴𝑝

2 + 𝐴𝑚
2 − 2𝐴𝑝𝐴𝑚 cos 𝛥𝜔𝑡

 

包络最小值取决于两个模态的激发是否相等，所以线性系统也可能保留一定余振。同一

磁摆的包络从最大值再次回到最大值所需的时间为 

𝑇𝑏𝑒𝑎𝑡 =
2𝜋

|𝛥𝜔|
=

1

|𝑓𝑚 − 𝑓𝑝|
 

可见，平均频率决定快速摆动，频率差决定拍周期。单个磁摆振幅变化时，两个线性简

正模仍然各自独立振动。 

 

4.5 摆长、间距与初始条件的影响 

附录图 A.5 对比了不同摆长下的系统频谱响应。当摆长由 9.132 cm 缩短至 7.393 cm 时，

主共振峰明显向高频方向移动，这符合单摆固有频率随摆长减小而增大的物理规律。  

磁耦合强度参数 𝑘 理论上与悬点间距 𝑑 的五次方成反比。当间距从 8 cm 缩短至 7 cm 时，

磁斥力增强导致反相模频率显著升高，使得同相与反相模态的频差走宽，时域上的拍频周期

随之缩短；相应的频域与时程对比详见图 A.6。  

此外，两摆的初始释放位移直接决定了各模态的初始激发挥发度。若第二摆偏离自由平

衡位置的初始位移非零，两模态所占份额通常不再等幅，导致时域振幅包络的谷值无法归零

（图 A.7）。需要指出的是，未受直接牵引的磁摆虽在初始磁斥力作用下略微偏离自由平衡

点，但因该初始偏角极小，这一副效应在当前参数下并不显著。 

 

4.6 三磁摆的模态扩展 

三个磁摆具有三个简正模。由于磁矩交替排列，相邻磁铁近共轴时相互排斥，两端磁铁

则相互吸引。保留非近邻作用后，用方程相加、相减可得到以下三个组合： 
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𝑆1 = 𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3, 𝑆2 = 𝜉1 − 𝜉3, 𝑆3 = 𝜉1 − 2𝜉2 + 𝜉3 

𝜔1 = √
𝑔

𝑙
, 𝜔2 = √

𝑔

𝑙
+
45𝑘

8𝑚
,𝜔3 = √

𝑔

𝑙
+
18𝑘

𝑚
 

 

图 4.5 三磁摆的线性振型，从左至右为(1, 1, 1)、(1, 0, −1)和(1, −2, 1)。 

 

第二模态对于中间磁摆的影响为 0。因此，两端磁摆的 FFT 一般包含三个主峰，中间磁

摆的 FFT 则只有两个主峰，分别代表第一、第三模态。实验频谱支持这一结果，如图 4.6 所

示。完整的标量方程、解析解及参数比较列于附录 A。 

 

   

图 4.6 三磁摆的频谱。左为端部磁摆，右为中间磁摆；中间位置对第二模态的响应较弱。 

 

以上结果说明，小振幅下的振幅交替主要可以用不同频率的模态叠加解释。但这还没有

回答大振幅时两种振动成分的比例是否保持不变。因此，下一章中我们将直接比较取和、取

差后的实验曲线，研究超出线性拍频的变化。 
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5 模态振幅如何变化？ 

5.1 从实验观察两种振动模态 

上一章表明，两摆振幅的交替消长可以由线性拍频机制很好地解释。然而，磁力耦合摆

的全部动力学行为是否都能纳入线性框架？答案显然是否定的。随着初始摆角与悬点间距的

进一步改变，实验中呈现出两类截然不同的运动构型：在某些工况下，两摆振动剧烈互易，

时域波形杂乱且缺乏规律；而在另一些条件下，系统在经历短暂初始演化后，转而长期维持

以同向摆动为主的相对稳定状态。 

然而，若仅直接观察单个摆角的位移时程（如图 5.1 所示），强烈的拍频调制往往会掩

盖深层的非线性特征。为此，我们通过对两摆角分别作线性加和与相减（如图 5.2 所示），

我们构造出系统的简正模时间序列。图 5.3 直观展示了这一坐标变换的优势：上图中看似复

杂的单摆摆角曲线，在投影至模态空间（下图）后，便清晰地解构为两个振幅近似恒定的周

期性模态。可以说，本文所关注的各类“非线性现象”，其动力学本质正是简正模在振幅与频

率演化上对标准正弦响应的偏离。 

 

图 5.1 两摆振动强弱变化的实验与理论比较。上、下图分别为 θ₁和 θ₂，曲线为理论结果，散点为实验数

据。第一摆的振幅先减小、随后有所恢复；第二摆的振幅也随时间变化。仅凭摆角曲线，难以判断模态自

身的振幅是否改变。 

 

图 5.2 取和、取差的含义示意。左侧为同相振型，右侧为反相振型；两摆的偏转均相对于平衡位置描

述。纯同相运动在角度差中消失，纯反相运动在角度和中消失。 
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图 5.3 小振幅情况下的时间序列。上图为两个摆角，下图为同相、反相分量。 

 

为进一步验证上述理论预测，我们开展了对应的实验检验。如图 5.4 所示，在两种不同

间距下，同相模与反相模的时程演化均清晰可辨，实验数据与理论曲线吻合良好。进一步追

踪各响应曲线的振幅包络（极值连线）可以发现，代表反相模的角度差包络起伏程度存在显

著差异：随着悬挂间距 𝑑 的增大，包络的波动幅度明显增加。 
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图 5.4 d = 10 cm（上）与 d = 15 cm（下）的模态理论—实验比较。每组上图为角度和，下图为角度差。

比较同一组内两模态的包络变化，以及两组之间调制程度的差别；曲线、散点分别为理论与实验。 
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图 5.5，更长时间的带阻尼理论曲线，使用箭头标明了简正模振幅的变化 

 

更显著的差异展现在图 5.6 的实验结果中：尽管两模态在初始时刻的振幅相当，但反相

模在演化初期便出现剧烈衰减，约 10 s 后振幅始终维持在极低水平；与此同时，同相模则始

终保持着可观的振幅。这一分化特征在理论计算与实验实测中均清晰可见。这表明，通过合

理调控释放初始条件与悬点间距，系统能够实现动力学自组织——从初始的双模态竞争混叠

状态，自发转变为同相模持续占据主导的构型，而这恰好对应了我们此前所期望寻得的“稳

定”振动状态！ 

 

图 5.6 d 和初始角度更大时两种模态表现的实验与理论对照。 
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5.2 使用轨迹形状分析简正模波动 

为更直观地展现时程演化中的动力学特征，我们进一步在模态相平面中对比系统的运动

轨迹（图 5.7）。在理想无阻尼的线性模型中，两简正模的振幅严格恒定，相平面轨迹被严

格限制在一个矩形区域内；而在考虑完整非线性相互作用后，轨迹在同相模轴向明显向外凸

出，而在反相模轴向则呈现内凹畸变。需要强调的是，此处展示的是以角度和、角度差为坐

标轴的模态空间轨迹，而非两只磁铁在真实物理空间中的运动轨迹。这种轨迹的几何变形恰

与前述模态振幅的调谐规律相呼应，下文将结合系统势能的泰勒展开深入阐释其物理机制。 

   

图 5.7 非线性与线性模型的模态轨迹。左图的左右边界向外凸出、上下边界向内凹入；右图保持矩

形边界。比较的是无阻尼计算，用于分离阻尼衰减与非线性变形。 

 

为解释这一现象，我们分别提取同相方向和反相方向的势能曲线 

𝑉(1,1) = 𝑉(𝜃1, 𝜃2), (𝜃1 = 𝜃2) 

𝑉(1,−1) = 𝑉(𝜃1, 𝜃2), (𝜃1 = −𝜃2) 

我们再计算这两个方向上的势能二阶导数，并与线性近似比较，如图 5.8 所示。线性势

能是二次函数，二阶导数为 

常数；完整势能的二阶导数则随摆角改变。原数值图两端的突变来自差分边界处理，不

参与这里的趋势判断。 

从图 5.8 中可以发现，在所考察的振幅范围内，势能曲线在同相方向相对平缓，在反相

方向相对陡峭。这解释了为什么轨迹在同相方向凸出、在反相方向凹陷：相同的势能变化在

前一方向允许较大的位移，在后一方向允许的位移较小。 
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图 5.8 同相、反相方向的势能曲线及其二阶导数。线性近似用于比较两个方向上恢复作用的变化。 

在确定了相平面的运动边界后，我们还可以通过轨迹的具体拓扑形态来分析简正模的演

化。系统在包络边界内描绘出类似李萨如图形的复杂缠绕轨道。图 5.9 左侧展示了两模态振

幅波动较小的平稳阶段；右侧则对应同相模振幅增大、反相模振幅同步衰减的演化阶段，这

在几何上印证了同相成分的增强与反相成分的削弱具有互补的协同性。上述振幅反向消长的

动力学规律，同样可以在图 5.10 的摆角时程曲线中清晰地观测到。 

   

图 5.9 轨迹与模态振幅变化的对应。红线为磁力牛顿摆轨迹，浅绿色边框为线性轨迹的包络，浅绿

色曲线为对应相位的线性运动。 

   

图 5.10 有阻尼与无阻尼的模态时间序列。左为有阻尼，右为无阻尼。比较两个模态的峰值包络，可

见部分阶段同相模增强时反相模减弱。 
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5.3 四阶势能项的对照检验 

前述相轨迹与时程图直观表明了简正模振幅会发生动态调制，但其核心机理尚待进一步

厘清。为查明究竟是哪一阶非线性势能项主导了该模态振幅演化，我们在保持相同初始条件

与观测时长的基准下，采用逐步截断势能项的方法进行对比仿真。将系统的总势能沿平衡位

置关于广义坐标进行多元泰勒展开，表达式如下： 

𝑉 =  𝑉0  +  𝑉1  +  𝑉2  +  𝑉3  +  𝑉4  +  … 

Vₙ表示总次数为 n 的势能项。对势能求一次广义坐标的负导数即可得到广义恢复力，因

此势能展开中的二阶项对应动力学方程中的线性回复项，四阶势能项则对应经典的三阶非线

性力项。图 5.11 对比了三种截断方案下的动力学响应：仅保留二阶与四阶项、保留二阶并剔

除四阶项，以及包含所展开的全部非线性项。我们将上述两组截断情况与第三幅图（即保留

全阶势能的对照基准）进行对比。自上而下观察：第一幅图保留了 𝑉2 + 𝑉4，对比代表两模态

的蓝、橙曲线上包络可以发现，二者峰值高度差随时间发生显著演化，且演化形态与全阶对

照组高度吻合；而在第二幅图中剔除 𝑉4 后，两条包络线趋于相互平行，振幅的慢变调制特征

明显被削弱。由此我们可以得出结论：在本研究的非线性磁耦合系统中，四阶势能项是引发

模态振幅调制的关键起因，而三阶势能项的贡献相对有限！ 

 

 

 

图 5.11 势能消项对照。从上到下第一个图保留 V₂ + V₄，第二个图删除 V₄，第三个图作为对照，保

留所有阶势能 
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5.4 使用三阶模态方程解释相位差与模态能量传递 

截断势能项的对照分析指明了引起模态畸变的主导阶数，接下来我们进一步阐明模态间

能量转移的具体物理机制。我们沿用第 4 章的磁偶极子模型推导拉格朗日方程，但此次在动

力学方程中将非线性项展开至角度的三阶（对应势能的四阶项）。需要说明的是，等效圆柱

电流模型将继续用于精确的数值求解与实验对照；而此处构建的低阶解析方程，则旨在定性

厘清模态振幅、相位以及瞬时频率三者之间的动态关联。计算时，我们将两个角度同时乘以

辅助量 ε，再按 ε保留到三阶，最后令 ε = 1。这样保留的是总次数不超过三的项，例如 θ₁²θ₂。

把两条方程相加、相减，即得到同相模和反相模的方程： 

𝑄𝑝  =  𝜃1  +  𝜃2,    𝑄𝑚  =  𝜃1  −  𝜃2 

记 k = μ₀μ²/(πd⁵)，μ 为磁偶极矩，等于电流圆柱模型的磁化强度 M 乘以体积 πR²h。完整

三阶展开见附录 B。由于已知耦合较弱时非线性效应较强（这一点我们通过数值扫描得知，

下文会进行定性说明），且上一节中已经用数值方法证明二阶项并不重要，我们可以推断含

k 项乘上二阶或者三阶 Q 项后为小量。为得到便于解释的定性方程，我们略去二阶动力学项

及含 k 的三阶项，保留重力三阶项、线性磁耦合项和常数偏移项： 

𝑄̈𝑝  =  −
𝑔

𝑙
𝑄𝑝  +  

𝑔

8𝑙
𝑄𝑚
2 𝑄𝑝  +  

𝑔

24𝑙
𝑄𝑝
3

𝑄̈𝑚  =  −
3𝑑𝑘

𝑙𝑚
 − (

𝑔

𝑙
 + 

12𝑘

𝑚
)𝑄𝑚  +  

𝑔

24𝑙
𝑄𝑚
3  +  

𝑔

8𝑙
𝑄𝑚𝑄𝑝

2
 

反相模中的常数项不能直接删去。先取稳定平衡 Qₚ = 0, Qₘ = q₀，再将反相坐标平移到这

一位置： 

3𝑑𝑘

𝑙𝑚
 + (

𝑔

𝑙
 + 

12𝑘

𝑚
)𝑞0  −  

𝑔

24𝑙
𝑞0
3  =  0 

𝑞𝑝  =  𝑄𝑝,    𝑞𝑚  =  𝑄𝑚  −  𝑞0 

以下振幅均相对于平衡位置计算。平移后的线性角频率记为 Ωₚ和 Ωₘ，它们的平方差仍

为 12k/m。 

要判断两个模态为何交替增强、减弱，我们需要计算交叉耦合作用在一个快振动周期内

做的功。在本文中我们将两个模态近似写成振幅和相位缓慢变化的余弦振动： 

𝑞𝑝  =  𝐴𝑝 cos 𝜃 ,    𝑞𝑚  =  𝐴𝑚 cos(𝜃 +  𝜑) ,    𝜃 ≈  𝜔𝑡 

其中 Aₚ、Aₘ为模态振幅，φ = θₘ − θₚ为反相模相对于同相模的相位差。因此，φ > 0 表示

反相模领先，φ < 0 表示同相模领先。这里的 θₚ、θₘ是振动相位，与磁摆角度 θ₁、θ₂不同。 

记 c = g/(8l)，同相模受到的交叉耦合作用为 cqₘ²qₚ。将它乘以同相模速度，再对一个快

振动周期取平均，就得到平均输入功率。利用三角恒等式可得： 

⟨𝑃𝑝⟩  ≈  
𝑐𝜔𝐴𝑝

2𝐴𝑚
2

8
sin 2𝜑  =  

𝑔𝜔𝐴𝑝
2𝐴𝑚

2

64𝑙
sin 2𝜑 

⟨𝑃𝑚⟩  ≈  −
𝑔𝜔𝐴𝑝

2𝐴𝑚
2

64𝑙
sin 2𝜑  ≈  −⟨𝑃𝑝⟩ 
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式中的功率除以了共同的模态惯性系数 ml²/2；乘回这一系数即可得到实际功率。可以看

到，两个简正模在严格同相时 φ = 0，正功和负功在最低阶平均中抵消；若 0 < φ < π/2，反相

模向同相模传递能量；若−π/2 < φ < 0，则同相模向反相模传递能量。 

相位差最初主要由两个模态的线性频率差积累而来。随着振幅分配改变，非线性频移也

会改变两模态的快慢。这里需要区分相位差和频率差：前者表示已经领先多少，后者决定领

先程度正在怎样变化。其中，局部周期取相邻两个主波峰的时间间隔： 

𝑇𝑝,𝑛  =  𝑡𝑝,𝑛+1  −  𝑡𝑝,𝑛,    𝜏𝑝,𝑛  =  
𝑡𝑝,𝑛+1  +  𝑡𝑝,𝑛

2
 

反相模按同样方法处理，再把两组结果插值到同一实际时间轴上。周期较短的模态相位

积累较快。在波形以基频为主、变化缓慢时，有： 

𝜑̇  =  𝜔𝑚  −  𝜔𝑝  ≈  2𝜋 (
1

𝑇𝑚
 −  

1

𝑇𝑝
) 

因此，周期曲线可以说明相位差正在增大还是减小，以及变化的快慢；相位差本身则需

要给定初始相位，再对上式的频率差作时间积分。周期差不能直接当成相位差。当两条局部

周期曲线交叉时，φ 的变化方向可能反转，但 φ 通常不同时等于零。 

如图 5.12 所示，反相模的周期始终较短，展开后的 φ 持续增加。第一阶段，同相模振幅

增大、反相模振幅减小，对应反相模向同相模传递能量；在上述近似下，这一段对应 0 < φ < 

π/2。第二阶段，反相模振幅恢复，对应 π/2 < φ < π，此时 sin(2φ)变负，同相模向反相模传递

能量。 

 

图 5.12 极接近临界却还未发生周期交叉时的两个阶段。上为模态时间序列，下为局部周期；蓝色为

同相模，红色为反相模。第一，第二阶段按简正模能量交换方向过程划分。 
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5.5 为什么耦合减弱时扭曲反而增强 

由上述解析表达式可知，能量在两个简正模之间的转移并不直接由耦合强度 𝑘 决定，而

是由模态间的相位差 𝜑 所主导（这也是本近似推导的直接结论）。有限的相位差打开了模态

间能量交换的通道，而相位差的演化快慢则决定了能量定向传递的持续时间。耦合参数 𝑘 实

际上是通过以下间接机制调控能量传递量的：当悬点间距 𝑑 增大时，线性耦合强度 𝑘 相应减

弱，导致两模态的固有频率差变小、相对相位漂移变慢，系统因而能在单一传能方向上维持

更久，从而在单周期内累积出更显著的振幅调制。图 5.13 显示，相位变化较慢的一组在相平

面中呈现出更剧烈的轨迹畸变，验证了即便磁耦合减弱，累积的振幅变化反而可能被放大的

物理现象。图 5.13 的数据与本章开头的实验结果均支持这一机制。 

回到本章最初的核心疑问：模态能量分配的变化剧烈程度，既取决于瞬时耦合强度，更

取决于有效传能方向的维持时间。双磁摆的动力学行为表明，模态振幅的演化已超出了线性

拍频的解释，势能消项和平均做功分别说明了主要阶次与传能方向。接下来，我们将研究扩

展至三磁摆系统，检验这种“耦合减弱反而诱导更强调制”的反常趋势在多模态竞争下是否依

然成立。 

 

 

图 5.13 相位关系变化快慢对振幅变化的影响。上图 d=15cm，下图 d=10cm。上图的相位关系变化较

慢，下图变化较快；前者在同一传能方向上积累的时间更长。 
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5.6 三磁摆中的扩展验证 

我们进一步把相同的比较扩展到三磁摆。首先画出三个摆角组成的空间轨迹及其平面投

影，再将运动放在三个简正模坐标内。图中 q_same、q_anti 和 q_mix 分别对应(1, 1, 1)、(1, 0, 

−1)和(1, −2, 1)方向。 

 

图 5.14 三磁摆在物理坐标中的三维轨迹。 

 

图 5.15 三磁摆投影到线性模态坐标后的三维轨迹。 
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图 5.16 和图 5.17 保持第一摆初始角度为−0.3 rad，分别取 d = 0.16 m 和 d = 0.12 m，并消

除阻尼项。对比模态轨迹及其投影，可以清晰地看到看到较大间距下边界扭曲更明显。这与

双磁摆的观察一致，说明上述解释也能用于理解三个模态参与时的结果。 

   

   

图 5.16 d = 0.16 m、θ₁₀ = −0.3 rad 时无阻尼情况下三磁摆的时间序列与轨迹。 
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图 5.17 d = 0.12 m、θ₁₀ = −0.3 rad 时无阻尼情况下三磁摆的时间序列与轨迹。 

 

由背景知识我们可以得知，四阶势能项常常产生 1:1 内共振效应。这也定性解释了为何

两个模态频率越接近振幅扭曲越强。然而，在本章节中，反向位模频率仍然始终高于同相位

模频率。因此，我们进一步提出：继续改变初始摆角和悬点间距，使两个模态的频率相等并

发生交叉，振幅与相位的变化会有什么不同？以及能否使一种振动形式持续占优，达到视觉

上“稳定”振动的效果？下一章将围绕这些问题展开。 
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6 非线性效应带来的能量局域化与稳定振动优化 

前面我们提出，希望通过调节参数，使系统从两种振动成分叠加、看起来较“乱”的运动，

转为一种模态持续主导的较“稳定”运动。第五章表明，非线性作用能够改变两个模态的振幅

比例。那么，这种变化能否使一种模态在较长时间内保持优势，而不只是短暂增强？ 

在特定初始偏角与悬挂间距下（增大初始摆角的绝对值和悬点间距 d），实验中确实观

测到了该预期行为：开始时，两个模态的振幅相近；随后，反相模的振幅明显减小，而同相

模仍保持较大的振幅。约 10 s 之后，反相模在剩余观察时段内始终较弱，同相振动持续占据

主导。虽然阻尼使整体振幅逐渐衰减，但两种模态的减弱程度明显不同。图中的实验数据与

理论曲线呈现出相同的趋势。 

这说明，改变释放条件和悬点间距，可以使两种模态的占比发生显著变化，并使同相振

动在一段时间内持续占优。下面我们将进一步比较不同参数下的模态振幅、局部周期和相位

差，研究这种持续占优的状态在什么条件下出现，以及它与两摆之间的振动传递和局域化有

怎样的联系。 

 

图 6.1 同相模持续占优时的理论与实验时间序列。 上图为摆角之和 θ₁＋θ₂，下图为摆角之差

θ₁－θ₂。实线表示理论计算，散点表示实验测量。初始阶段后，反相模振幅明显减小，同相

模则在观测时间内持续占优。 
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6.1 从轨迹扫描到局域化 

我们分别改变第一磁摆的初始角度 θ₁₀和两个磁摆的悬点间距 d，画出无阻尼时的轨迹扫

描图，如图 6.2 和图 6.3 所示。这里“增大初始角度”指增大其绝对值，即将磁铁拉得更远。 

 

图 6.2 初始角度扫描。d = 0.17 m，θ₁₀从−0.3 rad 变化到−0.9 rad。轨迹沿原图的简正模方向排列。 

 

图 6.3 悬点间距扫描图。 
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可以看到，初始偏转或间距增大时，轨迹扭曲先增强；继续增大到一定程度，轨迹形状

会发生明显的变化。随后我们画出改变前后的 θ₁、θ₂时间序列，以从磁铁的角度进行分析。 

   

图 6.4 局域化前后的物理坐标时间序列。 

在图 6.4 左侧，θ₁与 θ₂的振幅交替变化；在右侧，θ₂的振幅始终无法超过 θ₁。能量像是被

“锁在”了第一个磁铁中，因此我们将这种一侧磁摆持续占优的现象称为非线性局域化。这里

直接观察的是摆角及其振幅，后文再从模态相位解释这一变化。 

我们的实验也支持振动局域化这一结论。如图 6.5 所示，释放后，第一个磁摆始终保持

较大的振幅；第二个磁摆虽然在磁耦合作用下逐渐振动起来，但其振幅明显小于第一个磁摆。

实验测量与理论计算在两摆振幅大小及其变化趋势上较为一致，说明这一局域化现象也能够

在实际装置中观察到。 

 

图 6.5 振动局域化状态下两磁摆摆角的理论与实验对比。上、下图分别为 θ₁和 θ₂的时间序列，实线表示

理论计算，散点表示实验测量。在 0–15 s 内，第一个磁摆的振幅持续大于第二个磁摆，表现出振动集中于

一侧的局域化特征。 
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6.2 频率失配与耦合强度的解释 

从两个磁铁各自的运动来看，初始状态下 θ₁的振幅比 θ₂大。由于重力恢复作用具有软弹

簧特征，大振幅磁铁的摆动的频率较低，第一摆与第二摆之间便会出现频率失配。我们可以

近似把它看成第一磁摆驱动第二磁摆的受迫振动过程：当两者频率不匹配时，第一摆难以有

效驱动第二摆，第二摆的振幅便难以超过第一摆。 

这也从另一个角度解释了前面的参数规律。初始偏转越大，两摆之间由振幅引起的频率

失配越明显，更容易出现局域化；悬点间距越大，磁耦合越弱，振动越难从第一摆充分传递

到第二摆，也更容易出现局域化。 

6.3 轨迹变化与两个模态的相位 

在进一步细化悬点间距 𝑑 与初始偏转角的扫描步长后，我们发现当参数步入某一临界区

间时，相空间轨迹构型发生了显著的拓扑转变。图 6.6 对比了这一分界线前后的轨迹形态：

局域化发生后，运动区域几乎完全收缩在第一摆振幅占优的相空间半区。 

这一动力学转变过程可以形象地类比为“越过势垒”：势垒左侧对应能量主要富集于第一

摆，右侧则对应集中于第二摆。局域化前，系统具备足够的“动能”越过势垒鞍点，表现为宏

观能量在两摆之间周而复始地完整转移；当接近临界参数时，越过山顶的演化速度显著变慢，

在鞍点附近的弛豫滞留时间明显拉长；而一旦越过临界阈值，系统便彻底丧失了翻越鞍点的

能力，只能在势垒同侧发生折返振荡；若继续偏离临界点，其折返边界将进一步远离势顶。

需要说明的是，该比喻本质上刻画的是相空间能量流动通道的几何闭合与分配受限，并不意

味着无阻尼系统的机械能总量在“翻山”过程中存在耗散。 

   

图 6.6 正常非线性轨迹与局域化轨迹。左图覆盖两侧，右图主要保留一侧。 

为了进一步理解这一变化，我们画出局域化前后两个简正模的时间序列，如图 6.7 所示。

两组曲线的振幅变化看起来相近，但相位关系不同。 
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图 6.7 局域化前后两个简正模的时间序列（半个周期）。左为局域化前，右为局域化后；蓝色为同相模

θ₁ + θ₂，红色为反相模 θ₁ − θ₂。 

在左图中，两模态振动一段时间后，其波峰逐渐发生错位。这是因为在线性近似下，反

相模的固有频率高于同相模，频差导致两者间的相位差随时间不断累积。而在右图中，两模

态在所示时段内的峰值几乎始终保持对齐，简正模的整体振动相位高度趋同。这一显著特征

表明，在非线性调制下两者的平均响应频率发生了牵引并趋于一致！ 

从内共振的视角来看，本文所观察到的能量局域化本质上可归结为 1∶1 内共振诱发的“锁

相”（phase-locking）态。两模态不仅频率发生并合，而且维系着长期稳定的相位差；将其重

新投影回物理坐标时，便在空间上一侧形成建设性相干相加、另一侧形成相消相减，从而造

就了单侧磁摆持续占优的局域化构型（如下式所示）。这与前一节从两物理磁摆有效频率失

配出发的分析框架互为补充、相互印证。 

𝜃1  =  
𝑄𝑝  +  𝑄𝑚

2
,    𝜃2  =  

𝑄𝑝  −  𝑄𝑚
2

 

当当两简正模振幅相当且维持近似零相位差时，其线性组合在第一磁摆处相干叠加，在

第二磁摆处则干涉抵消，从而在实空间形成第一磁摆持续占优的能量局域化现象；这便将抽

象的模态演化与直观的单摆振幅行为统一了起来。本文所观测到的局域化，定性上可归结为

两模态频率接近 1∶1 时的内共振响应。主导这一相干锁相过程的正是动力学方程中的三阶非

线性项（对应四阶势能项[7]），这与第 5 章的势能截断对照完全吻合。此外，原系统方程中

还包含二阶动力学项，它们会在两模态频比逼近 1∶2 时诱发 1∶2 内共振，相应的数值模拟证据

已在附录中详细给出。 

6.4 周期交叉后的四个阶段 

为检验两模态频率趋于一致的判断，我们沿用前述方法，提取各模态相邻两波峰之间的

时间间隔作为对应振动段的局部周期，并绘制其随时间的演化序列（图 6.8）。 
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在图 6.8 左侧未发生局域化的工况下，两条局部周期曲线始终彼此分离、互不相交，表

明反相模的振动频率始终高于同相模；而在右侧发生局域化的工况下，两曲线频繁出现交叉，

说明两模态的瞬时频率开始交替领先与滞后，其长时平均周期已趋于完全相等。 

 

 

图 6.8 局域化前后的模态局部周期。蓝色为同相模，红色为反相模；左侧两条曲线不交叉，右侧出现交

叉。 

下面我们将结合局部周期的演化规律与前文推导的弱非线性解析方程，深入阐明能量在

两模态间定向传递与反转的物理机制。图 6.9 将这一动态演化历程细划分为四个典型阶段： 

第 1.1 阶段，红色周期小于蓝色周期，反相模领先，且领先程度增大，即 φ > 0、φ 继续

增大。 

第 1.2阶段，红色周期超过蓝色周期，反相模仍然领先，但领先程度逐渐减小，直到φ回

到 0。只要这两段中 φ 保持在 0 到 π/2 之间，能量就持续由反相模传向同相模。可见，周期交

叉改变了相位差的变化方向，却没有立即改变传能方向。 

第 2.1 阶段，反相模开始落后，而且落后程度增大，即 φ < 0、φ 继续减小。 

第 2.2阶段，两条周期曲线再次交叉，反相模的落后程度逐渐减小，直到 φ再次回到 0。

在−π/2 < φ < 0 的范围内，这两段中能量由同相模传回反相模。不同于上一节，四个阶段共同

表现为相位差围绕 0 往复变化。 

在所对比的局域化算例中，越远离临界分界线，两模态的时程极值对齐越紧密，相对相

位差的摆动包络范围也随之收缩；这导致模态间单周期内的有效能量交换量显著减少，直观

表现为两简正模振幅调制程度的微弱化。 
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图 6.9 发生周期交叉时的四个阶段。蓝色为同相模，红色为反相模；1.1 与 1.2、2.1 与 2.2 的分界分别对

应局部周期交叉。1.2 和 2.1 的分界则对应能量传递方向的变化。 

6.5 频率交叉的解析条件与检验 

周期曲线为什么会交叉？这是因为三阶项除了改变振幅，还会改变频率。将第 5 章的余

弦近似代入方程，利用三角恒等式提取基频中与位移同相的部分，可得： 

𝜔𝑝
2  ≈  𝛺𝑝

2  −  
𝑔

32𝑙
[𝐴𝑝
2  +  𝐴𝑚

2 (2 + cos 2𝜑)]

𝜔𝑚
2  ≈  𝛺𝑚

2  −  
𝑔

32𝑙
[𝐴𝑚
2  +  𝐴𝑝

2(2 + cos 2𝜑)]
 

两式相减后，得到较为直接的关系： 

𝜔𝑚
2  −  𝜔𝑝

2  ≈  
12𝑘

𝑚
 − 

𝑔

16𝑙
(𝐴𝑝

2  −  𝐴𝑚
2 ) cos2 𝜑 

右侧第一项是线性频率差，第二项是振幅和相位造成的非线性修正。开始时两个模态振

幅接近，第二项较小，反相模频率较高。能量向同相模传递后，Aₚ增大、Aₘ减小，第二项可

能抵消第一项。当两者相等时，两模频率接近相等；若差值继续变号，就出现交叉。相应的

切换条件为： 

𝑔

16𝑙
(𝐴𝑝

2  −  𝐴𝑚
2 ) cos2𝜑  ≈  

12𝑘

𝑚
 

(𝐴𝑝
2  −  𝐴𝑚

2 )(cos𝜑)2  ≈  
192𝑘𝑙

𝑚𝑔
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这不是运动方程在交点处突然换成了另一条方程，而是连续变化的振幅和相位使频率差

通过了零点。交点处 φ 的变化率为零，φ 本身通常不为零，因此交叉可以发生在振幅仍朝原

方向变化的时候。完整的三角变换和取平均过程放在附录 B。 

图 6.10 中，三次交叉对应的比值均接近 1，所列数值约为 0.992 至 1.076，偏离 1 的最大

幅度约为 7.6%。改变间距后仍保持这一符合程度，也就说明了我们解析计算的交叉点是近似

正确的。由于解析式省略了部分磁力非线性项，数值无法严格等于 1。 

切换条件还说明：在质量、模态振幅与相位差相同的比较下，k 越小或 l 越小，右侧

192kl/(mg)越小，越容易达到频率相等的条件。对于固定磁偶极矩，k 随 d 的五次方反比减小，

因此增大 d 也会降低这个门槛。这解释了为什么耦合减弱后仍可能出现交叉。不过实际改变

摆长或间距也会改变振幅演化，完整的临界位置仍应由数值扫描确定。 

 

图 6.10 改变悬点间距时切换条件的数值检验。分别在第 1、2、3 个局部周期交叉点，将相位—振幅条件

的左侧除以右侧；虚线为 1，绿色带为 0.90 至 1.10。横轴为 d/l，d 的范围取 0.2m 至 0.26m。 

6.6 模态占优程度与参数热图 

若初始仅单侧拉起一只磁铁释放，理论上两简正模所激发的初始振幅基本相当。在线性

近似下，该振幅配比严格守恒，两物理摆因简正模频差积累的相位差而呈现经典的交替拍频

振荡。既然非线性相互作用能够打破模态振幅守恒，我们进一步探究：能否通过合理选取系

统参数，促使同相或反相模态在宏观时段内建立绝对的竞争优势？ 

为回答这一核心问题，图 6.11 与图 6.12 分别对初始偏转角与悬点间距进行了系统扫描，

直接对比两模态的时程演化轨迹。图中蓝色曲线对应同相模，红色曲线对应反相模。 
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图 6.11 初始角度变化时的模态时间序列。按图中参数 d = 0.17 m，θ₁₀从−0.3 rad 变化到−0.9 rad；同

相模占优程度先增强后减弱。 
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图 6.12 悬点间距变化时的模态时间序列。按图中参数 θ₁₀ = −0.5 rad，d 从 0.16 m 变化到 0.22 m；同

样呈现先增强后减弱的趋势。 

时间序列显示，同相模的主导程度随初始偏转或 d 增大先增强后减弱，反相模受抑制的

程度也呈相同趋势。与轨迹和周期曲线对照可见，较强的模态振幅变化出现在接近局域化转

变的区域，而不一定出现在一侧磁摆最明显占优的参数处。 

前面用接近山顶的运动作比喻：系统越接近临界状态，在平缓处停留的时间越长，表现

为模态振幅变化的慢周期变长。从时间序列可见，随着初始偏转或 d 增大，同相模的主导程

度先增加后减小，反相模受到抑制的程度也先增强后减弱。这与轨迹扫描中的变化一致：最

明显的模态振幅变化出现在接近局域化转变的区域，而不是局域化最明显处。 
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我们使用振幅比 L 描述同相模的主导程度。先由峰、谷求出两个模态的上下包络，再取

反相模包络宽度与同相模包络宽度之比在整个观察时段内的最小值： 

𝐿 = min [
𝑄(1,−1)𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 − 𝑄(1,−1)𝑢𝑛𝑑𝑒𝑟
𝑄(1,1)𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟 − 𝑄(1,1)𝑢𝑛𝑑𝑒𝑟

] 

式中 upper和 under分别表示上、下包络；Q₍₁,₁₎为同相模，Q₍₁,₋₁₎为反相模。L越小，说明

至少在某段时间内，同相模相对反相模越占优。L 是模态幅度的比较，不直接等同于某一个

物理磁摆中的能量比例。 

 

图 6.13 无阻尼情况下的 L 参数热图。低值带对应同相模明显占优的参数组合，远离该区域时 L 逐渐

接近 1。 

图中间存在一条 L较小的带状区域。离它越远，L通常越接近 1，两个模态的幅度比变化

较小。这与前面的扫描一致：临近正常非线性运动与局域化之间的转变时，同相模能够达到

较明显的优势。可以看到，图 6.13 中的 L 最低曲线大致与图 6.14 中的局部周期交叉/不交叉

分界线吻合。 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



磁力牛顿摆的非线性模态耦合与能量局域化研究 

46 

 

图 6.14 无阻尼情况下局部周期是否交叉的参数分布。与图 6.13 的低 L 区域对照，比较周期分类边界

与振幅调制增强区域的位置。 

6.7 阻尼对局域化和热图的影响 

加入实验标定的阻尼后，图 6.15 仍能看到类似的低值带，但其位置发生向左的偏移。这

是因为阻尼使振幅随时间减小，同一个初始条件在后续运动中会经历较小振幅的状态，因此

初始振幅需较大才能让系统在 L 取最小值时更接近是否局域化的分界线。 

 

图 6.15 加入阻尼后的 L 参数热图。与图 6.13 相比，低值带发生偏移。 
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为更清楚地观察这个过程，我们把阻尼调为原值的 0.1 倍。图 6.16 显示，系统在开始阶

段保持局域化，第一磁摆持续占优；随着振幅衰减，局域化消除，后半段重新出现两摆交替

振动。这说明阻尼的作用不只是使曲线整体变矮。它还会通过减小磁摆振幅减小非线性频移，

使系统从局域化区域进入能够充分交换振动的区域。 

 

图 6.16 阻尼为原值 0.1 倍时的长时间序列。早期为局域化，随后转为非局域化的振幅交替。 

6.8 改变非线性强度的数值对照 

我们可以把全部高于二阶的势能项合在一起，统一乘以系数 γ，比较整体非线性强度的

影响： 

𝑉𝛾  =  𝑉≤2  +  𝛾(𝑉 −  𝑉≤2) 

V≤₂表示保留到二阶的势能部分。γ = 0为线性近似，γ = 1恢复原来的非线性强度。图6.17

和图 6.18 分别给出无阻尼、有阻尼结果。随着 γ 改变，低 L 区域的位置与形状也发生变化，

表明同相模占优程度由初始条件、耦合与非线性共同决定。 
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图 6.17 无阻尼时整体非线性强度 γ 的对照。各子图按原图标注值重排，统一色标。 

 

图 6.18 有阻尼时整体非线性强度 γ 的对照。各子图按原图标注值重排；与图 6.17 结合，可区分非线

性强度和耗散造成的变化。 
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为了进一步验证四阶势能项是否导致同向模占有，我们单独改变四阶势能的系数 β₄，具

体含义为 

𝑉𝛽₄  =  𝑉 + (𝛽4  −  1)𝑉4 

β₄ = 1 为原模型，β₄ = 0 表示删去四阶势能，β₄大于 1 则增强这一项，其余势能项保持原

值。图中的分界随 β₄改变，也就支持了四阶势能项的重要作用。 

 

图 6.19 四阶势能系数 β₄对 L 与局部周期交叉的影响。从上至下 β₄ = 0, 0.5, 1, 1.5, 2；左列为 L，右列

为交叉分类。Yes 表示交叉，No 表示不交叉，NA表示未判定；橙色为 L 超过 1 的点。 
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6.9 理论热图与 25 个实验点的比较 

前面的理论—实验时间序列已验证我们模型的适用性。下面我们对于 l=0.1m，d=0.13, 

0.16, 0.19, 0.22, 0.25m 的初始条件各采取 5 种初始角度释放，并按同一方法提取包络并计算 L，

再与含实验阻尼的理论热图比较以验证我们的理论热图。 

 

图 6.20 含阻尼理论热图与 25 点实验比较。左图标出各实验条件，右图横、纵轴分别为理论 L 与实

验 L，虚线表示二者相等。点偏离虚线的程度反映逐点差异。 
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7 三磁摆及更多磁摆的能量传递 

在三磁摆系统中，运动演化不仅涉及多个简正模的协同参与，且长程磁相互作用跨越了

单纯的近邻耦合范畴。第 5 章已通过三磁摆验证了“弱耦合诱导更强轨迹畸变”的动力学趋势；

本章则进一步探讨：在单端激发的初始条件下，无阻尼数值仿真时段内远端第三摆所能获取

的最大峰值能量输入。图 7.1 保留了全阶全长程磁相互作用，系统对比了初始偏角与悬挂间

距 𝑑 的联合影响。 

在图示参数与观察时段内，较小间距下第三摆可获得较大的累计能量输入；间距增大后，

传到第三摆的能量减少。较大的 d 也可能使传递变慢，因此应延长观察时段，检查低值区域

是否仍然存在。本图支持有限时间内的传递受限，还不能单凭它认定能量永久锁在第一摆，

也不能断言初始角度越大就一定越局域化。 

扩展到更多磁摆后，模态频率更多，能量可以沿不同路径传播，也可能在部分磁摆或模

态中维持较长时间。双磁摆中“振幅改变频率、相位影响传能”的思路仍可作为解释线索，但

只比较一对模态的周期是否交叉已不足以确定整个系统的局域化。需要同时查看各摆的时间

序列、能量分布和多个模态的相位变化。 

 

图 7.1 三磁摆计算中第三摆的最大能量输入比例。横轴为相邻悬点间距 d，纵轴为初始角度。保留全

部磁相互作用，比较相同观察时段内的最大值。 
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8 结论与展望 

本研究从磁力牛顿摆的实验运动出发，研究两个磁摆释放后振动形式如何变化，以及能

否通过调节参数使某种振动形式持续占优。我们结合视频追踪、圆柱磁铁模型的数值计算与

磁偶极子近似下的解析推导，将观察到的摆角变化与模态振幅、相位及局部周期联系起来。 

研究发现，较大振幅下，简正模本身会出现缓慢的振幅调制，模态轨迹在同相方向凸出、

反相方向凹陷。不同阶次势能的对照表明，四阶势能项，即三阶动力学项，对所考察的模态

调制起关键作用。在部分参数范围内，耦合减弱反而使振幅调制和轨迹扭曲增强。平均做功

分析说明，耦合减弱使相位关系变化变慢，同一方向的传能持续更久，从而积累出更明显的

振幅变化。双磁摆的理论—实验比较及三磁摆计算支持这一趋势。 

继续改变释放角度和悬点间距，系统可由两摆振幅交替变化，转为一侧持续占优的局域

化运动。我们将这一变化与两个模态的频率靠近、局部周期交叉及相位差的往复变化对应起

来，从 1∶1 内共振解释其产生过程。解析近似给出了频率相等时振幅与相位应满足的关系，

不同间距下的数值交叉点对这一关系提供了检验。 

参数热图进一步表明，同相模能够达到的振幅优势在接近局域化转变的区域更加明显，

并不随释放角度或间距单调增强。25 个实验点与含阻尼理论结果的比较提供了初步支持。弱

阻尼计算还显示，系统可随振幅衰减，由早期局域化转为后期非局域化。这些结果说明，振

动形式既与耦合强度有关，也与振幅分配及相位演化有关。 

未来的研究可以从多个方向进行扩展。首先，本文主要研究双磁摆情况下的模态耦合和

能量传递。当磁摆数量进一步增加时，系统的模态数量随之增加，能量可以通过更多模态和

相互作用路径传递。磁摆数量较多时，可以将其看作一条具有长程磁相互作用的非线性振子

链。可以研究能量在更多模态间如何传递，以及局部释放产生的扰动如何沿链传播，振动在

什么条件下集中于少数磁摆。这能够将本文对两个磁摆间能量交换的研究与发现的局域化现

象扩展到多磁摆情况下。 

其次，在共振机制方面，本文主要讨论具有三次非线性项的类 Duffing 振子之间的 1∶1 内

共振。未来可以在实验装置上通过调整摆长、质量、磁铁磁化强度和悬点间距，使两个模态

的频率接近1∶2，进一步研究不同频率比例下的能量交换。结合附录中的初步计算，可以比较

1∶1 与 1∶2 内共振对应的振幅调制、相位关系和传能过程，从而判断本文观察到的规律在其他

共振条件下如何变化。 

这些结果与结构减振中的能量转移问题具有联系。由我们的研究可知，模态频率交叉时

代表的可能是某种模态主导，或是某个磁摆主导。我们可以通过调整参数控制系统的状态，

从而控制能量在不同振子间的传递。建筑物可以与附加振子组成耦合系统，通过适当的频率

配置与阻尼减小主体的振动。例如，台北 101 采用调谐质量阻尼器，主要用于减小强风引起

的楼体摆动[9]。已有研究还探索了非线性能量阱，利用非线性耦合将主体结构的振动能量转

移至附加装置并耗散，以降低冲击或地震作用下的结构响应[10]。本文的磁摆系统为研究这

类过程提供了一个便于观察和调节的实验平台。后续可以在其中一个磁摆上增加阻尼，并施
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加外部激励，检验能否通过参数选择，使能量更多地离开受保护的主体，转移至附加振子中

耗散。 

此外，还可以在磁摆附近设置线圈，将振动转化为电能，探索模态耦合对振动能量采集

的影响。因此，本研究的应用价值在于为“能量向哪里传递、传递能够持续多久，以及如何

通过参数调节这一过程”提供实验依据和分析思路。 

 

图 8.1 非线性耦合用于结构减振的研究思路。主体结构与附加振子通过非线性作用耦合，振动能量

转移至附加振子后由阻尼耗散。该图为后续应用研究的概念示意，不代表本文已完成建筑抗震性能验

证。 
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组员吴雨凡主要负责理论模型、解析推导和数值模拟。为描述实际磁摆运动，我最初采用磁

偶极子近似，但发现磁铁距离较近时误差较大，因此改用圆柱磁铁的等效电流模型计算磁相

互作用，通过拉格朗日方程进行数值求解。为了理解结果，我又对磁偶极子模型作泰勒展开，

得到同相模和反相模，并利用三角恒等变换解释拍频。但这也让我想到，如果研究止步于线

性拍频，磁力牛顿摆与普通弹簧耦合振子又有什么不同？ 

为寻找线性理论之外的现象，我阅读了《Nonlinear Dynamics and Chaos》，尝试绘制庞加莱

截面、返回图等，却没有找到容易分析的规律。后来，我想到物理辩论中接触过的李萨如图，

开始比较磁摆与线性系统的时间序列和轨迹。通过角度相加、相减，我发现简正模自身的振

幅也在变化，再通过不同阶次势能的消项对照，确定四阶势能项对所考察现象的重要作用。 

最让我困惑的是，为什么耦合减弱，轨迹扭曲反而增强？起初，我只关注磁力高阶项的系数，

没有充分考虑它与线性项的相对大小，以及重力的非线性。势能截面能够解释轨迹边界，却

还不能说明振幅随时间的变化。因此，我进一步分析简化模态方程中的平均做功，将相位变

化与传能持续时间联系起来。随后，实验中出现了同相模持续主导的较稳定振动，这促使我

继续比较参数，并区分模态占优与空间局域化，结合局部周期和解析近似解释其产生过程。

我主要承担论文中理论模型、非线性机制和局域化分析部分的撰写。 

组员喻高进主要负责实验装置的搭建、调试和数据采集。起初，我认为将磁铁悬挂起来就能

完成实验，但很快发现，看见运动与获得可靠数据是两件不同的事。理论假设磁摆在同一平

面内运动，实际磁铁却可能转动或偏离平面。尤其在间距较小时，朝向稍有偏差，就可能在

振动中扭转并吸附在一起。因此，我反复检查悬挂方式、磁铁朝向和释放状态，使实际运动

尽量符合模型条件。 

释放过程也需要注意。直接用手松开磁铁可能带入初速度，第一摆被拉开后，第二摆的静止

位置也会改变。因此，我在拍摄前确认各摆已经静止，记录初始位置，并检查释放装置是否

干扰运动。遇到异常曲线时，我先回看录像，寻找释放碰触或磁铁扭转等具体原因，而不是

仅因结果与预期不同就排除数据。我主要参与实验装置与操作过程的写作，也体会到可靠的

实验来自对细节的耐心检查。 

组员王湛和主要负责视频追踪、数据处理和理论—实验图表整理。将录像转化为角度序列时，

我需要确定坐标原点、标尺和追踪位置，并检查自动追踪是否受到反光、遮挡或磁铁转动的

影响。对于曲线中的异常变化，我会回看对应录像，判断它来自实际运动还是追踪偏差，避

免将处理误差当作物理现象。 

整理热图和实验点时，我还需要核对间距、初始角度和阻尼条件，确保理论与实验采用相同

的比较指标。随着图像和论文版本增多，图号、参数标签和文字引用容易不一致，因此我也

参与图注、单位和论文格式的检查，协助撰写数据处理与结果比较部分。这让我认识到，清

楚的图表不仅要展示结果，也应让读者知道结果是怎样得到的。 

我们感谢南京外国语学校在日常学习中给予我们的培养，以及关心本课题的老师和同学。课

堂学习为理解模型提供了基础，讨论中的疑问则促使我们检查表达和证据。感谢家人在实验
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拍摄、程序计算和论文整理期间给予的理解与支持，使我们在工作需要反复进行时仍能坚持。

我们也感谢相关文献的作者及科研软件的开发者，他们的工作为本研究提供了知识和工具基

础。 

在磁力牛顿摆及耦合振动相关研究过程中，我们使用了 DeepSeek 进行知识咨询、程序编写

与修改、数值分析方法讨论及可视化辅助，使用时间为 2025 年 8 月 16 日至 2026 年 9 月，涉

及 38 个有提问记录的自然日，共 173 条用户消息，使用方式为围绕研究问题分阶段、多轮交

互。上述统计包含导出记录中的分支消息，仅对应此次整理的对话范围。使用过的的模型为

Deepseek V3.1, V3.2, V4, V4.1。 

具体用途包括：咨询圆柱磁铁的磁场与相互作用能、电流环模型、磁偶极子近似及椭圆积分

等问题；根据本人提供的公式、物理条件和程序要求生成或修改代码，包括将双摆、三摆程

序扩展至更多磁摆，添加平衡位置求解、能量计算、傅里叶变换、拍频分析、参数扫描及非

线性图像等功能；讨论简正模式、势能与稳定性、庞加莱截面、返回映射、李雅普诺夫指数

和集体行为等分析方法；排查程序运行错误、讨论计算加速方案，并辅助生成时间序列图、

频谱图、势能曲面和用于展示的 GIF 动画。此外，部分对话用于获取文献检索关键词和资料

线索。DeepSeek 的输出既包括解释和修改建议，也包括完整程序及分析框架，其参与不限于

语法检查或代码报错修复。 

作为喜爱物理的学生，我们习惯了从给定条件出发求解，但这次研究中，更困难的常常是确

定应该观察什么、追问什么。从摆角转向模态坐标，再加入相位与周期的比较，我们才逐渐

看清运动中的联系。比起得到符合预期的曲线，我们更珍惜从困惑出发，经过检查和讨论后

理解一部分现象的过程。几块磁铁和细绳组成的装置，让我们不断修正自己的判断，也留下

了值得继续探索的问题。我们希望将这份好奇、耐心和求证的习惯带入今后的学习。 
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附录 A 线性分析补充材料 

A.1 完整时间序列与模态频谱 

本附录保留线性部分的完整时间序列和参数比较，便于与第 4 章的局部观察及解析结果

对应。 

 

图 A.1 双磁摆的完整时间序列及理论—实验比较。 

 

图 A.2 三磁摆的完整时间序列及理论—实验比较。 
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图 A.3 双磁摆取和、取差后的模态时间序列。 

   

图 A.4 同相与反相分量的频谱。各组合主要保留一个非零模态频率。 

A.2 摆长、间距与释放状态的比较 

   

图 A.5 不同摆长的双磁摆频谱比较。两组摆长分别为 9.132 cm 和 7.393 cm，摆长减小时主要频率升高。 
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图 A.6 悬点间距减至 7 cm 时的频谱和局部时间序列。与图 A.5 左侧的 8 cm 间距基准比较，较强耦合增大

频率差并缩短拍周期。 

   

图 A.7 双磁摆第二摆在不同释放状态下的时间序列。初始状态改变两个模态的比例，进而改变包络谷

值。 

A.3 三磁摆的标量方程与解析解 

相邻磁铁与两端磁铁的线性刚度分别为 

𝜅12 = 𝜅23 = 6𝑘,  𝜅13 = −
6𝑘

32
= −

3𝑘

16
 

减去自由平衡角后，三个方程为 

𝜉̈1 +
𝑔

𝑙
𝜉1 +

6𝑘

𝑚
(𝜉1 − 𝜉2) −

3𝑘

16𝑚
(𝜉1 − 𝜉3) = 0

𝜉̈2 +
𝑔

𝑙
𝜉2 +

6𝑘

𝑚
(2𝜉2 − 𝜉1 − 𝜉3) = 0

𝜉̈3 +
𝑔

𝑙
𝜉3 +

6𝑘

𝑚
(𝜉3 − 𝜉2) −

3𝑘

16𝑚
(𝜉3 − 𝜉1) = 0

 

按照第 4.6 节取和、取差，即得到三个独立模态。静止释放时，物理坐标的解析解为 

𝜃1(𝑡) = 𝜃1,𝑒𝑞 + 𝐴1 cos𝜔1𝑡 + 𝐴2 cos𝜔2𝑡 + 𝐴3 cos𝜔3𝑡

𝜃2(𝑡) = 𝜃2,𝑒𝑞 + 𝐴1 cos𝜔1𝑡 − 2𝐴3 cos𝜔3𝑡

𝜃3(𝑡) = 𝜃3,𝑒𝑞 + 𝐴1 cos𝜔1𝑡 − 𝐴2 cos𝜔2𝑡 + 𝐴3 cos𝜔3𝑡

 

𝐴1 =
𝜉10 + 𝜉20 + 𝜉30

3
,  𝐴2 =

𝜉10 − 𝜉30
2

,  𝐴3 =
𝜉10 − 2𝜉20 + 𝜉30

6
 

两端磁摆均可含有三个模态，中间磁摆只含第一、第三模态。因此，中间摆仍可用两个

频率的和差化积解释振幅变化，而两端的叠加一般更复杂。 
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图 A.8 三磁摆早期运动的局部时间序列。三个位置的振幅变化节奏不同。 

   

图 A.9 三磁摆悬点间距的比较。分别为 d = 0.08 m 和 0.10 m；间距增大后，慢变幅结构延展到更长时

间。 

中间磁摆的包络满足 

𝑅2
2(𝑡) = 𝐴1

2 + 4𝐴3
2 − 4𝐴1𝐴3 cos(𝜔3 − 𝜔1)𝑡 

当中间磁摆相对平衡位置的初始位移为零时，A₁ = 2A₃。只要这两个模态被非零激发，

包络就能出现较深的谷值。改变中间摆的初始状态，则会改变这一叠加比例。 

   

图 A.10 三磁摆中间位置在不同初始条件下的时间序列。左侧初始角接近零，右侧有非零初始偏角。 
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附录 B 非线性解析方程与平均关系的推导 

B.1 磁偶极子模型与总阶展开 

解析计算沿用第 3 章的几何关系与拉格朗日方法。令 Δx = x₂ − x₁, Δy = y₂ − y₁, r² = Δx² + 

Δy²，有： 

𝑥1  =  𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜃1,    𝑦1  =  −𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜃1
𝑥2  =  𝑑 +  𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜃2,    𝑦2  =  −𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜃2

 

𝑉𝐵  =  
𝜇0𝑀

2

4𝜋

3𝛥𝑥2  −  𝑟2

𝑟5
,    𝑉𝐺  =  𝑚𝑔(𝑦1  +  𝑦2) 

𝑇 =  
𝑚𝑙2

2
(𝜃̇1

2  +  𝜃̇2
2),    𝐿 =  𝑇 −  (𝑉𝐵  +  𝑉𝐺) 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜃̇𝑖
) − 

𝜕𝐿

𝜕𝜃𝑖
 =  0,    𝑖 =  1, 2 

先对角度方程作总三阶展开，再相加、相减并除以 ml²。取 d > 0，并代入 k = μ₀M²/(πd⁵)

（这里 M 为磁矩），得到文本计算中的完整三阶模态方程： 

𝑄̈𝑝  +  
𝑔

𝑙
𝑄𝑝  −  

3𝑑𝑘

4𝑙𝑚
𝑄𝑚𝑄𝑝  −  (

𝑔

8𝑙
 + 

9𝑘

2𝑚
)𝑄𝑚

2 𝑄𝑝  −  
𝑔

24𝑙
𝑄𝑝
3  =  0 

𝑄̈𝑚  +  
3𝑑𝑘

𝑙𝑚
 + (

𝑔

𝑙
 + 

12𝑘

𝑚
)𝑄𝑚

 + (−
3𝑘𝑑

8𝑙𝑚
 + 

30𝑘𝑙

𝑑𝑚
)𝑄𝑚

2  +  (−
𝑔

24𝑙
 − 

2𝑘

𝑚
 + 

60𝑘𝑙2

𝑑2𝑚
)𝑄𝑚

3

 − 
3𝑑𝑘

8𝑙𝑚
𝑄𝑝
2  −  (

𝑔

8𝑙
 + 

9𝑘

2𝑚
)𝑄𝑚𝑄𝑝

2  =  0

 

从这些方程删去磁力的非线性项，就得到正文采用的简化式。对运动方程保留三阶，相

当于对势能保留四阶，二者的阶次不能混用。 

B.2 平衡平移与平均做功 

对正文简化式作 Qₘ = q₀ + qₘ平移后，线性频率为： 

𝛺𝑝
2  =  

𝑔

𝑙
 − 

𝑔

8𝑙
𝑞0
2,    𝛺𝑚

2  =  
𝑔

𝑙
 +  
12𝑘

𝑚
 − 

𝑔

8𝑙
𝑞0
2 

记 c = g/(8l), a = g/(24l)，余下的非线性项为： 

𝑞̈𝑝  +  𝛺𝑝
2𝑞𝑝  =  2𝑐𝑞0𝑞𝑚𝑞𝑝  +  𝑐𝑞𝑚

2 𝑞𝑝  +  𝑎𝑞𝑝
3

𝑞̈𝑚  +  𝛺𝑚
2 𝑞𝑚  =  3𝑎𝑞0𝑞𝑚

2  +  𝑐𝑞0𝑞𝑝
2  +  𝑎𝑞𝑚

3  +  𝑐𝑞𝑚𝑞𝑝
2 

在两个频率接近 1∶1 且慢调制近似成立时，二次项的直接代入只产生常数项或二倍频项。

以下只保留三次项的一阶平均贡献。它们对同相模的瞬时功率为： 

𝑞̇𝑝  ≈  −𝜔𝐴𝑝 sin 𝜃

𝑃𝑝  ≈  −𝑐𝜔𝐴𝑝
2𝐴𝑚

2 cos 𝜃 sin 𝜃 cos2(𝜃 +  𝜑)
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对 θ 的一个完整周期取平均： 

⟨𝑃𝑝⟩  ≈
1

2𝜋
∫ −𝑐𝜔𝐴𝑝

2𝐴𝑚
2 cos 𝜃 sin 𝜃 cos2(𝜃 +  𝜑) d𝜑

2𝜋

0

= 
𝑐𝜔𝐴𝑝

2𝐴𝑚
2

8
sin 2𝜑  =  

𝑔𝜔𝐴𝑝
2𝐴𝑚

2

64𝑙
sin 2𝜑 

反相模同理得到相反的最低阶平均功率。这个相反关系只针对周期平均，瞬时还存在耦

合势能的储存与释放。按正文的归一化，交叉耦合势能为−cqₚ²qₘ²/2，不能要求两模瞬时功率

处处互为相反数。 

B.3 基频提取与相位变化 

计算频率修正时使用： 

cos3 𝜃  =  
3

4
cos 𝜃  + 

1

4
cos 3𝜃

cos 𝜃 cos2(𝜃 +  𝜑)  =  
1

4
(2 + cos 2𝜑) cos 𝜃  − 

1

4
sin 2𝜑 sin 𝜃

                                              + 
1

4
cos(3𝜃 +  2𝜑)

 

其中，与 cosθ 同相的基频项修正频率，与 sinθ 同相的项对应振幅缓慢变化，三倍频项修

正波形。两模分别比较基频系数后得到正文的频率修正式，再相减即可得到切换条件。 

解析式中的 Qₚ、Qₘ按两个摆角直接相加、相减定义。部分扫描图采用除以√2 后的归一

化坐标；从这些图或数据读取振幅用于切换条件时，需先乘回√2。相位差和局部周期不受这

一共同缩放影响，但振幅平方及其对应系数必须采用同一种约定。 

从两条周期曲线估计连续相位差时，应累积角频率差，而不是直接累积周期差： 

𝜑(𝑡)  ≈  𝜑(𝑡0)  +  2𝜋∫ (
1

𝑇𝑚(𝑠)
 − 

1

𝑇𝑝(𝑠)
)  𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

 

上述积分需使用同一时间轴，并给定初始相位。对数值解，可在连续插值上寻找速度由

正变负的零点来定位主波峰，避免峰值时刻被固定采样间隔量化。对实验序列，应先识别主

峰并检查噪声和高次谐波造成的小峰。模态振幅接近零时，相位本身不易可靠确定，这类区

间不应仅凭周期曲线判断交叉。 

附录 C 辅助扫描与弱非对称情形 

C.1 轨迹和时间序列扫描的参数 

图 6.2、6.3、6.11 和 6.12 对应同一辅助扫描程序的轨迹与模态时间序列结果。该程序将

磁铁两端等效为磁荷，近似计算有限长度磁铁之间的相互作用，用于比较参数变化引起的运

动差异。本文的电流圆柱模型用于实验数值比较，磁偶极子模型用于解析推导，辅助扫描采

用的模型与参数在此单独说明。 

程序取 g = 9.81 m/s², l = 0.10 m, m = 0.0081 kg, R = 0.005 m, h = 0.015 m, M = 7.222719×10⁵ 

A/m, μ₀ = 4π×10⁻⁷ H/m, b = 0，采用 DOP853 方法进行无阻尼数值积分。 
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对于每个悬点间距，程序先求出两个磁摆的自由平衡位置，再设置相对于各自平衡位置

的初始偏转。第一摆的初始偏转为 θ₁₀，第二摆的初始偏转为零，两摆初始角速度均为零。第

一组固定 d = 0.17 m，扫描 θ₁₀ = −0.3, −0.4, −0.5, −0.6, −0.7, −0.8, −0.9 rad；第二组固定 θ₁₀ = 

−0.5 rad，扫描 d = 0.16, 0.17, 0.18, 0.19, 0.20, 0.21, 0.22 m。每组计算时长为 100 s。上述初态

用于参数扫描；与实际释放实验比较时，仍需按照第 3 章的方法设置对应的约束平衡初态。 

 

C.2 摆长略有差别的情况 

补充计算还考虑了右侧磁摆的摆长比左侧长一个小量 Δl 的情况。原有近似给出的两个频

率如下，均随 Δl 增加而降低。这里 l 表示左侧摆长，Δl 表示两摆的摆长差，k 沿用线性部分

的耦合参数。 

 

图 C.1 弱摆长差条件下的原有频率近似。该式仅用于小 Δl 的补充分析。 

       

图 C.2 弱非对称磁摆动画的三个代表性画面，按动画先后顺序排列。 

实际装置中的摆长或质量差异会使理想和差坐标不能完全分离模态，因此理论—实验比

较还应考虑这种弱非对称影响。 
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附录 D 多磁摆与混沌的初步研究 

D.1 多个磁摆的振动传递 

随着磁摆数量增加，振动会从初始激发的一侧向其余磁摆传递。左侧振幅逐渐减小，右

侧磁摆依次参与运动。下面保留多磁摆动画的代表性画面和对应的角度曲线。 

 

 

 

图 D.1 多磁摆振动传递的三个代表性画面，按动画先后顺序排列。 
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图 D.2 多磁摆的角度时间序列。不同颜色表示不同位置的磁摆。 

我们还分别计算四个、五个和六个磁摆的时间序列与 FFT 频谱。磁摆增多后，参与运动

的频率更多，频谱也更加密集。 
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图 D.3 4 个磁摆的时间序列与 FFT 频谱。上为时间序列，下为频谱。 
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图 D.4 5 个磁摆的时间序列与 FFT 频谱。上为时间序列，下为频谱。 
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图 D.5 6 个磁摆的时间序列与 FFT 频谱。上为时间序列，下为频谱。 

D.2 混沌的参数探索 

补充研究把频谱逐渐展宽视为寻找混沌的线索。由于多个离散频率、非线性谐波和有限

时间窗也可能使谱线密集，仅凭 FFT 外观尚不能确定混沌。因此，我们进一步比较零交叉间

隔、Lyapunov 指数和相空间截面。 

图 D.6 采用零交叉间隔方差进行参数分类：先记录信号连续穿过零点的时刻，再比较这

些间隔是否规则。原图将不规则区域标为混沌候选区，同时单独标出碰撞和角度超限的参数。 20
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图 D.6 零交叉间隔方差得到的参数分类。红色为混沌候选区，蓝色为规则区，橙色为碰撞，粉色为角度

超限。 

图 D.7 保留 Lyapunov 指数扫描的数值输出。该指数描述相邻初始状态之间的距离随时间

增长或缩小的速率；正值提示对初始条件敏感。有限时间的正值还需通过延长积分时间、检

查扰动归一化和积分精度来确认。 
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图 D.7(a) 第一组 Lyapunov 指数扫描的原始输出。它提供初值敏感性的补充信息，尚未与图 D.6 逐点完成

对应。 
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图 D.7(b) 第二组 Lyapunov 指数扫描的原始输出。 

D.3 Poincaré截面与返回图 

为进一步分辨规则与不规则运动，我们在轨迹按同一方向经过选定截面时记录状态。图

中 Poincaré截面采用 θ₁ = 0 且第一摆角速度为正的穿越条件，记录第二摆的角度和角速度；

返回图比较相邻两次穿越时的第二摆角度。 图中 ω₁、ω₂表示两摆的角速度。 
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图 D.8 两组参数下的无阻尼运动 Poincaré截面与返回图。θ₂,n 和 θ₂,n+1 表示相邻两次截面穿越时记录的第

二摆角度。上面的两组图表示非线性效应较弱时的图，下面的则为非线性效应强，可能接近局域化时的图 
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图 D.9 考虑阻尼非线性运动的 Poincaré截面与返回图。左为截面，右为返回图；点的分布比图 D.8 更加

分散。 

这些图表明，多磁摆和较强非线性条件下存在值得进一步研究的复杂运动。目前混沌部

分保留为初步结果，不把轨迹扭曲或局域化本身直接称为混沌。 
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附录 E 局部周期与其他内共振情形 

E.1 坐标与参数比较 

  

 

图 E.1 考虑阻尼情况的同一非线性运动在物理坐标与简正模坐标中的表示。可以看到，这组图像中不易

于观察出规律，因此我们采取无阻尼理论模拟 

以下保留补充材料中不同间距下的局部周期、轨迹及时间序列，作为第 6 章参数比较的

延伸。周期曲线中的微小变化，需结合同时段的幅值和相位观察。 
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图 E.2 d = 0.23 m 时的局部周期比较。 

   

图 E.3 d = 0.17 m 时的局部周期与模态时间序列。 
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图 E.4 d = 0.12 m,theta10=-0.3 时的局部周期与时间序列。 

 

 

图 E.5 接近局域化转变（还未局域化）时的轨迹、时间序列和局部周期。局部周期还未交叉 
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图 E.6 已经产生局域化的对应结果。与图 E.5 比较，局部周期发生交叉。 

E.2 接近 2∶1 内共振的结果 

除正文讨论的 1∶1 内共振外，我们还改变参数，使两个简正模的频率接近 2∶1。此时，一

个模态完成约两次振动，另一个模态完成约一次振动，轨迹和模态时间序列出现不同于前述

1∶1 情形的结构。图 E.7 和图 E.8 保留这两组补充计算。 

 

图 E.7 两个简正模频率接近 2∶1 时的轨迹与模态时间序列。 
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图 E.8 另一组更接近 2∶1 内共振的结果。在 2：1 共振产生时，同 1：1 共振时，轨迹也会发生相变。我们

预测这个现象来源于三阶势能（二阶动力学）项。 

第一组计算所附的参数为 l = 0.24332 m，d = 0.06 m，m = 0.0021 kg，R = 0.005 m，h = 

0.015 m，M = 3.5×10⁶ A/m，b = 0。它们用于构造频率接近 2∶1 的辅助算例，与正文实验标定

参数不同。 

这两组图主要展示另一种内共振比例下的运动。它们与正文 1∶1 锁相的对照说明，讨论

内共振时应先明确参与的模态及其频率比例，再结合对应轨迹解释。 
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附录 F 符号计算记录 

下面保留原补充材料中的 Mathematica 计算记录，供查阅势能展开与解析计算过程。正

文采用整理后的标量公式，程序中的中间矩阵输出不作为正文推导步骤。 

 

图 F.1 Mathematica 符号计算记录（1）。 
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图 F.2 Mathematica 符号计算记录（2）。 

 

图 F.3 Mathematica 符号计算记录（3）。 
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图 F.4 Mathematica 符号计算记录（4）。 

 

图 F.5 Mathematica 符号计算记录（5）。 
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图 F.6 Mathematica 符号计算记录（6）。 
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图 F.7 Mathematica 符号计算记录（7）。 

 

图 F.8 Mathematica 符号计算记录（8）。 
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       𝜉 1 ( t ) ≈ a  cos ⁡    𝛥 𝜔 t 2  cos ⁡    𝜔 - t     𝜉 2 ( t ) ≈ a  sin ⁡    𝛥 𝜔 t 2  sin ⁡    𝜔 - t


       R 1 2 ( t ) =   A  p 2 +   A  m 2 + 2   A  p   A  m  cos ⁡  𝛥 𝜔 t     R 2 2 ( t ) =   A  p 2 +   A  m 2 − 2   A  p   A  m  cos ⁡  𝛥 𝜔 t


    T  b e a t =   2 𝜋   | 𝛥 𝜔 | =  1   |   f  m −   f  p |


  k


  d


    S 1 =   𝜉 1 +   𝜉 2 +   𝜉 3 ,     S 2 =   𝜉 1 −   𝜉 3 ,     S 3 =   𝜉 1 − 2   𝜉 2 +   𝜉 3


    𝜔 1 =    g  l ,     𝜔 2 =    g  l +   45 k  8 m ,     𝜔 3 =    g  l +   18 k  m


    𝜔 1 =    g  l ,     𝜔 2 =    g  l +   45 k  8 m ,     𝜔 3 =    g  l +   18 k  m


  d


    V  ( 1 , 1 ) = V  (   𝜃 1 ,   𝜃 2 ) ,   (   𝜃 1 =   𝜃 2 )


    V  ( 1 , − 1 ) = V  (   𝜃 1 ,   𝜃 2 ) , (   𝜃 1 = −   𝜃 2 )


    V  ( 1 , − 1 ) = V  (   𝜃 1 ,   𝜃 2 ) , (   𝜃 1 = −   𝜃 2 )


  V   =     V 0   +     V 1   +     V 2   +     V 3   +     V 4   +   …


    V 2 +   V 4


    V 4


    Q  p   =     𝜃 1   +     𝜃 2 ,           Q  m   =     𝜃 1   −     𝜃 2


         Q ¨  p   =   −   g  l   Q  p   +     g  8 l   Q  m 2   Q  p   +     g  24 l   Q  p 3       Q ¨  m   =   −   3 d k  l m   −    (   g  l   +     12 k  m )   Q  m   +     g  24 l   Q  m 3   +     g  8 l   Q  m   Q  p 2


    3 d k  l m   +    (   g  l   +     12 k  m )   q 0   −     g  24 l   q 0 3   =   0


    q  p   =     Q  p ,           q  m   =     Q  m   −     q 0


    q  p   =     Q  p ,           q  m   =     Q  m   −     q 0


    q  p   =     A  p  cos ⁡  𝜃 ,           q  m   =     A  m  cos ⁡   ( 𝜃   +   𝜑 ) ,         𝜃   ≈   𝜔 t


   ⟨   P  p ⟩   ≈     c 𝜔   A  p 2   A  m 2 8  sin ⁡  2 𝜑   =     g 𝜔   A  p 2   A  m 2  64 l  sin ⁡  2 𝜑


   ⟨   P  m ⟩   ≈   −   g 𝜔   A  p 2   A  m 2  64 l  sin ⁡  2 𝜑   ≈   −  ⟨   P  p ⟩


   ⟨   P  m ⟩   ≈   −   g 𝜔   A  p 2   A  m 2  64 l  sin ⁡  2 𝜑   ≈   −  ⟨   P  p ⟩


    T  p , n   =     t  p , n + 1   −     t  p , n ,           𝜏  p , n   =       t  p , n + 1   +     t  p , n 2


    𝜑 .   =     𝜔  m   −     𝜔  p   ≈   2 𝜋  (  1    T  m   −    1    T  p )


  k


  𝜑


  k


  d


  k


  d


    𝜃 1   =       Q  p   +     Q  m 2 ,           𝜃 2   =       Q  p   −     Q  m 2


       𝜔  p 2   ≈     𝛺  p 2   −     g  32 l  [   A  p 2   +     A  m 2  ( 2   +    cos ⁡  2 𝜑 ) ]     𝜔  m 2   ≈     𝛺  m 2   −     g  32 l  [   A  m 2   +     A  p 2  ( 2   +    cos ⁡  2 𝜑 ) ]


    𝜔  m 2   −     𝜔  p 2   ≈     12 k  m   −     g  16 l  (   A  p 2   −     A  m 2 )    cos 2 ⁡  𝜑


    g  16 l  (   A  p 2   −     A  m 2 )    cos 2 ⁡  𝜑   ≈     12 k  m


   (   A  p 2   −     A  m 2 )    (  cos ⁡  𝜑 ) 2   ≈     192 k l  m g


   (   A  p 2   −     A  m 2 )    (  cos ⁡  𝜑 ) 2   ≈     192 k l  m g


  L = min ⁡  [     Q   ( 1 , − 1 ) u p p e r −   Q   ( 1 , − 1 ) u n d e r    Q   ( 1 , 1 ) u p p e r −   Q   ( 1 , 1 ) u n d e r ]


    V  𝛾   =     V  ≤ 2   +   𝛾 ( V   −     V  ≤ 2 )


    V  𝛽 ₄   =   V   +   (   𝛽 4   −   1 )   V 4


  d


    𝜅 12 =   𝜅 23 = 6 k , 　   𝜅 13 = −   6 k 32 = −   3 k 16


         𝜉 ¨ 1 +   g  l   𝜉 1 +   6 k  m  (   𝜉 1 −   𝜉 2 ) −   3 k  16 m  (   𝜉 1 −   𝜉 3 ) = 0       𝜉 ¨ 2 +   g  l   𝜉 2 +   6 k  m  ( 2   𝜉 2 −   𝜉 1 −   𝜉 3 ) = 0       𝜉 ¨ 3 +   g  l   𝜉 3 +   6 k  m  (   𝜉 3 −   𝜉 2 ) −   3 k  16 m  (   𝜉 3 −   𝜉 1 ) = 0


       𝜃 1 ( t ) =   𝜃  1 , e q +   A 1  cos ⁡    𝜔 1 t +   A 2  cos ⁡    𝜔 2 t +   A 3  cos ⁡    𝜔 3 t     𝜃 2 ( t ) =   𝜃  2 , e q +   A 1  cos ⁡    𝜔 1 t − 2   A 3  cos ⁡    𝜔 3 t     𝜃 3 ( t ) =   𝜃  3 , e q +   A 1  cos ⁡    𝜔 1 t −   A 2  cos ⁡    𝜔 2 t +   A 3  cos ⁡    𝜔 3 t


    A 1 =     𝜉 10 +   𝜉 20 +   𝜉 30 3 , 　   A 2 =     𝜉 10 −   𝜉 30 2 , 　   A 3 =     𝜉 10 − 2   𝜉 20 +   𝜉 30 6


    A 1 =     𝜉 10 +   𝜉 20 +   𝜉 30 3 , 　   A 2 =     𝜉 10 −   𝜉 30 2 , 　   A 3 =     𝜉 10 − 2   𝜉 20 +   𝜉 30 6


    R 2 2 ( t ) =   A 1 2 + 4   A 3 2 − 4   A 1   A 3  cos ⁡   (   𝜔 3 −   𝜔 1 ) t


       x 1   =   l   s i n   𝜃 1 ,           y 1   =   − l   c o s   𝜃 1     x 2   =   d   +   l   s i n   𝜃 2 ,           y 2   =   − l   c o s   𝜃 2


    V  B   =       𝜇 0   M 2  4 𝜋   3   𝛥 x 2   −     r 2    r 5 ,           V  G   =   m g  (   y 1   +     y 2 )


    V  B   =       𝜇 0   M 2  4 𝜋   3   𝛥 x 2   −     r 2    r 5 ,           V  G   =   m g  (   y 1   +     y 2 )


  T   =     m   l 2 2  (     𝜃 . 1 2   +       𝜃 . 2 2 ) ,         L   =   T   −    (   V  B   +     V  G )


  T   =     m   l 2 2  (     𝜃 . 1 2   +       𝜃 . 2 2 ) ,         L   =   T   −    (   V  B   +     V  G )


    d  d t  (   𝜕 L  𝜕     𝜃 .  i )   −     𝜕 L  𝜕   𝜃  i   =   0 ,         i   =   1 ,   2


    d  d t  (   𝜕 L  𝜕     𝜃 .  i )   −     𝜕 L  𝜕   𝜃  i   =   0 ,         i   =   1 ,   2


      Q ¨  p   +     g  l   Q  p   −     3 d k  4 l m   Q  m   Q  p   −    (   g  8 l   +     9 k  2 m )   Q  m 2   Q  p   −     g  24 l   Q  p 3   =   0


         Q ¨  m   +     3 d k  l m   +    (   g  l   +     12 k  m )   Q  m     +    ( −   3 k d  8 l m   +     30 k l  d m )   Q  m 2   +    ( −   g  24 l   −     2 k  m   +     60 k   l 2    d 2 m )   Q  m 3     −     3 d k  8 l m   Q  p 2   −    (   g  8 l   +     9 k  2 m )   Q  m   Q  p 2   =   0


         Q ¨  m   +     3 d k  l m   +    (   g  l   +     12 k  m )   Q  m     +    ( −   3 k d  8 l m   +     30 k l  d m )   Q  m 2   +    ( −   g  24 l   −     2 k  m   +     60 k   l 2    d 2 m )   Q  m 3     −     3 d k  8 l m   Q  p 2   −    (   g  8 l   +     9 k  2 m )   Q  m   Q  p 2   =   0


    𝛺  p 2   =     g  l   −     g  8 l   q 0 2 ,           𝛺  m 2   =     g  l   +     12 k  m   −     g  8 l   q 0 2


         q ¨  p   +     𝛺  p 2   q  p   =   2 c   q 0   q  m   q  p   +   c   q  m 2   q  p   +   a   q  p 3       q ¨  m   +     𝛺  m 2   q  m   =   3 a   q 0   q  m 2   +   c   q 0   q  p 2   +   a   q  m 3   +   c   q  m   q  p 2


         q .  p   ≈   − 𝜔   A  p  sin ⁡  𝜃     P  p   ≈   − c 𝜔   A  p 2   A  m 2  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃    cos 2 ⁡   ( 𝜃   +   𝜑 )


   ⟨   P  p ⟩   ≈  1  2 𝜋   ∫ 0  2 𝜋  − c 𝜔   A  p 2   A  m 2  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃    cos 2 ⁡   ( 𝜃   +   𝜑 ) d 𝜑 =     c 𝜔   A  p 2   A  m 2 8  sin ⁡  2 𝜑   =     g 𝜔   A  p 2   A  m 2  64 l  sin ⁡  2 𝜑


        cos 3 ⁡  𝜃   =    3 4  cos ⁡  𝜃   +    1 4  cos ⁡  3 𝜃    cos ⁡  𝜃    cos 2 ⁡   ( 𝜃   +   𝜑 )   =    1 4  ( 2   +    cos ⁡  2 𝜑 )  cos ⁡  𝜃   −    1 4  sin ⁡  2 𝜑  sin ⁡  𝜃                                                                                               +    1 4  cos ⁡   ( 3 𝜃   +   2 𝜑 )


  𝜑 ( t )   ≈   𝜑 (   t 0 )   +   2 𝜋   ∫    t 0  t   (  1    T  m ( s )   −    1    T  p ( s ) )   d s

