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论如何科学地摇骰子

朱瑞霖，陆欣妍，高渃一

摘要

摇骰子是大家平时聚会常玩的游戏，但每次把一大堆骰子倒进盒子里，它们总是东倒
西歪、乱成一团。要是想把它们摆整齐，平时最笨的办法就是用手一颗颗去码，费时又费
力。有没有什么办法能让这堆混乱的骰子自己排整齐呢？早在 2017 年，Asencio 等人在
《物理评论快报》（PRL）上发表了一篇纯实验论文，发现了一个极具反直觉色彩的现象：
只要在圆柱容器里给这堆立方体骰子施加交替剪切转动，颗粒层间的剪切力就会推着它们
克服重力和摩擦阻力慢慢调头，最终竟然能自发排成一层层极其规整的同心圆环结晶相。
这个操作简单却效果惊艳的现象深深吸引了我们，于是在这个暑假，我们三人组成了研究
小组，打算把这个非平衡态软物质课题彻底搞清楚。

我们先从网上采购了数百颗规格一致的标准骰子，照着文献搭了简易装置做预实验。

面对几百颗骰子密密麻麻挤在一起、阴影遮挡和桶壁反光极易导致图像算法失效的难题，

我们没有走传统阈值分割的老路，而是尝试引入了最新的视觉大模型 SAM 3，配合一套

几何形态清洗算法，成功搞定了一套自动化的特征提取管线，高精度提取出了每颗骰子的

位置、角度以及四重取向序参量 q4，非常漂亮地定量复现了文献里的结晶动力学过程和

相图基准。接着，我们还在骰子堆里塞入修剪好的异形橡皮和塑料片充当“局部几何缺

陷”，从微观实验上直观观察到了应力集中和错位是如何一步步诱导整个体系走向失稳瓦

解的。

在理论建模上，原文献只做了定性描述，留下了很大的空白。我们尝试把剪切摇晃引

起的随机扰动等效为一个非平衡态的“有效温度”，推导并建立了受几何互锁与摩擦阻碍

的过阻尼朗之万动力学方程，定量解释了为什么轻轻晃动骰子会被卡在亚稳态、而适度剪

切却能跃迁至有序晶态。更关键的是，我们的模型还推导出了一个反常预测：驱动强度并

不是越大越好，一旦晃动过于剧烈，体系反而无法维持有序！顺着这个理论预言，我们大

幅拓宽了转盘角加速度 � 的测试区间，果然在实验中抓到了这个文献从未记载的新现

象——当驱动参数 Γ 越过某个上限后，骰子剧烈翻滚飞溅，整齐的阵列瞬间解体，重新

跌回各向同性的混乱流态。由此，我们在实验上首次完整绘制出了包含“过驱动诱导重入

无序（Re-entrant Disordering）”特征的全新动态相图。

最后，从驱动参数 Γ = �/� 的定义出发，我们冒出一个大胆的想法：真实的重力

常数改不了，但能不能通过外加纵向力来改变等效的 � 呢？于是我们在水平旋转的基础
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上，给体系额外挂载了一台独立的垂直激振台。实验发现，高频的垂直微振动在动态上周
期性松弛了颗粒间的正应力和死锁卡壳，不仅让结晶速度直接上了一个数量级，还让我们
发现垂直振动频率其实是一个可以主动调节相图界限的新旋钮——改变频率就能让原本固
定的相变边界发生平移。

本文的主要工作与创新点可以归纳为三点：

1. 建立了自组织动力学理论方程，首次预测并实验抓到了“重入无序”新相变： 突破

了原工作停留在定性观察的局限，将剪切扰动等效为空间有效温度并引入朗之万动力

学模型，从能量势阱和亚稳态逃逸的角度定量解释了粒子排布有序化的机理；更利用

该理论首次预测并实验证实了过强剪切会导致晶态重新打散，补全了从“无序到有序、

再到重入无序”的完整相变演化相图。

2. 用 SAM 3 大模型结合缺陷破坏实验，打通了动态高效精准观测链路： 把视觉大模型

引入到了高密度颗粒体系的实验表征中，彻底解决了骰子紧贴粘连和阴影错识别的痛

点；

3. 搭建“水平剪切 + 垂向激振”双自由度调控模式，开辟了相图边界重构新途径： 跳
出了文献中默认重力加速度恒定不可调的思维定势，巧妙地用高频垂直微小振动动态
松弛了层间正应力和几何互锁，不仅大幅提升了自组织结晶速率，更把垂直激振频率
确立为一个能够主动控制和重构颗粒相界的新维度。

图 1：文献中报道的相图分布：随着转动激励强度的增加，有序的过程会越来越容易。

图 2：我们发现的新现象：原本的相图在转动激励强度上应当存在一个上边界，即当

驱动强度超过一定阈值后，体系反而从高有序态重新进入无序态。

图 3：我们发现的新现象：除了改变转动强度，还可以进一步引入 z方向的震动来改

变等效的重力加速度，从而改变激励强度的相图范围，使其更为容易从无序到有序，也更

为容易从有序到无序。

关键词：骰子，自组织，有序化，相图，等效重力20
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1

1 引言

在日常生活中，提到骰子，大家第一反应往往就是随机、概率和不可预测。无论是在
家里玩桌游，还是在聚会上摇骰盅，我们使劲摇晃的目的，都是想通过剧烈的碰撞打乱原
本的次序，掷出一个谁也猜不到的无序结果。然而，在一次偶然的浏览知乎平台时，意外
被一篇讨论前沿物理实验的科普帖子 1.2 所吸引，其讲述到：如果我们把一大堆普通的
立方体骰子塞进一个圆柱形容器里，如何摇晃容正问呢器能够让随机排布的骰子都摆放整
齐呢？那就是持续来回转动这个圆柱形容器，神奇的现象发生了——原本东倒西歪、乱七
八糟的骰子堆，并没有在晃动下变得更乱，像听了指令一样自发调整姿态，紧贴着圆柱桶
壁，规规整整地排成了一层层漂亮的同心圆。我们总觉得机械摇晃只会让系统熵增、让容
器内部的东西越来越乱，但这一实验结果告诉我们：在特定边界和驱动下，混乱的颗粒系
统竟然能自己“走出”高度有序的结构，这实在是一个让人着迷的反直觉现象。

图 1.1:日常摇骰子游戏 图 1.2:物理实验科普帖

图 1: 骰子在日常生活中的应用场景（左）以及知乎平台物理实验分享（右）

这个藏在日常游戏里的奇妙现象，究竟只是特定条件下的巧合，还是背后存在着严谨
而普适的物理规律？带着这份好奇，我们找到了这篇知乎帖子中提到的经典文献——一篇
发表在物理学顶刊《Physical Review Letters》（PRL）上的研究（Asencio 等人，2017）。

论文指出，在周期性的交替剪切驱动下，原本随机堆积的立方体颗粒之间会产生各向异性
的摩擦与挤压；正是这些相互作用帮助它们克服了重力与接触阻力，自发调整位，从局部
的取向对齐逐步演化为全局高度有序的晶态排列。一个随手摇骰子的动作，背后竟然连着
如此前沿的非平衡态物理课题，这让我们大受震撼。兴奋之余，新的疑问也随之而来：
这种有序化转变对实验参数到底有多敏感？它是需要极其严苛的条件才能触发，还是很
容易就被观察到？更进一步，在这个受限颗粒系统里，是否还潜藏着文献尚未报道的新
奇物理现象？20
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2

为了寻找答案，我们三人组建了研究小组，正式开启了对这一受限颗粒自组织课题的
深入探索。科学的创新从来不是空中楼阁，探寻未知的前提是拥有坚实且可复现的基准。
因此，在开启未知的探索之前，我们确立了分步走的研究路线：首先，我们根据文章中的
描述搭建了合适的实验平台，并结合深度学习构建了高精度的图像特征提取算法，对
Asencio 等人的经典实验数据进行高质量的定量复现；在验证了实验系统与分析方法的可
靠性之后，我们再以此为基准进一步去探寻更丰富的物理规律。

图 2: PRL上的经典论文 Experimental Study of Ordering of Hard Cubes by Shearing
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3

2 研究背景与预实验

2.1 相关研究基础调研

为了理解这种越摇越整齐的反直觉现象，我们深入研读了 Asencio 等人（2017）发
表在《Physical Review Letters》（PRL）上的经典论文。如图 2所示，这项研究的核心，
就是探讨把一堆立方体骰子装入圆柱容器后，在持续的交替扭转剪切下，它们究竟是如何
从杂乱无章一步步自组织排成整齐结构的。通读完原始论文后，我们总结原作者团队主要
聚焦于 2个核心问题：原本处于阻塞卡死状态的骰子，究竟是通过何种能量传递机制重
新转动并规则排布起来的？以及系统的驱动加速度、填充高度等关键参数，到底存在怎
样的阈值，才能促使体系彻底完成从无序到晶态的转变？

图 3: 参考论文中的实验装置介绍：摄像装置（左）以及转动平台（右）

为了解答这些问题，论文作者搭建了如图 3所示的实验装置：他们把骰子装进透明圆
柱容器里，通过底部来回旋转给骰子施加摩擦和挤压力。他们发现，这种摇晃产生的剪切
力刚好能帮骰子克服本身的重量和卡住的阻力，让它们可以在平面上转动重排。为了准
确测量骰子排得有多整齐，他们引入了两个量化指标：一个叫序参数 ��，

�4 =
1
� �=1

�

cos� 4��

2

+
1
� �=1

�

sin� 4��
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4

其中 �� 代表第 � 个颗粒主轴相对于参考坐标轴的倾角，� 为观察区域内的颗粒总数。
专门看骰子的方向是不是都朝向同一个角度。

另一个量化指标叫空间关联函数 �� (�)，主要是用来测量这种整齐的排列趋势到底
能传递多远的距离，用以评估局域的有序度和全局的有序度：

�4(�) =
1

8��
35 ​ cos Δ��,� ​ 4 − 30 ​ cos Δ��,� ​ 2 + 3

其中，Δ��,� 表示间距为 � 的两颗粒间的相对偏转角。

通过分析实验数据，论文得出了 3个非常直接的结论。如图 4所示：第一，骰子是沿
着容器壁开始排列整齐的。靠着圆柱侧壁的骰子最先被弯曲的墙面带齐，形成一圈整齐的
边缘，然后这种整齐感再一层层往容器中心扩散，最终所有骰子都排成了同心圆环。第二，
能不能排整齐取决于旋转的力量和骰子重量。如果骰子堆得太高，层数过多，底层方块被
压得很实，就需要更大的转动力度才能把它们摇动。第三，作者们画出一张清晰的相图，
标出了转动力度与堆叠高度在什么临界范围内才能成功让骰子自动从无序变为有序。

综上所述，Asencio等人的工作为受限颗粒系统的剪切结晶提供了扎实的理论与实验
基础。然而，结合近年来对不同受力模式及颗粒形状的研究，该领域仍有广阔的探索空间：
在驱动机制方面，循环剪切中的机械退火现象证明了周期性外力对消除缺陷、促使结构密
化的有效性 [9]，而连续剪切下非稳态浓密颗粒流的流变学响应 [2] 以及强震动驱动下的
结构与动力学演化 [7]，则揭示了不同外力场（剪切、震动）对颗粒卡死解除与重新排列
的深层影响；在几何边界与颗粒形态方面，立方体等各向异性颗粒由于存在平整侧面，在
剪切诱导有序化 [6] 或极度接近基态的自组装过程 [1] 中表现出与传统球体截然不同的
面面贴合机制；特别是扭转容器这一特定几何边界 [10]，更展现出利用多向微幅位移高
效诱导立方体颗粒快速结晶的独特优势。对于极强驱动或特定几何边界下系统的动态演化
细节，目前仍存在进一步深入探索的空间。得知这样一个看似不起眼的摇骰子现象背后竟
蕴含着如此丰富的非平衡态物理，这极大激发了我们的研究兴趣。
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5

图 4: 文献中的结论：骰子沿容器壁开始排列整齐（上）；骰子层数越多，则需要更大的转动才能让混乱的
系统变得规则，其在参数空间内可以画出一张相图（下）。
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6

2.2 数据准备与预实验装置搭建

为了搞清楚不同驱动强度到底如何一步步影响圆柱容器内立方体骰子的动力学演化过
程，同时也为了给后续基于深度学习的图像分割与特征提取模型喂入充足、规范且高信噪
比的原始图片，我们设计了一套严格控制变量的实验采集方案。如图 5所示，整套实验装
置的核心是一只内径为 � = 17.5 cm、高度为 � = 25 cm 的高透有机玻璃（亚克力）
圆柱形容器，便于高速相机从顶部与侧面清晰抓拍。我们将该容器同轴垂直固定在一个水
平的旋转平台上，确保在施加正反周期性交替转动时，容器既能获得稳定、容易调整、且
可复现的角加速度激励，又能严格抑制偏心晃动带来的杂散横向扰动。在每次正式采集前，
我们都将标准立方体颗粒随机充填进去，并由顶部同轴补光灯打亮视场，确保不同剪切驱
动强度下采集到的图像对比度均一，为后续的批量定量分析打好基础。

图 5: 预实验装置介绍：塑料转盘与圆柱形容器（左）以及转动平台组成（右）

为了保证颗粒系统的均一性，如图 6所示，我们在淘宝上购买了 800 颗边长为 � =
1.26cm、单分散性极好且加工规则的标准立方体骰子作为研究样本。为了消除初始化过
程中对动力学演化过程的随机干扰，我们在每次测试前都会把颗粒均匀倾倒入容器内并轻
微抚平表层，确保各组实验在初始堆积体积分数以及侧壁几何约束上基本对齐，尽可能保
证初始边界与无序状态的可重复性；同时针对每一组实验参数，我们都进行多次测量求取
均值的操作，以尽量规避实验中的随机误差。
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图 6: 预实验装置介绍：骰子大小与型号（左）以及骰子实物图（右）

在动力学驱动控制上，如图 7所示，我们通过手动摇动驱动转盘，给圆柱容器底部施
加受控的交替剪切旋转，并通过细致控制摇动频率与角速度，设置了 9 种梯度的旋转驱
动强度。这个驱动区间范围非常完整：既涵盖了低强度微弱扰动下骰子只能发生局部蠕
变重排的阶段，也包含了适中剪切下体系能自发完成的稳态有序演化，同时还覆盖了高驱
动强度下颗粒被甩飞、剧烈翻转并发生三维失稳的流动状态，从而能够完整捕捉到体系在
不同能量输入下的动态响应全貌。

在整个动力学演化过程中，我们把相机垂直架设在容器正上方，其搭载大疆的云台，
使得其拍摄视角稳定，保证我们可以恒定高帧率对表层颗粒进行连续拍摄，完整记录下
系统从最初各向同性的杂乱堆积、逐步自组织演化至动态稳态的全过程。最终，我们针对
9 组不同梯度的驱动转速，整理出了一套包含数千张高分辨率图像的时序数据集，为后续
利用图像算法进行特征提取和定量分析打下了扎实的数据基础。

图 7: 预实验装置介绍：转动平台与数据采集装置全景
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图 8: 小组成员实验过程中的合作场景

2.3 实验数据高效且精确地处理

2.3.1 基于神经网络和深度学习的图像识别方法

为了从拍摄的时序图像中快速且准确地抠出每颗骰子的位置与姿态，同时搞定颗粒挤
在一起时的阴影遮挡、亚克力桶壁反光以及骰子紧贴边缘容易粘连误判的难题，我们摸索
出了一套“深度学习视觉模型 + 传统几何形态学处理”的自动化分析流程。这样既保证
了批量处理大图的效率，又大大提升了识别微小位姿变化的精度。具体的设计流程如图 9
所示，其主要可以划分为以下四个步骤：数据采样；像素级语义分割；角度计算；清洗与
数据导出。而最终根据真实实验数据识别出来的结果如图 10所示，可以看到其效果很好。

图 9: 自动化数据处理流程：图像识别并导出 CSV表格
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图 10: 原始照片与经过图像识别标记后的照片对比展示

在实验采集与采样策略上，每组驱动条件我们都会进行 40 次交替旋转驱动。为了在
捕捉动力学演化细节和控制计算开销之间找到平衡，我们制定了定间隔采样方案：每完成
5 次交替驱动，就连续抓取 3 张高分辨率图像作为这一阶段的代表帧。所有抽取的图像
统一归档，直接输入到后续搭建的自动化特征提取流程种。

到了像素级的语义分割阶段，我们引入了 Meta 提出的最新视觉基础模型 Segment
Anything Model 3 (SAM 3) [4] 作为核心分割引擎。面对容器内密密麻麻、彼此挤压的正
方体骰子，我们通过输入“正方体颗粒 (die/cube) ”这一特定的文本 Prompt，利用
SAM 3 强大的零样本 (Zero-shot) 泛化能力，生成了每颗独立骰子的高分辨率多边形掩码
(Polygon Mask)。相比于我们最初尝试的 Otsu 阈值分割或 Canny 边缘检测，大模型可以
很好的规避复杂光照不均、顶光阴影和紧密贴合带来的干扰，有效解决了传统视觉算法极
易出现的“把两块黏成一块”（欠分割）或“把单块阴影切碎”（过分割）的难题。

在获得高质量的多边形掩码后，系统对分割结果进行几何提取与角度归一化后处理。
针对每个提取出的颗粒掩码，利用 OpenCV [3] 拟合其最小外接矩形，准确获取颗粒的中
心坐标 (��,��)、矩形的宽度与高度，以及原始倾角 �raw。鉴于正方形几何体旋转 90∘

后形态重合，本文设计了对称性角度映射函数，将原始倾角归一化至 [− 45∘, 45∘] 的主
周期区间内：�� = Normalize(�raw) ∈ [− 45∘, 45∘]

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



10

该步映射有效地清除了旋转周期带来的相位不连续性，使得提取的角度能够客观反映
颗粒与水平面的相对偏转程度。

为了保障提取数据的鲁棒性与物理真实性，我们在处理流程中设置了严格的筛选与过
滤机制。系统首先将分割置信度阈值设定为 0.2，在确保动态碰撞下边缘颗粒不被遗漏的
同时，最大化捕捉颗粒边界；其次，引入双重几何尺寸过滤机制（设置最小面积阈值
�min = 300px 与最小尺寸阈值 �min = 15px），高效剔除由反光斑点或局部阴影引发的杂
散噪点；最后，鉴于圆柱容器弯曲侧壁对正方形颗粒产生的几何挤压与物理失配，设立了
感兴趣区域（ROI）截断边界，自动剥离紧贴容器壁的颗粒，仅保留内部体相区域的颗粒
数据用于全局物理参数的统计分析。

最终，系统将每 5 次驱动对应采样的 3 张图像处理完毕后，按驱动周期分组整合并
自动化导出为标准格式的 CSV 数据文件。每个 CSV 文件中完整记载了该周期节点下识
别出的所有矩形的中心坐标 (��,��)、宽度（width）、高度（height）以及归一化后的水

平偏转角度 ��，为后续的数据清洗、以及取向序参数 �4 和相关函数 �4(�) 的定量计
算提供了标准而统一的数据输入，如图 11所示。

图 11: 自动化数据处理流程：最终输出的 CSV表格格式（左）与表格内每列内容（右）

2.3.2 数据清洗

为了从神经网络原始分割结果中进一步剔除干扰目标，提升统计物理量的准确性，本
研究在几何拟合的基础上建立了一套基于尺寸分布与形态拓扑的数据清洗规则。虽然
SAM 3 模型具有极高的语义分割精度，但在密集颗粒激烈碰撞、局部光照不均或颗粒间
存在阴影缝隙的情况下，分割算法偶尔会将两颗贴合颗粒误识别为单一的连通域，或将颗
粒间的长条状阴影与侧壁反光带误诊为颗粒，从而拟合出长宽比严重畸变的伪矩形。如果
不把这些噪点剔除掉，后续算出来的取向序参量和关联函数就会出现明显的系统误差。
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图 12：受反光等问题影响错误框选出的部分

针对这一问题，本文基于正方形骰子顶面投影的几何对称性，提取了每个拟合矩形的
宽度（width_px）与高度（height_px），并绘制了输出的表格中每个被认为是骰子的物体
宽度和高度的分布热力图，如图 13 左图所示。图中分析了原始 csv 表格中计入的“骰子”
矩形长宽分布热力图。从中可以清晰地看出，提取目标的尺寸呈现出高度集中的单峰分布
形态。合格的单体骰子颗粒严密地聚集于暗红色核心主峰区域（宽度与高度均集中在
60∼65“px”左右，长宽比 R≈1.0），这与实验所用标准骰子颗粒（a=1.26“ cm”）在
拍摄分辨率下的理论像素尺寸完全吻合，说明了这一算法的有效性。

但是与此同时，热力图直观地揭示了未清洗前的两类异常提取形态：一是横轴
width_px 延伸至 100 ∼ 130 px 的离散区域，对应于两颗粒粘连导致的“伪矩形”；二是
纵轴或横轴低于 40 px 的离散小区域，对应于边缘遮挡残缺或杂散光斑噪点。结合这一
分布特征，本文设定了严格的双重清洗门槛：仅保留尺寸落在主峰区间（50 px ≤
width_px ≤ 80 px 且 50 px ≤ height_px ≤ 80 px）内的目标；同时计算矩形长短边之比
� = �/�，剔除 � > 1.35 的偏长目标。通过上述数据清洗流程，系统成功消除了分割伪
影与粘连噪声对角度及位置统计的干扰。按步骤清理完后框选矩形宽度和高度的热力分布
图如图 13右图所示，可以看到其异常提取区域大大缩小，这确保参与后续物理量计算
（�,�4,�4(�)）的数据均位于高置信度的正方形颗粒主峰区。

图 13: 原始 CSV表格中计入的“骰子”矩形长宽分布热力图与根据设定阈值筛选长宽比后的长宽分布热力图
的比较20
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2.4 预实验结果分析与基准复现

利用前述建立的深度学习分割与数据清洗流程，本研究对不同驱动强度下采集的时序
图像进行了定量计算，系统分析了各物理量随驱动周期 � 或空间距离 � 的演化规律，
成功复现了 Asencio 等人（2017）报道的核心物理现象与数据相图。

2.4.1 密堆积演化特征复现（� vs �）

为了定量评估驱动剪切对受限正方体颗粒系统密实化进程的影响，本研究提取了 9
组不同驱动强度 � 下总体积分数 � 随驱动周期 � 的动态演化曲线，其与文献的结
果高度一致，如图 14 所示。从图中数据可以清晰地看出，系统的有序化响应高度依赖于
输入的驱动能量强度，并呈现出鲜明的分级演化特征：

在驱动初始阶段（� = 0），各组系统的体积分数均匀处于较松散的状态（� ≈
0.60 ∼ 0.62），颗粒由于随机堆叠存在大量初始空隙。当驱动强度处于较低水平时（如
Γ = 0.101,0.103,0.111），输入的剪切动能无法克服颗粒间的摩擦力与重力势垒，顶层颗

粒难以发生有效重排，体积分数在整个驱动周期内几乎停滞不前（� 仅从 0.60 微升至
0.61 ∼ 0.62），系统处于无序“冻结”状态。随着驱动强度的提升（Γ ≥ 1.145），剪切
应力成功激活了颗粒的重排机制，曲线展现出典型的“快速响应-动态饱和”两阶段特征：
在演化前期（�≤ 20），� 随驱动周期呈显著上升趋势；进入后期（�≥ 25）后增长
放缓并逐步收敛至稳定平台。

此外，驱动强度直接决定了系统最终能够达到的密堆积上限。随着 Γ 从 1.328 增
至 3.212，稳态体积分数呈台阶式提升，最高驱动组（Γ = 3.212）在 � = 35 时达到了

最高 � = 0.79 的极高密堆积水平。上述演化规律表明，受控剪切能够极其高效地消除系
统内部空隙，驱动颗粒系统从松散堆积演化至高密堆积相，这一定量演化响应与 Asencio
等人（2017）报道的密实化规律完全一致。

图 14: 9 组不同驱动强度 � 下总体积分数 � 随驱动周期 � 的动态演化曲线

预实验画出的总体积分数动态演化曲线（左）文献中呈现的总体积分数动态演化曲线（右），可见预实验
结果与文献中高度吻合20
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2.4.2 侧向贴壁体积分数演化特征复现（�lateral vs �）

本研究进一步提取了 9 组驱动强度下侧向贴壁体积分数 �lateral 随驱动周期 �
的动态演化曲线，其与文献的结果高度一致，如图 15 所示。

在初始驱动状态（� = 0），各组贴壁区域的体积分数处于极其松散且高度不均匀的

状态（�lateral ≈ 0.30 ∼ 0.36），远低于体相的初始密度，这归因于随机堆叠时圆柱侧壁
与正方体颗粒平直边缘之间的几何不匹配。对于极低驱动组（Γ = 0.101,0.103,0.111），
输入的剪切应力不足以打破贴壁颗粒的静摩擦与几何锁死，导致体积分数在整个演化周期
内几乎保持水平停滞（�lateral 仅从 0.32 ∼ 0.35 微微升至 0.37 ∼ 0.39），系统始终处于
未激活的侧向“冻结相”。

当驱动强度跨越临界激活阈值后（Γ ≥ 1.145），贴壁区域展现出极强的结晶响应速
度。剪切动能驱动颗粒克服摩擦，受圆形侧壁的强几何引导，优先沿壁面切线方向对齐重
排，使得 �lateral 呈急剧上升趋势。在演化后期，贴壁体积分数的演化速率及稳态上限展
现出严密的驱动强度正相关性。在中等驱动强度下（Γ = 1.145 ∼ 1.370），曲线表现出

平缓上升的动力学特征，并在 �≥ 20 后逐步趋于稳定，其稳态值最终收敛并分布于
0.77 ∼ 0.84 区间。而在强驱动条件下（Γ = 2.404 ∼ 3.212），贴壁区域在前 15 个驱动

周期内呈现爆发式增长，其中最高驱动组（Γ = 3.212）在仅 � = 15 时便迅速拉升至

�lateral = 0.86 的高密度水平，并在 � = 35 时最终达到接近理论极值的 �lateral = 0.92。

侧向贴壁体积分数的演化快于体相全局演化的现象，定量验证了侧壁几何约束在剪切
驱动下能够率先诱导产生规则同心圆环结晶相的物理机制，这也与文献报道的边界诱导结
晶过程完全吻合。

图 15: 9 组驱动强度下侧向贴壁体积分数 �lateral 随驱动周期 � 的动态演化曲线

预实验画出的侧向贴壁体积分数动态演化曲线（左）文献中呈现的侧向贴壁体积分数动态演化曲线（右），
可见预实验结果与文献中高度吻合

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



14

2.4.3 侧向立方体有序度演化特征复现（�4 vs �）

为了进一步定量刻画剪切驱动下颗粒系统微观取向由无序向结晶有序转变的动态相变
过程，本研究利用神经网络算法对不同驱动强度 � 下侧壁区域颗粒的立方体有序度参数
�� 进行动态提取，其随驱动周期 � 的演化曲线与文献的结果高度一致，如图 16所示。

初始无序与低驱动“冻结”特征：在演化初始阶段（� = 0），由于颗粒随机堆叠，

各组系统的有序度均处于极低水平（�4 ≈ 0.13 ∼ 0.30），表现出无序堆叠特征。对于低
驱动强度组（Γ = 0.101,0.103,0.111），剪切能量不足以克服颗粒间摩擦与结构锁死，使

得 �4 在整个驱动周期内几乎保持水平停滞（始终维持在 0.17 ∼ 0.25 区间波动），系
统无法被激活产生定向重排。

激活强度的两阶段拉升与响应梯度：当驱动强度达到或超过激活临界值（Γ ≥ 1.145）
后，曲线呈现出“前期快速拉升-后期动态稳态”的两阶段规律。在演化前期（

�≤ 20），剪切驱动颗粒协同旋转并沿水平方向迅速对齐，导致 �4 迅速攀升；进入演

化后期（�≥ 25）后，曲线逐步收敛至平台区。

此外，驱动强度显著影响了演化速率与最终收敛值：中等驱动组下（Γ = 1.145 ∼
1.370）：曲线呈平稳上升趋势，稳态时 �4 收敛并分布于 0.88 ∼ 0.93 区间。强驱动组

下（Γ = 2.404 ∼ 3.212）：有序化进程极快，其中最高驱动组（Γ = 3.212）在 � = 10
时 �4 便已飙升至 0.86，并在 �≥ 25 后稳定维持在 �4 ≈ 0.97 ∼ 0.98 的极高水平，
表明侧壁区域已形成近乎完美的有序结晶相。

上述复现数据清晰表明，受控转动剪切不仅能消除自由体积，更能高效驱动受限正方
体颗粒系统向高长程取向有序相转变，其演化趋势与相变规律与文献保持完全一致。

图 16:对 9 不同驱动强度 �下侧壁区域颗粒的立方体有序度参数 �4 进行动态提取，其随驱动周期 �
的演化曲线。预实验画出的 �4动态演化曲线（左）文献中呈现的�4动态演化曲线（右），可见预实验结

果与文献中高度吻合。20
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2.4.4 空间方位相关函数特征复现（�4(�) vs �）

为进一步揭示剪切驱动下颗粒系统在空间尺度上取向有序性的传递机制，本研究计算
了不同驱动强度（Γ = 0.101,1.328,2.404）与不同驱动周期（� = 0,25,40）下，侧壁区

域颗粒的空间定向关联函数 ��(�) 随归一化距离 �/�（� 为正方体边长）的动态演化
曲线，与文献的结果高度一致，如图 17 所示。

� = 0.101 � = 1.328 � = 2.404

图 17:对 9 不同驱动强度 �下空间定向关联函数 �4(�) 的动态演化过程。

预实验画出的�4(�)动态演化曲线（下）文献中呈现的� 4(�)动态演化曲线（上）,可见预实验结果与文献
中高度吻合

空间关联函数的定量演化行为直观地揭示了剪切诱导长程有序相变过程中的微观机制：

1. 低驱动强度（Γ = 0.101）：局域与长程有序的双重冻结
在未激活的低驱动状态下，不论驱动周期 N 如何增加（从 � = 0 至 � = 40），

�4(�) 曲线均处于较低区间（以 0.2 ∼ 0.4 为中心剧烈波动），且随距离 �/� 的
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增加快速衰减至无序背景水平。这表明低剪切应力不仅无法诱导长程有序，甚至无
法在近邻颗粒间形成有效的局域取向对齐，系统微观姿态保持随机无序。

2. 中等驱动强度（Γ = 1.328）：局域晶核萌发到长程有序的演化
当驱动强度跨越激活阈值后，关联函数展现出强烈的演化时间依赖性。在初始阶段
（� = 0），�4(�) 全局维持在 ∼ 0.25 的低位；在演化中期（� = 25），近邻

区域（�/� ≤ 4）的 �4(�) 显著上升至 0.6 ∼ 0.8，而远端（�/� > 6）则迅速衰减
至 0.2 ∼ 0.3，呈现出典型的短程有序/局域晶核特征；当驱动周期累积至后期

（� = 40），�4(�) 在整个空间范围（�/� ≤ 14）内全面抬升至 0.8 以上的稳
定高平台区，表明局域排列已成功扩展并贯穿至整个侧壁边界，完成了长程
Cubatic 有序相的建立。

3. 强驱动强度（Γ = 2.404）：爆发式长程对齐与协同演化
在强驱动条件下，系统的空间取向关联展现出更快的响应速率。在 � = 25 时，
近邻区域的关联度已拉升至 0.7，且向远端的衰减斜率明显低于中等驱动组；至
� = 40 时，关联函数在全局范围内高度平稳地收敛于 �4(�) ≈ 0.80 ∼ 0.88，系
统形成了极高质量的长程晶态结构。

2.4.5 剪切驱动下结晶相图特征复现（Γ vs Column height �）

为系统性刻画驱动强度 Γ 与颗粒柱高度�，即垂直方向堆叠的方块层数对系统最终

有序相态的联合调控机制，本研究以侧向立方体有序度 �4 = 0.50 作为相变临界阈值，
构建了“驱动强度–颗粒柱高度”二维有序化参数相图，与文献的结果高度一致，如图
18 所示。

图 18:对 9 不同驱动强度 �下下侧壁区域颗粒的立方体有序度参数 �4的相图体现。

预实验画出的二维相图（左）文献中呈现的二维相图（右）,可见预实验结果与文献中高度吻合
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图中黑色实心方块代表结晶相（Crystallized phase, �4 ≥ 0.50），空心菱形代表无序

相（Disordered phase, �4 < 0.50），黑色虚线为相界线（Phase boundary）。若忽略无量
纲化标定系数不同带来的纵轴数值差异，相图展现出与文献高度吻合的鲜明相划分与非对
称相变临界特征：当驱动强度极低（如 Γ ≈ 0.101）时，无论颗粒柱高度 � 如何变化

（从 � = 0 到 � = 8），系统在所有测量高度上均稳定处于无序相（空心菱形，�4 <
0.50）。这表明剪切动能不足以克服颗粒间的摩擦与锁死效应，系统全局处于未激活状态。
当驱动强度达到极高水平（Γ = 3.212）时，足够的剪切动能可以彻底穿透底层颗粒的重

力约束，使得在所考察的所有高度范围内（� = 0 ∼ 8）均成功诱导产生长程 Cubatic 有

序相（黑方块，�4 ≥ 0.50）。

通过汇总不同驱动强度 Γ 下系统达到动态稳定态（� ≥ 35）时的体积分数 � 与

全局序参数 �4 数据，我们重新测量了“驱动强度-相态结构”的全局相图。在经典驱动
区间（Γ ∈ [0.101,1.380]）内，实验数据精确重现了文献划分的相态边界：系统从低驱动

下的各向同性松散无序相（� ≈ 0.60,�4 < 0.40），转变为中高驱动下由边界诱导的四方

高密结晶相（� > 0.75,�4 > 0.85），完整验证了剪切相变的普适性规律。

2.5 本章小结

本章主要搭建并系统验证了这套正方体颗粒剪切实验的实验研究平台与自动化数据处
理流程。在数据处理方面，我们创新性地结合了先进的 AI 图像识别技术与正方体颗粒
本身的几何对称特性，在保证数据处理效率地前提下，有效克服了颗粒密集堆叠时容易发
生的错检、贴连以及阴影干扰等问题，实现了对每个颗粒位置与取向角度的高精度自动提
取，为后续统计物理量的计算提供了扎实可信的数据支撑。

其次，基于这套高精准的处理方法，我们成功复现了颗粒从杂乱无章到排布整齐的全
过程。实验数据清晰地表明，摇晃剪切确实能让颗粒排得更紧密，而且靠墙一圈的颗粒总
是最先排整齐，随后带动内部颗粒一起形成规律的阵列；同时也准确画出了重力与转动强
度相互博弈下的相变边界。这些结果与文献的物理规律完全吻合，充分证明了我们搭建的
实验平台和图像算法不仅好用、管用，而且数据非常精准可靠，为下一阶段开展更深层次
的机理探索打下了坚实基础
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3 搭建理论模型解释实验现象

研读 Asencio 等人（2017）发表在 Physical Review Letters（PRL）上的论文后，我
们意识到原工作主要聚焦于实验现象的发现与定性描述，系统内部深层次的动力学建模
依然处于空白。为了补上这一环，也为了后续我们的研究能够更加深入，因此我们基于
已观察到实验现象建立了系统的理论模型。我们首先对剪切诱导有序化的微观物理机制
进行了理论分析，再将旋转驱动下的有序重排与缺陷激发统一纳入动力学框架，从而解
释系统由无序到有序的原因。

3.1 微观物理假设与过阻尼朗之万方程

如图 19所示，考虑二维单层/准二维受限正方体颗粒系统。记第 i 个颗粒的取向角
为 �� ∈ [0,2�)。当相对转角 훥� = 0,�/2,�, 3�/2 时，颗粒间达到紧密的“面贴面”

贴合状态。考虑到正方体颗粒具有 90∘（即 �/2）的四重对称性，在平均场近似下，取
周围颗粒的平均取向为参考零点，则单颗粒受到的四重对称有效几何势能归一化后可近似
为：

�(�) =− cos(4�)

该势能明确了 0,�/2,�, 3�/2 四个等价的低能势谷，其一阶导数则对应驱使颗粒回归有

序态的恢复力矩项 휕�(�)
휕�

= 4푠��(4�)。

图 19: �(�) =− ��푠(4�)下的四重取向势概念图：单颗粒受到的四重对成有效几何势能函数（左）以及单
个颗粒四个等价的有序取向示意图（右）20
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其次，我们将剪切驱动引发的随机碰撞与重排等效为“有效温度 Teff”。为了引入
重力压实效应，假设 Teff 不仅正比于宏观激振加速度 �，同时受到依赖于颗粒层高/重

力载荷 L的转换系数 χ(L) 调控，即 ，

�eff = �(�) ⋅ �

其中 �(�) 是依赖于上覆颗粒重力负载 �（或颗粒层高）的能量转换系数。

最后，考虑到高摩擦环境下的过阻尼特征，颗粒角度 � 的时间演化遵循过阻尼朗之
万方程。

�� =−
�0

�eff

∂�(�)
∂�

�� + 2�0���

其中 �0 为有效取向扩散率，�� 为标准维纳过程（Wiener process），� 为连续化的
剪切驱动次数。将势能梯度与有效温度代入，得到微观取向动力学方程：

�� =−
4�0

��
sin(4�)�� + 2�0���

该方程将宏观驱动参数与微观重排过程有机结合，为后续推导全局序参数�4 的演化以及
相界线奠定了理论基础。

3.2 Fokker-Planck 方程从主方程的严格展开

为了描述取向概率密度分布 �(�,�) 随驱动次数 � 的演化，我们从连续介质力学
的主方程出发：

∂�(�,�)

∂�
=

−�

�
�(� −Δ�;Δ�)�(� −Δ�,�)−�(�;Δ�)�(�,�)� �Δ�

其中 �(�';Δ�) 表示从角度 �' 发生改变量 Δ� 的跃迁概率密度。

为了获得连续画的动力学描述，对被积函数中的 �(� −Δ�;Δ�)�(� −Δ�,�) 在
� 处进行 Kramers-Moyal 泰勒级数展开：

�(�−Δ�;Δ�)�(� −Δ�,�) =
�=0

∞ (−Δ�)�

�!
�

∂�

∂��
�(�;Δ�)�(�,�)

将该级数代入主方程后，零阶项（� = 0）相互抵消，进一步在小角度扰动假设下截
断保留至二阶项，得到连续 Fokker-Planck 形式[5]：20
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∂�(�,�)

∂�
=−

∂

∂�
�(�)�(�,�) +

1
2
∂2

∂�2
�(�)�(�,�)

结合前文建立的微观朗之万方程 �� =− 4�0

��
sin(4�)�� + 2�0���，分别计算

其一阶漂移矩 �(�) 与二阶扩散矩 �(�)：

�(�) ≡ lim
Δ�→0

⟨��⟩
��

=−
4�0

��
sin(4�)

�(�) ≡ lim
Δ�→0

⟨(��)2⟩
��

= 2�0

将上述矩函数代入，最终得到描述颗粒取向概率密度演化的 Fokker-Planck 方程：

∂�(�,�)

∂�
=
4�0

��
∂

∂�
sin(4�)�(�,�) +�0

∂2�(�,�)

∂�2

3.3 稳态分布解析解与单参数平均场序参量 �4MF(�)

当驱动次数 �→ ∞ 时，体系达动态平衡，此时取向概率流密度满足归零条件 � =
0：

� =−
4�0

��
sin(4�)�(�)−�0

��(�)
��

= 0 ⟹
1

�(�)
��(�)
��

=−
4
��

sin(4�)

对此常微分方程进行积分，可获得玻尔兹曼类型的稳态取向概率密度分布：

�푒�(�) =
1
�
exp

cos(4�)
��

考虑到配分函数的归一化条件 Z = 0
2� exp� cos(4�)

��
��。引入换元变量 � = 4�，

则 �� = 1
4
��。利用势能函数的 2�/4 = �/2 周期性，可将积分范围化简并利用贝塞尔

函数表达为：

� = 4 ×
1
4 0

2�
exp�

cos�
��

�� = 2��0
1
��

将求得的配分函数代回，最终导出稳态取向分布函数的精确闭合解为：
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�푒�(�) =
exp

cos(4�)
��

2��0
1

��

在求得稳态取向分布函数 Peq(θ)的基础上，引用文献中的定义：平均场局部取向序

参数 �4
MF � ≡ cos 4�

eq
。将其在稳态分布下求期望值得到如下表达式：

�4
MF(�) =

0

2�
��푠� (4�)�푒�(�)�� =

0
2���푠� (4�)푒��

��푠(4�)
��

��

2��0
1
��

引入 1 阶修正贝塞尔函数[11]的标准积分定义 �1(�) =
1
2� 0

2���푠� � 푒���푠���。
利用相同的换元 � = 4�，分子精确化简为：

0

2�
��푠� (4�)푒��

��푠(4�)
��

�� = 2��1
1
��

约去分子分母中的公因式 2π，导出平均场序参量随加速度 a 变化的解析表达式：

�4
MF(�) =

�1
1
��

�0
1
��

对该解析解进行渐近物理分析可知：当强驱动极限（� →∞）时，激振极强导致
1
��
→ 0。根据性质 �1(0) = 0,�0(0) = 1，得到 �4

MF → 0，对应各向同性的无序态。然而，

在形式上的弱噪声稳态极限（� → 0+）下，
1
��
→ ∞。利用渐近展开式 ����→∞

�1(�)
�0(�)

=

1，可以得到 �4
MF → 1。此时对应于在实际实验中，当激振强度 � 过低时，颗粒系统因

机械锁死而被卡在亚稳态无序态，无法在有限时间内演化至该有序相，这和我们的直觉相
符合。

3.4 唯象闭合模型：堆积密实化动力学与对数增长近似律

在通过 Fokker-Planck 方程确定了取向分布与序参数的稳态表达后，需进一步描述系
统在剪切驱动下体积分数（密度）� (�) 的动态演化过程。随着体积分数（密度）
� (�) 不断接近最大紧密堆积极限 �max，自由体积耗尽引发几何“笼效应”。自由体积

减少导致颗粒重排所需的激活能升高，系统有效动能等效降低：�dyn(�) = ��(�max −
�)。
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根据阿伦尼乌斯热激活越垒率，密度的增加速率满足非线性微分方程：

��
��

= �0exp −
��

��(�max −�)

将非线性指数项 �(�) =
��

��(�max−�)
在初始密度 �0 处进行一阶泰勒级数展开近似：

�(�) ≈ �(�0) + �'(�0)(�−�0)

=
��

��(�max −�0)
+

��
��(�max −�0)2

(�−�0)

定义阻抑系数 � ≡
��

��(�max−�0)2
，并合并常数项 �1 ≡ �0exp −

��
��(�max−�0)

，微分

方程线性化为：

��
��

≈ �1exp −�(�−�0)

对此公式分离变量并进行积分：

0

�−�0
exp� �(�' −�0) �(�' −�0) = 0

�
�1� ��'

1
�

exp �(�−�0) − 1 = �1�⟹ exp �(�−�0) = 1 +��1�

两边取自然对数，导出堆积密实化过程的对数增长近似律：

�(�) ≃ �0 +
1
�
ln(1 +��1�)

3.5 理论适配性验证

为了验证上述过阻尼动力学模型的有效性，我们将实验参数代入公式进行数值求解，
并将生成的理论曲线与 Asencio 等人（2017）在 PRL 上发表的经典实验数据进行对照。
结果表明，理论计算出的全局序参数 S4 (N) 演化趋势以及 S4 - ϕ 演化路径在不同驱动
强度�下的响应形态，均与文献实验测量结果表现出高度的相似性与趋势一致性。这不仅
证明了本章建立的过阻尼动力学模型的正确性，也为后续的研究提供了可靠的基准理论。
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图 20: 对 6种不同驱动强度 �下侧壁区域颗粒的立方体有序度参数 �4按理论推导进行拟合，画出的

�4动态演化曲线（左上）和 �4-� 演化路径（左下）与文献中呈现的动态演化曲线（右），高度吻合。

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



24

4 创新点一：强驱动下的相变演化与反常“无序
化”现象

4.1 驱动强度真的越大越好么？

我们针对原论文中指出的 “the system reaches the same final state regardless
of the excitation intensity (provided it is large enough)，即无论驱动强度如何（只
要该强度足够大），该系统均会达到相同的最终状态。” 这一单调趋势产生疑问。
因为在日常生活中，当我们用力摇晃容器时，其内部的物体将会变得十分混乱。同
时，在 3.3章节中的理论模型分析推演部分，我们发现当强驱动极限（a→∞）时，
得到 S4MF → 0，此时对应各向同性的无序态。

于是，我们猜想当� 取值极大时，这一体系可能并非如原论文所述，产生极
大的有序化趋势，相反，可能会由于输入能量过大从而导致产生一定的无序化演化。
于是，我们计划从最基础的一层骰子入手，先探究不同转动强度� 下这一体系的
响应行为。由于单层系统只能形成单层平面，文献中S4这一侧面观测所得有序度
的量度失效，同时，由于侧面高度读数极易出现误差且在系统已处于（或接近）单
层状态时，角度的读数会出现较大波动或保持恒定不变，均不能很好地体现系统内
真正的有序度，于是，我们引入了q4以描述单层系统，对于系统中的第 i 个颗粒，
其局域四重序参量 �4 � 定义为：

�4 � =
1
�� �∈neighbors �

cos 4 �� − ���

系统平均局部四重有序度 �4 则对全部 N 个颗粒取平均：

�4 =
1
� �=1

�

�4 ��

其中，�� 与 �� 分别代表颗粒 i 及其邻居颗粒 j 的主轴取向角（取值范围

0 ≤� <�
2
）；相减项 �� − �� 为相邻颗粒间的取向角度差；系数 4 对应正方形颗

粒的四重旋转对称性（即旋转 90 度自重合），当两颗粒取向相差 0∘、90∘、180∘、
270∘ 时，cos 4 �� − �� = 1；neighbors(i) 表示颗粒 i 的近邻集合（依据空间

距离阈值确定，一般取 2.5 倍颗粒边长）；��为该颗粒的近邻总数。序参量 �4
的物理数值区间为 [0, 1]：其中 �4 →1表示系统处于高度局域取向有序状态，近

邻颗粒间具有极高的取向对齐度；反之 �4 →0表示系统处于完全取向无序状态，
近邻颗粒间不存在各向异性对齐趋势。
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图 21：单层骰子实验过程俯视图，可以看出随着转动次数的增加，骰子变得有序

如上图所示，根据实验视频的截图（图 21)，我们发现随着时间及转动次数的
增加，该单层骰子体系的混乱程度在不断下降。因此我们可以确定在单层系统下，
当给予系统一个合适的转动强度� 时，确实可以呈现出从无序到有序的演化趋势，
同时�4 指标与实际观察所得的现象保持一致，证明了引入�4以表征有序度具有可
信度，帮助我们进一步以此为核心度量来探索强驱动下的反常“无序化”现象。

5

图 22: 实验中单层骰子在一种驱动强度 � 下系统平均局部四重有序度 �4 的动态演化曲线

（上）与按理论推导进行拟合的 �4 动态演化曲线（下），趋势一致。
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4.2 单层体系难以观察到无序化

在完成了对体系以及参数的有效性的检验后，我们尝试对单层的骰子系统施加
较大的�，希望发现体系产生无序化趋势。然而实验结果与我们预期相反：如图

25所示，骰子几乎一直保持着单层状态，�4的数值虽然出现了较弱的波动，总体
却依然保持较高的有序化水平，并未出现无序化进程。这是否说明我们的猜想是错
误的呢？即事实真如文献所说，在这种系统中，就算再大的转动强度？其最终都会
保持为稳定的有序态？

图 23: 实验过程示意图：单层骰子在无论多大的驱动强度 � 下达到有序状态后一直保持有序。

图 24: 实验中单层骰子在 3种驱动强度 � 下系统平均局部四重有序度 �4 的动态演化曲线（左）

与按理论推导进行拟合的 �4 动态演化曲线（右），高度吻合。发现当系统为单层时，达到有

序后无论施加多大的驱动强度�有序状态都不会被破坏。

按照日常经验与物理直觉，用力摇晃装有颗粒或液体的容器时，内部物质往往
会陷入剧烈而明显的混沌无序状态，因此我们推测在强驱动下必然存在显著的无序
化趋势。针对实验中单层颗粒体系未如预期发生无序失稳的现象，我们最初推测可
能是输入的无量纲驱动加速度 Γ 依然偏小，提供的扰动能量尚未达到破坏有序结
构的临界阈值。

为此，对体系施加了更强的剪切驱动，并利用 Tracker 视频分析软件追踪并
提取了容器运动的角加速度与驱动强度。图 25 展示了基于 Tracker 轨迹数据在
Excel 中拟合出的驱动参数随转动周期的演化曲线；由于软件在追踪时使用正负号
表示正反旋转方向，因此实际对应的驱动强度 Γ 对应于各采样点数值的绝对值。
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数据表明，体系受到的最大瞬时驱动强度峰值高达 7.69084444，各次转动的�的
均值也以达到较高的水平，此时该体系仍然没有出现无序化，

图 25: 持续增强过后的驱动强度数值折线图，峰值达到 7.69

图 26: 实验过程示意图：持续增加驱动强度 �，发现单层骰子在无论多大的驱动强度 �下达到
有序状态后有序状态一直未被破坏。

因此，上述实验结果，数据分析和建模均证明，无论是理论上还是实际上，单
层系统在形成有序态后，很难重新发生无序化。于是，在排除了转速对于“有序-
无序”相变的影响后，我们初步认为这一现象可能由于该系统的“单层结构”本身
导致。仅通过水平方向的转动，对于已形成单层结构的骰子而言，只能向系统内部
提供沿水平方向的扭矩，从而无法使该系统从单层演化为双层或多层结构。尽管
�4 的引入已提高了对单层系统有序度描述的精度和信度，但是对于该系统而言，
依然无法产生较为显著的q4数值的降低或无序化进程。

于是，针对“单层”结构与前文所述经验及预实验的对比，我们又选取了适中
层数的骰子进行观察，并成功在多层骰子中发现了模糊的无序化趋势。我们推测无
序化还有可能处于两层或多层间的“缺陷”骰子激发，比如有一条体对角线垂直于
水平面的骰子。 我们进行了思想实验：这一类“缺陷”会导致局部骰子的混乱，
且随着转动次数的增加，维持无序的局部骰子块有概率对外围骰子产生影响，从而
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将这一“局部无序”转变为较大范围的无序状态，从而影响整体的有序化程度。我
们的这一猜想与原论文中“dice clusters”（骰子簇）现象亦有共通之处。

4.3 多层体系产生无序化趋势

4.3.1 双层骰子体系中，系统成功产生无序化趋势

为了更精确以及定量地研究这一类“缺陷”骰子，我们选取双层系统作为初步
的分析对象，如图 27所示。

图 27: 实验过程示意图：双层骰子原始无序状态（左）以及在特定驱动强度 �下达到有序状态
（右）对比图。

经过和之前同样地数据处理过程，我们得到了如图 28所示地�4折线图：其表
明当� 较小=1.196时，曲线随着转动次数的增加呈现下降趋势，系统能够较快地
从无序演化至有序状态（蓝色），且可以维持相对有序状态，这一现象与论文观点
及先前结论一致。

同时，我们基于生活经验，实验以及模型分析的推测，亦本研究的核心创新
点之一：“当转动强度�较大时，系统会从有序态转变为无序态”最终在此处得以
验证：橙色折线向下演变，对应在受到较高� 时，正如我们推测，体系会产生无
序化趋势。甚至如绿色折线所示：若初始时刻� =5.260，已处于较高水平，折线
将始终保持在较低位置，表示系统将一直保持相对无序状态。
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图 28: 实验中双层骰子在低，中，高 3种驱动强度 �下系统平均局部四重有序度 �4 按理论推

导进行拟合，画出的 �4 动态演化曲线（左）与按理论推导进行拟合的 �4 动态演化曲线

（右），高度吻合。

同时，实验视频也反映出了相同的现象：在图 29（第一行）中（实验视频截

图），体系被施加了较低的�，按照时间顺序，由第 1张至第 3张，可以看出体系

在不断有序化。而在图 29（第二行）中，体系被施加了较高的�，按照时间顺序，

由第 1张至第 3张，体系始终保持着相对混乱的状态。与�4分析所得“较高的�会
使体系产生无序化趋势”保持已一致。

这一现象进一步验证了我们的推测，同时暗示随着�增大而连续性增长的�
在不同取值范围时，将对系统的有序化进程产生不同的效果：当� 取值较低时，
系统将会呈现有序化的趋势，体现在�4图像的不断上升；但是随着� 的增大至一
定阈值后，系统将呈现出无序化的特征，体现在�4折线的降低。因此，受剪切力
影响下多层系统的“有序-无序”的转变可能存在一个关于� 的临界边界，并以�
为横轴的�4折线图像大致呈现二次函数特征。

综上，我们终于从理论和实验上验证了：对于整个系统的有序化进程而言，
适当的抖动会带来好的影响，但是过量的抖动一样会让系统整体的有序化状态劣
化。

图 29: 实验过程示意图：持续增加驱动强度 �，发现双层骰子在较大的驱动强度 �下会从有序

状态变为无序状态，较低的�（第一行图），较高的�（第二行图）
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4.3.2 引入橡皮后，单层系统同样成功产生无序化趋势

为了让实验现象和物理对比更加明显，我们在单层与双层骰子系统中人为引入
了一个三棱柱形的小橡皮块作为局部几何“缺陷”，用来模拟杂质骰子对体系自组
织结晶过程的扰动影响（图中黑色圆圈标出了该小橡皮块的位置）。根据�4折线
图 31，我们可以发现在单层和双层系统中，随着转动次数的增加，当� 分别取

1.025和 1.210（较低）时，�4折线上升，系统均出现有序化趋势。而当� 分别取

3.230和 3.147（较高）时�4折线下降，系统均出现无序化趋势；当� 分别取 8.560
和 8.163（极高）时，系统均保持着无序特征。以上三种情况均与图 29中双层体系

对于� 取值不同时展现的趋势保持一致。且由于在该实验单层与双层体系中，相
对应的各条�4折线的形态具有较高的相似性，说明在不同层数的体系中，无序进
程均可由“缺陷”骰子引起，且物理机制相似。

图 30：橡皮缺陷示意图

图 31.1 图 31.220
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图 31: 实验中有橡皮缺陷的单层骰子在 3种驱动强度 � 下系统平均局部四重有序度 �4 的动

态演化曲线（左）以及实验中有橡皮缺陷的双层骰子在 3种驱动强度 � 下系统平均局部四重有

序度 �4 的动态演化曲线（右），在驱动强度相似的情况下两系统演化趋势相似

同时，为了从真实形貌演化上直观印证这一结论，我们还利用正上方的俯拍摄
像机记录下了完整的动态破坏过程。如下面展示的两组时序演化照片所示：当驱动
强度处于较高区间时，体系呈现出清晰的解构与无序化过程。从时间序列来看，由
图 32中随着剪切次数的累积，原本围绕缺陷局部排布的整齐晶区被逐步撕裂，颗
粒间的缝隙与错位迅速蔓延，最终演化为大范围的混乱状态。这一直观的图像记录
与前述 �4 折线所反映的序参量骤降趋势完全吻合，从动力学形貌和定量统计两
个维度强力支撑了我们的物理设想。

图 32: 实验过程示意图：系统存在缺陷时（如加入橡皮），发现单层骰子和双层骰子在较大的驱动

强度 � 下都会从有序状态变为无序状态
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图 33: 根据理论拟合的有橡皮缺陷的单层骰子在 3种驱动强度 � 下系统平均局部四重有序度

�4 的动态演化曲线（左）以及根据理论拟合的有橡皮缺陷的双层骰子在 3种驱动强度 � 下系

统平均局部四重有序度 �4 的动态演化曲线（右），在驱动强度相似的情况下两系统演化趋势

相似

4.3.3 引入塑料片后，系统成功产生无序化趋势

为了进一步定量研究“缺陷”的几何尺寸对体系自组织结晶过程的干扰程度，
我们又就地取材，在双层骰子系统中引入了一块比橡皮块尺寸更大的异形塑料片作
为宏观几何缺陷。为避免该“局部缺陷”对整个体系产生过于强烈的扰乱作用，我
们对其边缘进行适当修剪。该塑料片被用来模拟较于橡皮更大尺寸的“缺陷”，
我们在测试前将修剪好的塑料片粘贴在亚克力圆桶的底板中心，防止其在持续旋转
剪切过程中发生不可控的滑动位移，从而严格保证该几何缺陷在长期实验中的位置
稳定性。

图 34: 塑料片缺陷示意图

接着，我们对其进行了�4的测量和实验视频的拍摄： 通过对比图 35.1（双层

骰子+塑料片）与图 35.2（单层骰子+塑料片）的�4图像，可以发现图 35.1中绿色

折线相较于图 35.2 中绿色曲线明显更早出现下降趋势，即在Γ取值相似时，越大

的缺陷着对应更快的演变，象征更强的无序化趋势。转化为对于� 取值的要求：
图 35.1中绿色折线在更小转动次数时的先行降低，象征着在相同层数的体系中，
更大的局部缺陷对于能使系统从无序态转变为有序态的最小转动强度Γ的需求的降
低。于是，我们得出缺陷的尺寸大小对于“有序-无序”的相变边界存在影响：缺
陷的尺寸与使系统从无序态转变到有序态所需最小转动强度Γ呈负相关。同时，更
大尺寸的缺陷对于局部的已形成的力学平衡，即有序状态的破坏效果更大，因此其
在客观上降低了体系跃过势垒对于临界能量输入的要求。

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



33

图 35: 实验中有橡皮（小）缺陷的双层骰子在 3 种驱动强度 � 下系统平均局部四重有序度

�4 的动态演化曲线（35.1 左）以及实验中有塑料片（大）缺陷的双层骰子在 3种驱动强度 �
下系统平均局部四重有序度 �4 的动态演化曲线（35.2 右），发现越大的缺陷着对应更快的演

变，更强的无序化趋势

4.4 相图上边界的发现

针对 4.3中已证实的“当转动强度� 较大时，系统会从有序态转变为无序
态”，我们尝试借用原文中的相图方法来更直观地表示有序化趋势的差异：如图
36左所示为论文中的图像，其显示驱动强度越大越高，其相位边界时单一的。

而在图 36 右所示的图像中，是我们的实验所测量得到的相图，其显示当� 取
值较高时，在 2，3，5，9层系统中均已出现了代表无序的白色方块，说明当� 取
值较高时，存在一个“有序-无序”相变的� 阈值，此时我们用红色实线来勾画出
这一条新发现的相图上边界，而这一新发现即是我们本论文的第一个核心创新点。

图 36: 各转动 30次后，角加速度与骰子层数是否为有序状态的二维相图，发现当转动强度�较大
时，系统会从有序态转变为无序态。20
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为了更好的理解这一实验结果，我们还定性的刻画了如下图所示的物理图像，

其揭示了实验测得的实验全局序参量 S4
global 随驱动加速度 � 呈现明显的非单调

响应。体系存在两个特征驱动强度 �1 与 �2，从而形成三个动力学区域。

图 37: 过驱动诱导的重入无序与最佳驱动窗口示意图。

4.5 到达无序态和有序态的速率差异

在 4.3.3中，更大的缺陷来了更早出现的混乱，表征了更强的无序化趋势。同
时，我们在实验过程中观察到当我们用适中的Γ尝试有序化整个体系时，通常需要
耗费较长时间以及较多转动次数。作为对比，无序化进程似乎出现地更为快速，更
类似于以“缺陷”骰子为起始点的爆发式的演化。我们推测，这种变化速率的差异
很可能是由于两者力学机制的差异：Γ之于有序化的过程是为整个体系提供了适当
的自由度，从而使其“自我”有序化，可认为是一种相对被动的过程，因而该过程
所需的演化时间即转动次数较大；而无序化则是基于每一个“缺陷”源的扩散进程，
更类似于“链式反应”等主动演化，且由于外界不断对体系内部施加扭矩，从而对
体系内部输入了更多能量，更助长了此类演化进程，缩短所需时间及转动次数。

于是，我们希望对于体系内无序化的动力学速率问题进行探究。为了避免拍摄
和处理时的时间错配导致速率分析产生误差，我们先对实验视频，�4，以及

Tracker的各类时间轴进行统一。在图 38中，通过对比系统�4随时间的导数，可以
发现蓝色与红色折线所代表的较高� 时体系无序化的速率远大于黄色与绿色折线
所代表的较低� 时体系有序化的速率。于是我们得出：系统从有序态退化为无序
态的演化速率远高于从无序态到有序态的演化速率。该速率的差异同时验证了我们
对于两种演化进程的“主动”与“被动”的推想。在统计力学层面，这同样反映了
形成低熵排布（高度有序）需要经历较长时间的“退火”流程，而破坏有序排布
（熵增过程）仅需要少量超过阈值的扰动即可快速完成。
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图 38: 经过对一系列长程实验的观察总结，双层骰子在 4种驱动强度 � 下系统平均局部四重有

序度 �4 的动态演化曲线（左）以及按理论推导进行拟合的 �4 动态演化曲线（右）高度吻

合，说明系统从有序态退化为无序态的演化速率远高于从无序态到有序态的演化速率

基于这一实验观测结果：无序 → 有序的结晶速率远小于有序 → 无序的熔化
速率，即 �ord ≪ �melt。这表明两者的微观路径与空间协同性可能存在本质不同，
为此我们也搭建了如下的物理图像来对其进行解释：

无序 → 有序（协同重排）： 建立长程有序需要周围大量颗粒协同调整取向并使

局域有序区不断扩展，涉及较高的协同激活能垒 Δ�cryst：

�ord ∼ �0exp −
Δ�cryst

��

有序 → 无序（局域失稳）： 有序结构的破坏无需全场协同。过驱动下少量局域
颗粒的失稳即可触发连锁反应。机械剪切做功直接降低了有效熔化能垒：

Δ�melt(�) = Δ�0 −�shear(�)

当 � > �2 时 Δ�melt → 0，导致熔化速率剧增。

对比两种过程的速率关系：

vmelt
vord

∼
v0'

v0
exp

ΔEcryst −ΔEmelt(a)

χa
≫ 1

由于 ΔEcryst >ΔEmelt(a) 且过驱动下熔化能垒进一步趋近于零，体系展现出
强烈的动力学不对称性：建立秩序需要漫长的多体协同，而破坏秩序仅需局域失稳
的瞬时触发。20
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图 39: 从微观角度分析的骰子在周围环境下从无序抵达有序 （左）和从有序变为无序状态（右）
的速率差异

4.6 本章小结

在本章节内，我们从生活经验及物理直觉开始，对原论文中“更大的� 对应
更好的有序化效果”这一单调趋势产生怀疑。为此，我们进行了多个定量化实验：
首先，我们发现了单层骰子系统中的“自锁”效应。但是这一现象与我们的预期相
悖，于是在归因时，我们认为单层体系自身的“单层”结构具有特殊性，从而无法
成一个相对稳定的骰子“缺陷”。这一类骰子的“缺陷”体现在其对角线的取向角
与已形成有序态的骰子不一致，从而难以在整个系统中难以观察到明显的无序化进
程。在接下来的实验中，我们首先使用橡皮与塑料片以模拟不同大小的“缺陷”对
于不同层数系统有序状态的影响，我们发现：在不同层数的体系中，“缺陷”产生
的无序化趋势近似相同，也验证了“缺陷”作为无序化激发源的普适性。同时，我
们发现“缺陷”的尺寸大小与使系统从无序态转变到有序态对最小转动强度�的
需求呈负相关。

在双层及多层体系中，我们的推测：当转动强度� 较大时，系统会从有序态
转变为无序态也得到了验证。同时，我们发现在有序化进程中，存在一个� 的临
界强度：当转动强度� 足够大，超越了此阈值后，系统会从有序态逆转变为无序
态，并且转动强度与颗粒局部有序度�4间存在近似二次函数的映射关系，二次函
数的顶点即� 在对应层数时的阈值。同时，我们还证明缺陷的大小可以改变这一
临界势垒，且系统中建立有序的耗时远超破坏有序的耗时。
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5 创新点二：引入等效重力系数后的相图调控

在第 4 章中，我们基于物理直觉与实验观测，系统研究了角加速度 � 对体
系自组织有序化进程的影响机制。在完成针对分子项 � 的调控探究后，我们顺理
成章地将目光投向无量纲驱动强度的定义式：� =�/g。从形式上看，改变分母上

的等效重力加速度 �，同样能够直接调控系统的无量纲驱动参数 �。既然颗粒体

系的动力学相变与最终有序度直接取决于无量纲数 �，那么无论是调节剪切驱动
的分子项，还是改变有效重力的分母项，系统在相空间中展现出的有序—无序演
化趋势在物理本质上应当是等价的。

为了厘清这一物理图像，我们回归到最开始启发了我们整个研究的 Asencio
等人（2017）发表在 Physical Review Letters（PRL）上的论文，其指出：“when
the number of dice increases, the load competes with the shear and prevents complete
ordering. In the latter case, the final state is characterized by domains of cubes aligned at
different directions” 且 “In our system, the only perturbation is the shearing among
layers that promotes the alignment of cubes.” 即当骰子数量增加时，负载与剪切力竞
争并阻止完全排序——最终状态的特征是在不同方向对齐的立方体域且在该论文的
系统中，唯一的扰动是促进立方体对齐的层之间的剪切。显而易见，原作者在推
演中默认将重力加速度 � 视为了不可调节的环境常数，因而未曾探讨有效重力改
变对相变界限的调控作用。

在常规实验室环境下，真实重力场虽然恒定，但有效重力加速度却完全可以通
过非惯性系动力学进行等效调制。顺着这个思路，本章提出在水平交替剪切的基础
上，额外引入独立受控的垂直（� 向）高频微小机械振动，借助周期性垂向惯性

力来调制颗粒底面的瞬态有效承载 �eff，从而系统探索纵向激励对颗粒体系“有
序—无序”相图边界的主动调控规律。

5.1 实验平台（震台）的搭建以及有效性检验
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图 40: 震台及拍摄机位实拍

如图 40 所示，为了定量研究等效重力加速度改变对驱动强度 � 及系统有序
化程度的影响，我们引入了一台振频与振幅独立可调的垂直激振台。通过对容器施
加高频垂直（� 向）微振动，在非惯性系下等效调制颗粒受到的有效重力加速度

g 的等效值，从而显著拓宽实验可探索的等效驱动强度� 的取值范围（结合高速
摄影与 Tracker 轨迹分析，该激振状态下的等效垂向加速度测得为：此处 g=8.985
m/²）。

为了彻底剥离垂向振动本身的动力学贡献，在开展旋转剪切耦合测试之前，我
们首先设计了无旋转、仅施加 � 向纯振动的空白对照实验。在实验准备阶段，我
们以单层骰子的振动响应为基准，利用高精度水平仪与颗粒动态行为对激振台进行
水平校准，并初步摸索适宜的振动频率与振幅：当单层骰子在底面上呈现均匀跳动、
且统计上不向容器任意一侧发生偏聚漂移时，即判定平台调平完成。

定量数据表明，对于所测试的四种不同层高，单纯的垂直振动始终让序参量
�4 维持在极低的基线水平，随着激振时间的累积并未出现任何自发上升的趋势
（图 42）。这一对照结果证实：无论是单层、双层还是多层颗粒系统，单纯的 �
向机械激振均无法诱导系统自发完成由无序到晶态的转变，系统的宏观自组织有
序必须依赖剪切流动的协同驱动。

图 41: 实验过程示意图：从左到右依次为 2 层、5层、9层的纯振动实验，可以发现在三种不同层
数的体系中， 均没有出现明显的有序化趋势。
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图 42: 1，2，5，9 层骰子在纯振动下系统平均局部四重有序度 �4 的动态演化曲线（左）以及

按理论推导进行拟合的 �4 动态演化曲线（右）高度吻合，均未出现较强有序化趋势。

5.2 旋转与振动操作不同组合对系统的影响

图 43显示：在纯转动的体系中加入了 z方向的振动后，系统有序化的速率以
及趋势均得到了显著的提升。在双层系统中，我们将单纯的振动，单纯的旋转，与
旋转 + z 方向振动分为三种情况进行对照。并且为了形成有效的对照效果，我们
尽可能控制三条曲线使用相近的旋转强度，这一点也在我们使用 Tracker进行� 的

测定数据中得以体现。通过研究 �4 随时间的变化，我们得出引入适当的垂直振
动确实能够使得系统更快速地从无序态过渡为有序态：纯振动（蓝色）不会驱使系
统有序程度以明显幅度增加，纯旋转（红色）效果较好地是系统变得有序，而旋转
与振动结合（黄色）则取得最佳效果。垂直振动有效降低了层间摩擦力和几何互锁，
使得剪切力能够更高效地传递并引导取向。

图 43: 双层系统中，纯旋转操作与旋转加振动双场耦合的实验（左）与理论拟合（右）效果对比图，
黄色折线“Rotation and vibration”有序化速率最快，最终效果最佳
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图 44: 实验过程示意图：九层系统中，旋转加振动双场耦合的实验（左）与仅旋转实验（右）效果
对比图，旋转加振动可以加速系统有序化进程

5.3 “有序-无序”相图的动态调控

基于前面的实验观测，我们进一步尝试通过调节 � 向振动的频率，主动重塑
颗粒体系的“有序—无序”动力学相图边界。为清晰揭示其物理机制，我们选取未
施加垂向振动（�� = 0 Hz）与施加特定高频微振（�� = 20.1 Hz）作为典型基准
进行对照研究。

从图 45所示的相变测量数据可以看出：在无垂直振动的纯剪切工况下（橙色
折线），相界曲线的极大值点横坐标位于较高的角加速度区间，表明体系为了克服
颗粒自重与层间强摩擦阻力而激发无序化失稳，必须依赖极高的临界角加速度 ��。
而在施加 20.1 Hz 垂直激振后（蓝色折线），整条演化轨迹相较于橙色曲线发生
了明显的左移，其近二次抛物线形态的极值顶点显著移至橙色峰值左侧。这一位移
定量地表明，垂向振动的引入有效松弛了颗粒间的互锁接触，从而大幅拉低了诱发
无序化相变的临界驱动阈值。

与此同时，我们针对 2 层、5 层与 9 层不同堆叠深度的体系展开了平行的

�4 序参量追踪，发现了一个更为有趣的深层规律：随着体系深度增加，垂直振动
显著削弱了因垂直静水压增大而导致临界 � 持续攀升的抑制效应。表现在相图投
影上，蓝色相界曲线随层数增加的向右推移幅度明显慢于橙色曲线，这使得两种工
况下顶点之间的横向间距随层高增加被逐步放大。这一现象直观反映出垂直激振成
功打破了原有重力负载对剪切重排的几何制约，为在更厚的多层受限颗粒系统中重
新打开相变调控窗口提供了清晰的实验证据。
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图 45.1: 双层系统对应加入震动前后的�4动态演化曲线

图 45.2: 五层系统对应加入震动前后的�4动态演化曲线
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图 45.3: 九层系统对应加入震动前后的�4动态演化曲线

图 45：z方向振动使有序化进程加快，且随着层数的加深，相变的边界被打开

图 46：依次为由理论推导拟合的 2，5，9层系统对应加入震动前后的�4折线图，与实验结果吻合

为了更直观地展现垂直振动对自组织结晶相变的影响，我们借鉴了 PRL 原论

文的动力学相图构建方法：以堆叠层数 � 为横坐标、驱动角加速度 � 为纵坐标
构建相空间。以序参量 �4 = 0.6 作为固液相变的临界判据，当 �4 ≥ 0.6 时判定
为晶态有序相（在相图中以黑色方块标记），低于该阈值则归为无序流态相（以白
色方块标记）。实验针对 1、2、3、5、9 层等不同深度的体系，通过俯拍视频的
高速时序分析，精确提取了顶层颗粒在各条件下的稳态 �4 数值及对应的瞬时驱
动角加速度 �。在这一相空间中，相界曲线的斜率直观反映了体系克服重力压制、
形成晶态阵列的响应灵敏度：相图边界曲线的斜率越小，意味着体系在增加层高时
维持有序结晶所需的临界驱动窗口越宽，系统越容易自发涌现出宏观有序结构。
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以此为定量分析准则，对比未施加垂直激振的基准相图（图 47右）与施加特
定频率垂直振动的相图（图 47左）可以清楚看到：图 47 左图中相变边界线的斜率
明显小于图 47 右图中的对应斜率。这一显著的形态陡峭化趋势表明，垂直振动的
耦合输入有效削弱了层间堆叠阻力，对受限颗粒体系的自发有序化进程起到了显著
的正向促进作用。

不仅如此，由于不同的 � 向振动频率，都可以直接决定了层间接触正应力的
动态松弛周期，垂直频率 �� 本身便构成了一个独立调控系统全局动力学相边界
的全新控制自由度。实验数据清晰地揭示了激振频率与相图临界边界之间存在着
明确的动态映射关系——通过对垂直激振频率的主动调制，我们能够可控地实现相
变边界在相空间中的平移与重构。

图 47: 实验中各转动 30次后，系统加入振动后角加速度与骰子层数是否为有序状态的二维相图
（左，下界）以及系统未加入振动时角加速度与骰子层数是否为有序状态的二维相图（右，上界），

发现加入振动会加快系统从无序变有序的速度
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图 48: 根据理论拟合，各转动 30次后，系统加入振动后角加速度与骰子层数是否为有序状态的二
维相图（左，下界）以及系统未加入振动时角加速度与骰子层数是否为有序状态的二维相图（右，

上界），发现加入振动会加快系统从无序变有序的速度，与实验现象相符

5.4 本章小结

在本章中，我们在水平旋转剪切的基础上引入了 � 向垂直微振动，系统证实
了“剪切旋转 + 垂向激振”的双自由度耦合驱动确实能显著加速受限颗粒系统的
自组织有序化演化；同时，实验与理论均表明，垂向振动频率可作为主动调控体系
动力学相变阈值的全新物理参量。在实验表征方面，受限于测试周期与海量时序图
像的处理开销，我们未能对更多梯度频率与振幅参数（4.3 节）展开大范围的细粒
度平行实验。因此，针对更宽频带、更多振幅维度的精细化控制变量实验与全参数
相图扫描，将作为我们后续研究推进的关键方向。
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6 拓展实验与讨论

6.1 不同尺寸大小的骰子实验

在完成现有实验的基础上，我们尝试设想：若体系中存在着不止一种尺寸大小
的颗粒，在对此混合体系施加了旋转或振动后，是否同样可以产生有序化趋势，甚
至达到按粒径大小分层的效果？受此驱动，我们又购买了 200颗更大的红色骰子与
100颗粒径更小的骰子，于是，我们获得了从大到小三种粒径的骰子。起初，我们
将 200个大骰子与中等粒径的白色骰子混合，观察到了整体的有序化趋势，却并没
有发现预想中的较为明显的分层效果。

于是，我们尝试使用 100个粒径更小的白色骰子与 200个大骰子混合以验证旋
转对于不同粒径粒子的分离及有序化作用：我们发现在达到一定程度上的有序化之
上，已经可以初步完成不同粒径骰子的纵向模糊分离。如图 49.1转动前顶部照
片），图 49.2（转动后顶部照片）所示对比，顶部白色骰子的数量，在转动之后出
现明显的减少，形成了一定程度上的分层。

但如果从每一层的角度来看，大小骰子之间并没有一个很清晰的界限。故在实
际上我们距离实现较高纯度的分离仍有一定距离，有待进一步调控自由度的开发；

图 49.1 图 49.2

图 49: 选取红色骰子(d=1.70cm)和白色骰子(d=1.26cm)，均匀打乱后施加转动及振动，通过顶层
及分层计数，发现存在分层趋势。
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6.2 不同形状的容器实验

同时，在整个研究的最后，我们跳出圆形容器的限制，尝试不同形状的容器：
我们向正方形容器中分别放入了 2种不同尺寸的骰子，实验显示在截面为正方形的
容器中，骰子体系同样可以很好的从无序到有序，但是由于边界条件的约束，其形
成的分布与圆筒状容器存在着差异，大致与正方形容器内壁呈相似关系的正方形。

图 50：在正方形容器中，放入物种不同尺寸的骰子，均出现有序化趋势，且形成的分布大致与正
方形内壁相似，与圆筒中形成的分布存在差异
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7 结论与总结
本论文围绕圆柱形容器中立方体骰子在交替剪切驱动下的自组织结晶行为，完

成了从实验搭建、理论建模到拓展创新的闭环研究。

实验方面，我们采用数百颗规格一致的标准骰子，参照文献方案自行搭建了剪
切装置。一个关键的实验难点在于：高密度堆积下颗粒严重粘连，加上阴影遮挡和
桶壁反光，常规阈值分割方法基本失效。我们引入了视觉大模型 SAM 3，配合几
何形态清洗算法，搭建了一套自动化特征提取流程，实现了每颗骰子位置、角度以
及四重取向序参量 �4的高精度提取，定量复现了文献报道的结晶动力学和相图，
解决了传统图像处理方法在密集颗粒体系中的适用性问题。

理论方面，此前的工作多停留在定性观察层面，我们尝试往前推了一步——将
剪切扰动等效为非平衡态下的“有效温度”，建立了考虑几何互锁和摩擦效应的过
阻尼朗之万动力学方程，定量刻画了弱驱动下体系卡滞于亚稳态、适度驱动下跃迁
至有序晶态的转变机制。

该模型还给出了一个反直觉的预测：驱动并非越强越好。我们随之将转盘角加
速度的测试范围大幅拓宽，实验上确实观测到了文献中尚未报道的新现象——当驱
动参数Γ超过某一上限后，骰子剧烈翻滚飞溅，有序阵列迅速解体，体系重新回
到各向同性流态。基于此，我们首次绘制了包含“过驱动诱导重入无序”特征的完
整动态相图。此外，通过在骰子堆中引入异形橡皮和塑料片作为局部几何缺陷，我
们从微观尺度直接观察到应力集中与错位如何逐步诱导体系失稳，从颗粒层面揭示
了有序结构的脆弱性。

拓展方面，我们在水平剪切的基础上引入垂直方向振动，构建了“水平剪切
+ 垂向振动”双自由度调控模式。实验结果显示，高频微振动能有效松弛颗粒间
的正应力和卡壳状态，使结晶速度提升约一个数量级，同时振动频率本身可作为主
动调控相变边界的新参数。

总结来说，这项工作将宏观颗粒实验、视觉智能表征与非线性动力学建模相结
合，为非平衡软物质体系的自组织与失稳机制研究提供了一个较为完整的实验范式
和理论框架。
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致谢

行文至此，落笔为终。本以为是一场遥不可及的旅程，但回顾这一年的时间，
堆积如山的瞬间早已填充了这一段非比寻常的科研经历。

作为三个科研小白，彼时的我们，对于物理科研的了解几乎是一片空白——有
的只是对未知问题最朴素的好奇，以及想要探寻答案的冲动。一年的时间里，我们
从最初的无从下手，到学会查阅文献，设计实验，再到处理数据、编程写作。回头
看，我们没有一下变得很厉害，记忆却很丰富：是深夜的线上会议，是搓动玻璃筒
酸胀的手臂，是爆炸的内存，掉线的网络，和散落一地的、成百上千的、五颜六色
的骰子。

科研过程中，朱瑞霖主要负责实验部分。陆欣妍负责处理实验数据、绘制实验
图像。高渃一则负责理论模型的建构和理论图像的绘制。在上百次的转动实验中，
我们做了多次各种不同条件下的对比试验，有震台、无震台、单层、双层、五层、
九层、五种不同的速度……在客厅地板上，用晾衣架和各学科的书本搭出了摄影平
台录制视频追踪骰子的运动，再后期提取出需要的数据。但实验过程中，我们回想
自己的生活经验，在用极大的力摇晃容器时，容器内的物体将变得很混乱，因此愈
究愈深，引发了我们对正文中两个创新点的思考。在提取数据后，我们有大量的图
像需要绘制，因为图像识别、编程画图的过程十分繁琐，我们经常熬到深夜，精调
配色与参数。同时，理论模型的推导在进行，有些冗长的物理公式开始时宛若天书，
但在熊波老师的解答后便也能推进。最后论文的撰写是一场集中的头脑风暴，我们
分别负责自己的章节，但也拉满团队协作，并隔空请教熊老师。从第一版不知所云
的“图片集”，经过一次次的调试、修改，这篇论文终于有了今天让我们充满成就
感的模样。

这段旅程中，我们学习了，也成长了。尽管路上荆棘重重，但研究最终产出了
果实，我们要感谢这个团队的坚持，也要感谢一路陪伴我们的人们。

首先，我们要感谢浙江大学的熊波老师，给予我们专业的指导和无条件的支持。
很多时候，我们带着一个不成熟的想法来，老师却愿意认真听完，再和我们一起思
考它是否可行、应该怎样继续。在科研的过程中，熊波老师以严谨的学术思维给我
们提供帮助和建议，我们学会了如何编程画图、架构论文，收获颇丰。感谢老师，
让我们第一次近距离接触物理科研，有了自己的 “0到 1”。

我们还要感谢南京外国语学校的老师们，谢谢你们平日的谆谆教导细心解答，正是
在南外的理科学习中，我们产生对物理现象的好奇和对探索未知的热情。

感谢我们的父母，家人。在我们思路涣散时，在实验中骰子过于倔强时，在我们筋
疲力竭的时候，是一桌热腾腾的饭菜给我们注入能量，给予我们重新启动震台，开
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始计时的动力。谢谢你们支持我们研究物理，陪我们在网购平台购买各种实验器材，
提供舒适且 24小时开放的“居家实验室”。

感谢我们身边的同学朋友，虽然可能不了解我们的研究，但仍然愿意一起头脑
风暴，相互鼓励，让陌生的科研旅程有了温度。

最后，我们还要感谢这个团队，感谢近一年前那个对骰子和物理充满好奇、却
什么都不懂的自己。谢谢我们没有因为“不懂”而停下，没有因为一次次失败的实
验而放弃，也没有因为过程中的枯燥与挫折否定最初的那份热爱。从第一次接触，
到今天能够站在这里回望，我们或许仍然是科研道路上的初学者，但我们已经学会
了如何面对未知，如何接受失败，也学会了在没有答案的时候，继续寻找答案。
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附录
附录 A: 实验记录与部分图片输入
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附录 B: 数据清理统计图，异常值评估统计图
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附录 C: 各参数动态演化曲线绘图代码（e.g.<q4>
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附录 D: 部分拓展理论

1 过驱动诱导的重入无序

经典颗粒剪切理论通常认为，增大驱动强度能够帮助颗粒克服几何卡阻，从
而促进体系由无序态向有序态演化。然而，我们通过在实验中拓展驱动强度范围发
现，体系的响应并非随驱动强度单调增强。随着驱动加速度 a 增大，体系依次经
历 Disorder→ Order→ Disorder，即存在一个有限的最佳驱动窗口；当驱动强度超
过一定阈值后，体系反而从高有序态重新进入无序态。我们将这一现象称为过驱动
诱导的重入无序。

研究不同层数骰子的几组实验表明，高驱动下的无序化并非体系整体同步发
生，而是首先由局域缺陷态产生，随后在空间上扩展、累积，最终破坏宏观尺度上
的取向有序。与此同时，我们发现无序 → 有序与有序 → 无序具有显著不同的动
力学时间尺度。因此，我们分别从稳态响应、局域缺陷激发以及动力学能垒三个层
次建立理论模型，定量解释重入无序及其动力学非对称性。

1.1 相图上界：非单调响应与重入无序

实验测得的实验全局序参量 S4
global 随驱动加速度 a 呈现明显的非单调响应。

体系存在两个特征驱动强度 �1 与 �2，从而形成三个动力学区域：

欠驱动区（� < �1）： 驱动不足以有效克服颗粒间摩擦、几何卡阻以及局域
笼效应，体系长期停留在亚稳的无序态。此时颗粒重排几近冻结，能够参与长程有
序化的有效重排事件极少。

有序化窗口（�1 ≤ � ≤ �2）: 剪切提供适度的机械涨落，使颗粒能够跨越局
域重排能垒，同时局域缺陷的产生仍受到抑制。因此有序化过程占据优势，局域有
序区域不断形成并扩展。

过驱动区（� > �2） :随着驱动进一步增强，局域剪切应力超过稳定有序结构
所能承受的极限。缺陷激发率快速增加，局域取向偏离稳定四重轴向，导致宏观序
参量下降。

因此，驱动强度并非简单地“越大越好”，而是在克服阻力与缺陷破坏之间
存在竞争。当驱动较小时重排受阻；当驱动超过临界窗口后缺陷主导，从而产生重
入无序。
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1.2. 微观机制：逐层实验体现了局域缺陷激发

定义局域缺陷态密度为 nd，将其产生视为机械剪切诱导的激活过程。相邻颗粒层

的相对位移产生局域剪切应力 τshear = τshear(a)。当局域应力接近结构屈服尺度

τy 时，颗粒发生倾斜或滑移的概率显著增加。缺陷激发率为：

Γdefect(�) = Γ0exp −
Δ��(�)
��

其中驱动相关的局域缺陷激活能垒可表述为：

Δ��(�) = Δ��,0 −�shear(�)

这里 �shear(�) 表示机械剪切做功。随着 � 增大，�shear(�) 升高，导致

Δ��(�) 降低，缺陷激发率非线性增强，最终引发结构失稳。

1.3 Wshear(a) 的显式函数形式与非单调性的必要条件

为使上述定性论证可以定量检验，需为 Wshear(a) 给出显式形式。考虑到局域
剪切应力 �shear(�) 随驱动加速度增大并在接近结构屈服尺度 �� 时使颗粒重排概

率显著增强，一个物理上合理且解析简单的选择是使剪切做功随 � 超线性增长、
并在趋近某一饱和驱动 �∗ 附近迅速增强：

�shear(�) =�0
�
�∗

�

,  � > 1

其中 �0 设定能量尺度，� > 1 的超线性指数反映剪切应力对滑移概率的非
线性放大效应（例如源于接触数或屈服判据的非线性依赖）。

结合第三章 3 中给出的稳态解 �4
∗(�) = 1 + (��/�0)exp(�(�))

−1
，其中

�(�) ≡
Δ�ord −Δ��,0 +�shear(�)

��
,

�4
∗(�) 呈现“先升后降”的钟形曲线，其充分必要条件是 �(�) 先减小后增

大，即 �(�) 存在唯一极小值点。将 �shear(�) =�0(�/�∗)� 代入并对 a 求导：

�′(�) =
(� − 1)�0(�/�∗)� − Δ�ord −Δ��,0

��2

可见，当 � > 1 时，�′(�) 的分子随 � 单调递增，必然存在唯一的 � = �2
使 �′(�2) = 0，且 � < �2 时 �′(�) < 0（� 递减，�4

∗ 递增），� > �2 时
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�′(�) > 0（� 递增，�4
∗ 递减）——这正是过驱动区重入无序的解析来源。相反，

若 � ≤ 1（�shear(�) 至多线性增长），则 �′(�) 的分子恒为正或恒不改变符号，

�(�) 不再具有内部极小值，�4
∗(�) 将单调变化而不会重入无序。

因此，�shear(�) 必须超线性增长（� > 1）是体系呈现非单调重入无序响应
的必要条件，该条件此前在正文中只以文字方式论证，现已被显式导出并可与实

验测得的 �1,�2 数值一并用于拟合确定 � 与 �0。

1.4 理论模型：结晶与缺陷竞争下的稳态响应解析

上一章建立的 Fokker-Planck 模型通过有效温度 �eff = �� 描述驱动涨落促
进颗粒取向重排的过程，但其形式无法解释“先有序、后无序”的非单调相图。因
此，本章将体系看作两个竞争过程：一方面驱动帮助克服局域重排能垒（促进有
序）；另一方面过强驱动激发局域缺陷（破坏有序）。

设无序 → 有序的有效速率为 �ord(�)，缺陷激发速率为 �def(�)：

�ord(�) = �0exp −
Δ�ord

��

�def(�) = ��exp −
Δ��,0 −�shear(�)

��

其中 Δ�ord 为有效有序化能垒，Δ��,0 为无外部剪切做功时的局域缺陷激
活能垒。

1.5 Logistic 局域序演化方程

局域序演化方程 ��4/�� = ��4(1−�4) 之所以能够复现实验观测到的
“诱导期 → 爆发增长 → 饱和”三段式 Sigmoid 曲线，关键在于其自催化
（�4(1−�4)）的非线性结构；而如果直接采用线性两态弛豫 ��4/�� =
�ord(1−�4)− �def�4，则该方程在任意初值下都只能给出单指数弛豫解，不存在
拐点与诱导期，与第二章的结果相矛盾。为使两章的动力学描述相互自洽，这里将
有序化通道也写成自催化形式——即已经存在的有序区域对相邻颗粒的重排起模板
作用（对应 PRL 原文中"介观对齐簇不断生长、旋转合并、跨越系统尺度渗流"的

图像），从而将局域有序度 �4 的演化统一为：

��4

��
= �ord(�) �4(1−�4)− �def(�) �4
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这一方程在保留 �4 = 0 附近生长速率正比于既有 �4（自催化、S 型增长）
的同时，也保留了缺陷激发对有序度的线性侵蚀作用。

1.6 稳态解

令 ��4/�� = 0，方程给出 �4 = 0（平凡解）与非平凡稳态：

�4
∗(�) = 1−

�def(�)
�ord(�)

,  当�ord(�) > �def(�)

当 �ord(�) ≤ �def(�) 时，非平凡稳态不存在（或为负，物理上舍去），体系

收敛到 �4
∗ = 0。代入 �ord,�def 的显式表达式：

�4
∗(�) = 1−

��
�0

exp
Δ�ord −Δ��,0 +�shear(�)

��
+

其中 [ ⋅ ]+ 表示取正部（负值时置零）。该表达式与此前线性两态模型给出的

�4
∗ = �ord/(�ord + �def) 在定性趋势（钟形响应、非单调性由 �(�) = [Δ�ord −

Δ��,0 +�shear(�)]/�� 的符号变化决定）上一致，但现在与第二章的 Logistic 动
力学方程共享同一个自催化结构，二者不再是相互矛盾的两套模型，而是同一非线
性方程在不同侧重点（瞬态演化 vs. 长时间稳态）下的两种读法。

1.7 诱导期 Nc 的解析估计

在自催化方程 ��4/�� = �ord�4(1−�4)− �def�4 = �4 �ord(1−�4)−
�def 中，当初值 �4,0 ≪ 1 时，右端在 �4 → 0 附近近似为线性增长项 (�ord −
�def)�4，因此初期 �4(�) ≈ �4,0exp[(�ord − �def)�] 增长缓慢（只要 �ord − �def
不太大），直到 �4 增长到与 1 同量级时非线性项才开始主导、体系迅速攀升至

�4
∗。据此可定义诱导期

�� ∼
1

�ord(�)− �def(�)
ln

1
�4,0

这与第二章 4 中由纯 Logistic 方程得到的半饱和驱动次数 �0 = �−1ln[(1−
�4,0)/�4,0] 在 �4,0 ≪ 1 极限下形式一致（此时 � ↔ �ord − �def），从而将实验

中 �� 随驱动强度 � 缩短的现象，与两个竞争速率之差 �ord(�)− �def(�) 随 �
的增大直接关联起来。
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该解析解清晰地揭示了非单调相图的物理来源：

 低驱动区（冻结无序）： 当 � → 0+ 时，�ord → 0,�def → 0。若本征有序

化能垒满足 Δ�ord > Δ��,0，则低驱动下 �ord ≪ �def，导致 �4
∗ → 0。此

时体系的无序并非源于缺陷活跃，而是由于重排被严重冻结，长期停留在亚
稳态。

 中等驱动区（有序化占优）： 驱动使颗粒跨越重排能垒，使 �ord(�) 快速

增加。在特定窗口内 �ord ≫ �def，使得 �4
∗ → 1。

 过驱动区（缺陷主导）： 剪切做功 �shear(�) 显著压低缺陷能垒，使

�def(�)≫ �ord(�)，从而 �4
∗ → 0。如第三章 2 所证明，这一过驱动区间

的存在要求 �shear(�) 随 � 超线性增长（指数 � > 1）。

这一竞争机制自然复现了实验中观测到的 0→ 1→ 0 钟形响应。

1.8 动力学不对称性：空间协同性与能垒差异

实验观测到另一显著特征为：无序 → 有序的结晶速率远小于有序 → 无序的
熔化速率，即 �ord ≪ �melt。这表明两者的微观路径与空间协同性存在本质不同。

1.无序 → 有序（协同重排）： 建立长程有序需要周围大量颗粒协同

调整取向并使局域有序区不断扩展，涉及较高的协同激活能垒 Δ�cryst：

�ord ∼ �0exp −
Δ�cryst

��

2. 有序 → 无序（局域失稳）： 有序结构的破坏无需全场协同。过驱
动下少量局域颗粒的失稳即可触发连锁反应。机械剪切做功直接降低了有效
熔化能垒：

Δ�melt(�) = Δ�0 −�shear(�)

当 � > �2 时 Δ�melt → 0，导致熔化速率剧增。

对比两种过程的速率关系：

vmelt
vord

∼
v0
′

v0
exp

ΔEcryst −ΔEmelt(a)
χa

≫ 1
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由于 ΔEcryst > ΔEmelt(a) 且过驱动下熔化能垒进一步趋近于零，体系展现出
强烈的动力学不对称性：建立秩序需要漫长的多体协同，而破坏秩序仅需局域失稳
的瞬时触发。

图 24: 从微观角度分析的骰子在周围环境下从无序抵达有序 （左）和从有序变为无序状态（右）
的速率差异

2 垂直振动调控深层颗粒相界与动力学通道

前一章表明，旋转驱动 � 会同时激活局域有序重排与缺陷激发。但在深层系
统中，重力带来的强卡阻限制了这一过程。本章引入独立控制的垂直（z 向）微小
振动。实验发现，纯垂直振动不能独立驱动结晶；它通过改变深层颗粒的接触约束，
调制旋转驱动下的动力学过程，并进一步重构有序化窗口。

2.1 实验观察：协同作用与非独立性

无量纲垂直振动强度定义为：

Γ� =
���2

�

其中 �� 为振幅，� 为角频率。实验中控制震台频率处于合理范围，并通过

改变振幅调节 Γ�。系统的有序程度分别采用顶面局域序参量 �4 与侧面全局序

参量 �4
global 进行定量表征。
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实验观察到：

1. 非独立性： 在无旋转驱动（� → 0）时，单独增加 Γ� 不能使单层、双层
及多层系统快速从无序态进入有序态。

2. 协同加速： 当旋转驱动与垂直振动同时存在时，有序化建立速度提高，即：

�4(�;�,Γ�,�) > �4(�;�, 0,�)

在浅层系统中，该差异相对较小；随着系统深度增加，垂直振动的调制作用逐渐增
强。

因此，垂直振动并不是一个独立的结晶驱动，而更可能通过改变颗粒间接触状
态来调节旋转剪切所诱导的重排过程。

2.2 双通道竞争调控模型

垂直振动同时作用于有序化与缺陷激发两个动力学通道。基于前一章的双通
道模型，将两种速率推广为：

�ord(�,Γ�,�) = �0exp −
Δ�ord(�)

�� ⋅ �ord(Γ�,�)

�def(�,Γ�,�) = ��exp −
Δ��,0(�)−�shear(�)−��(Γ�,�)

��

其中，�ord(Γ�,�) 表示垂直振动对旋转诱导重排效率的增强作用，而

��(Γ�,�) 表示垂直振动通过改变层间接触约束对缺陷激发能垒产生的削弱作用。

垂直振动产生周期性的法向加速度 ��(�) = ���2cos(��)，使颗粒层间的瞬
时法向载荷发生周期性变化。在部分脱阻阶段，层间接触约束和摩擦阻碍减弱，从
而使旋转剪切更容易诱导颗粒发生相对重排。

该模型保持了旋转驱动在有序化过程中的必要性。由于 �ord 的有效驱动仍由
�� 控制，当 � → 0 时：

�ord → 0

因此即使存在较强的垂直振动，也不会产生快速的独立结晶。这表明，在本模
型中，垂直振动主要通过调节旋转驱动下的重排效率发挥作用，而不能取代旋转驱
动本身。

为使 �ord(Γ�,�) 与 ��(Γ�,�) 的调制方向可被显式检验，取与第三章 2

中 �shear(�) 类似的、随 Γ� 单调增长的简单形式：
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�ord(Γ�,�) = 1 +�ord(�) Γ�,  ��(Γ�,�) = ��(�) Γ�,

其中 �ord(�),��(�) > 0 且随深度 � 增大而增大，对应第四章 3 中"深度

累积效应"——层间接触约束越强（� 越大），垂直振动对约束的周期性调制作用
越显著。第四章 4 将利用这一显式形式对相界移动方向作出可验证的解析推导。

2.3 深度累积效应

对于深层颗粒系统，底部颗粒承受更大的上覆载荷，因此层间接触约束和卡阻
效应更加显著。垂直振动对这一约束状态的调制也因此表现出明显的深度依赖。

实验直接观测到：

� ↑ ⇒ 
∂�4

∂Γ�
↑

这表明：随着颗粒层数增加，垂直振动对系统动力学的调制作用增强。浅层系
统本身受到的重力卡阻较弱，故旋转驱动已经能够完成较充分的颗粒重排；而在深
层系统中，垂直振动对接触约束的周期性调制能够更明显地释放旋转剪切受到限制。

图 40: 垂直振动对系统动力学的调制作用示意图

2.4 相界重构与实验验证

在前一章中，有序区域由下边界 �1 与上边界 �2 界定。引入垂直振动后，
两条相界均成为 Γ� 与 � 的函数：

�1 = �1(Γ�,�),  �2 = �2(Γ�,�)
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在双通道模型中，两条相界均可理解为有序化速率与缺陷激发速率之间的竞争
结果，其特征条件写为：

�(��,Γ�,�) ≡ ln�ord(��,Γ�,�)− ln�def(��,Γ�,�) = 0,  � = 1,2

2.5 隐函数定理给出的相界移动方向

式 �(��,Γ�,�) = 0 隐式定义了 �� 关于 Γ�（在固定 � 下）的函数关系。
由隐函数定理：

∂��
∂Γ�

=−
∂�/∂Γ�
∂�/∂�

|�=��

利用第四章 2 给出的显式形式 �ord = 1 +�ordΓ�、�� = ��Γ�，可得

∂�
∂Γ�

=
Δ�ord(�) �ord(�)
�� �ord(Γ�,�)2

+
��(�)
��

> 0

（两项均为正：第一项来自 �ord 增大降低有序化能垒，第二项来自 �� 增

大降低缺陷激活能垒对 � 的贡献符号相同，因为 ln�def 中 −�� 使 Δ��,0 −
�shear −�� 减小、ln�def 增大，故 −ln�def 对 Γ� 的偏导为正）。

而 ∂�/∂� 在 � = �1（下边界，� 由负转正）处为正，在 � = �2（上边界，

� 由正转负）处为负——这是两条相界定义本身所要求的符号（� 在有序化窗口

内为正，两侧为负，故经过 �1 时 � 递增穿越零点，经过 �2 时 � 递减穿越零
点）。代入隐函数定理表达式，得到：

∂�1
∂Γ�

=−
( + )
( + ) < 0,  

∂�2
∂Γ�

=−
( + )
(− ) > 0

即模型解析预测：垂直振动增强会使下边界 �1 降低（与实验一致，Γ� ↑⟹
�1 ↓，对应更弱的旋转驱动即可克服深层卡阻），但会使上边界 �2 升高而非降

低——因为垂直振动虽然通过 �� 削弱了缺陷激活能垒，但也通过 �ord 同时增

强了有序化速率，在 �2 附近（此处 ∂�/∂� < 0）这两个效应共同作用的净方向

由隐函数定理的分母符号翻转决定，与 �1 处相反。

这一结果与原文中"∂�2/∂Γ� < 0"的论断不一致，说明原文仅凭"垂直振动削弱
层间约束使高驱动下缺陷更易产生"的单一文字论证不足以确定 a2 的移动方向，
必须同时考虑 ηord(Γz,H) 对有序化通道的增强效应。若实验确实观测到 �2 随
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Γ� 减小，则意味着 ��(Γ�,�) 对缺陷通道的削弱作用必须强于 �ord(Γ�,�) 对
有序化通道的增强作用在 � = �2 附近的净效应，即需要修正为非对称的函数形式
（例如令 �ord(�) 远小于 ��(�)，或让 �ord(Γ�,�) 在高 � 区间趋于饱和而

��(Γ�,�) 不饱和）。这一点需要结合实验测得的 �2(Γ�) 数据来定量约束

�ord(�) 与 ��(�) 的相对大小，而不能仅凭定性论证得出。

由此，垂直振动改变的不只是达到结晶所需的临界驱动，而是重构了整个有限
有序窗口：

�1(Γ�,�) < � < �2(Γ�,�)
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附录 E: 理论图绘制部分代码
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