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I

磁性牛顿摆的动力学

模态选择与能量传递

高钰棠 江云琪 王井然

摘要

磁性牛顿摆通过磁体间的相互作用传递运动，呈现拍振、能量往返传递和部分摆短

时运动减弱等现象。为解释这些现象，我们搭建了可调节的磁摆链装置，通过视频追踪

提取摆角，并建立包含有限尺寸磁体相互作用、摆体转动惯量和耗散的动力学模型，结

合数值求解与简正模态分析进行研究。

模型较好地再现了实验中的主要振动特征。改变释放位置会改变各模态的初始能

量分配，而不同模态的叠加可以解释部分摆的短时运动减弱。在总距离和初始能量相

同的模型对照中，保留中间摆明显增强了末端响应，说明中间摆能够通过改变系统的耦

合与模态组成促进传能。进一步分析得到末端动能的理论上界，并表明实际峰值还取决

于各模态在有限时间内的叠加及耗散。研究将磁摆链的运动现象与模态结构联系起来，

为理解有限耦合系统中的能量分配和传递提供了依据。

关键词：磁性牛顿摆；简正模态；能量传递；耦合振动；耗散

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



目录 II

目录

摘要 I

1 引言 1
1.1 从磁性牛顿摆提出的问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 相关研究与本文切入点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 研究内容与结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 实验装置与观测方法 2
2.1 装置结构与可调参数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 初始构型与释放过程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.3 视频记录与观测量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.4 从标记角点获得摆角 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.5 几何条件与时间轴 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 基础动力学模型与数值求解 6
3.1 装置和坐标 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3.2 刚体复摆的机械能 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
3.3 磁相互作用模型的选择 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.4 地球磁场 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.5 拉格朗日方程与耗散 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.6 数值实现 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4 简正模态与释放位置选择 13
4.1 平衡点附近的模态展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
4.2 双摆的模态叠加与拍振 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.3 从初态投影到模态能量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.4 三至五摆完整振型图谱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
4.5 不同释放位置的模态组成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.6 从角度信号中提取模态频率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.7 黏性阻尼下的模态演化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.8 线性近似的适用范围 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5 能量传递与有限时间谱聚焦 24
5.1 总能量与末端响应的统一定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



目录 III

5.2 线性模型的局域能量与收支 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
5.3 二至五摆局域二次能量图谱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
5.4 自由与移除中间摆的公平对照 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
5.5 相同初始能量下的端点响应 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
5.6 完整轨迹的模态分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.7 固定总长的间距扫描 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5.8 末端动能聚焦的静态上界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
5.9 固定总长下的预先谱预测检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
5.10 非线性恢复力与干摩擦的交叉对照 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6 实验结果与理论对照 36
6.1 完整模型与实验轨迹 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
6.2 实验数据与计算流程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
6.3 实测动能分布与波动指标 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.4 末端响应与空间展宽 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.5 实测频谱与固定模态诊断 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
6.6 偶数与奇数代表工况 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
6.7 三摆中间摆的短时运动减弱 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7 结论与展望 53

参考文献 54

致谢 55

附录 56

A 单摆阻尼参数标定 56
A.1 模型与拟合方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
A.2 耗散形式比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
A.3 参考参数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

B 测角方法对照与固定参数基线 58

C 谱聚焦的补充检验与敏感性 61
C.1 二至五摆的有限时间聚焦 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



目录 IV

C.2 模态权重与回顾检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
C.3 完整时间窗的成对能流 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
C.4 惯量和摩擦扰动下的比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
C.5 参数与数学边界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

D 摆杆参数计算与数值检查 66
D.1 摆杆的三点取轴、转动惯量与重力力矩 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
D.2 主要符号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
D.3 各类结果的参数边界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
D.4 主要数值检查 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

E 核心代码摘录 70
E.1 磁势能查表与角度梯度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
E.2 质量归一模态与静态聚焦上界 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
E.3 比例黏性响应与窗口峰值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



1 引言 1

1 引言

1.1 从磁性牛顿摆提出的问题

在普通牛顿摆中，碰撞把一端的运动传向另一端。换成相互排斥、始终不接触的磁

体后，末端同样会动起来，但过程复杂了许多：能量会回流，各摆会发生拍振，中间摆

有时还会短暂地慢下来。本研究由 2026 年 IYPT 第 15 题“磁性牛顿摆”引出 [1]。比
赛结束后，这些现象仍让我们好奇。为什么改变释放位置就会看到不同的运动？中间摆

究竟帮助了传递，还是分走了能量？要回答这些问题，不能只比较两端的最大摆角。

计算的第一个难点是磁力。摆动时，磁体之间的距离和朝向都在变；距离较近时，

磁体本身的尺寸也不能忽略。远场点偶极子可以作参照，正式计算则需保留圆柱几何。

均匀圆柱磁体的磁场可用等效电流描述 [2]。本文采用等价的端面磁荷积分求势能，再
对摆角求导，得到所有磁体对的力矩。

另一个问题是怎样理解算出的复杂轨迹。稳定平衡附近的运动可以分解为简正模

态，每个模态都有固定的振幅比例 [3]。但一个模态并不对应一个摆：同一个摆会同时
受到多个模态的影响。因而，振型中的节点、摆暂时慢下来和局域能量较低，虽然看起

来相似，却需要分别判断。

1.2 相关研究与本文切入点

已有质量弹簧链研究表明，通过调节参数和频谱，可以实现近乎无色散甚至完美的

脉冲传递 [4, 5]。这给了我们一个思路：末端响应可能与模态权重及相位配合有关。不
过，我们的装置只有二至五个摆，磁耦合不限于相邻两摆，而且存在摩擦，不能直接套

用理想弹簧链的结论。这里从实际磁体几何求有限维刚度矩阵，再看给定释放方式下，

末端在观察时间内能获得多少动能。

实验采用 ArUco 标记识别摆体并提取角点 [6]；满足共面条件时，可以用单应变换
处理透视影响 [7]。这些都是已有方法。我们需要解决的是怎样把视频中的角度与模型
里的摆角对应起来，并分清误差来自测量、初态还是计算。为此，轨迹拟合之外还要检

查模态频率和能量收支。

1.3 研究内容与结构

全文围绕三个问题展开：有限磁体与复摆模型能否描述主要轨迹；释放位置怎样改

变模态组成；中间摆怎样影响末端响应，以及能否在积分完整运动方程之前给出预测。

第2节介绍装置和测角方法，第3节建立动力学模型。随后，第4节从双摆拍振讲起，
讨论多摆振型和释放位置；第5节转向局域能量、中间摆对照和谱预测。第6节将这些分
析与实测轨迹比较，最后讨论尚未解决的问题。标定、补充检验、参数计算及核心代码

放在附录，便于查阅和复算。

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



2 实验装置与观测方法 2

2 实验装置与观测方法

为研究有限磁摆链的耦合运动、振幅分配与能量传递，我们搭建了可改变摆杆长

度、磁体规格和摆间距的实验装置。实验通过牵线保持初始构型、剪线释放并录像，利

用刚性固定在摆体上的 ArUco 标记识别各摆和提取转角。单摆自由衰减用于耗散标定，
多摆录像用于运动观察与理论对照。

2.1 装置结构与可调参数

装置由 ABS 塑料框架、PLA 摆杆及角码、塑料管、陶瓷轴承和钕铁硼磁体组成，
见图2.1。框架长 1.00m、宽 0.25m、高 0.18m。摆杆采用 PLA 材料 3D 打印，提供 95、

105、115、125 和 135mm 五种名义长度；角码用于调整磁摆间距。摆杆的悬挂点采用
塑料管与陶瓷轴承组合，以实现转动支承。

支架和转轴构件尽量选用非磁性材料，避免它们明显改变磁体间的作用。陶瓷轴承

能减小支承摩擦，却不能让摩擦消失。残余耗散通过独立的单摆自由衰减实验估计，方

法见附录A。

ABS 材质
塑料框架

PLA 材质塑
料角码（用于

改变磁摆间距

ArUco 贴纸（用于
精确追踪运动状态）

塑料摆杆若干

陶瓷轴承（减

少机械阻尼）

钕磁铁

图 2.1: 磁摆实验装置及组成。框架和可调角码构成支承，摆杆通过陶瓷轴承转动，磁体固定于摆
体，ArUco 标记用于识别与追踪。测角条件与耗散标定分别见正文。

装置使用 N30、N52 两种牌号、不同直径和厚度的钕铁硼磁体。计算前还要量清几
种容易混淆的长度。摆杆总长、支点到磁心的距离、支点到总质心的距离并不相同。转

动惯量 Ip 则要计入第 p 个摆的摆杆、磁体和安装构件，不能只按杆端质点估算。单摆

标定所用的 I 和重力力矩系数 Kg 列于附录A，拟合耗散参数时将它们固定。
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2 实验装置与观测方法 3

表 2.1: 实验装置的材料与配置范围。摆杆长度为构件名义长度。

构件 材料或规格

支承框架 ABS 塑料；长 1.00m，宽 0.25m，高 0.18m

摆杆 PLA 材料 3D 打印；名义长度 95、105、115、125、135 mm

间距调节构件 PLA 角码

转动支承 塑料管与陶瓷轴承

磁体 N30、N52 牌号钕铁硼磁体；使用不同厚度、直径的规格

视觉标记 固定于摆体的 ArUco 编码贴纸

2.2 初始构型与释放过程

在框架上安装所需数量的磁摆后，记录磁体规格、体积和数量，并固定录像机位。

按图2.2所示，用棉绳牵引末端磁摆并固定于框架，待摆链达到静止状态后剪断牵线释
放。录像连续记录释放及其后的衰减运动，直至摆链停止可见摆动。

（a）录像机位与装置
（b）牵线保持初始构型与剪线释放

图 2.2: 实验拍摄与释放方式。摄像设备固定在装置前方；棉绳牵引末端磁摆并固定于框架，待静止
后剪线释放。

牵住端摆时，磁力也会拉偏其余摆，因此释放前并不是“只有一个摆偏转，其余都

竖直”。我们在参考帧中分别确定各摆初角。

2.3 视频记录与观测量

ArUco 贴纸用于在同一画面中保持各摆身份，并通过标记角点的转动得到摆角 [6]。
图2.3展示五摆录像的追踪界面。每段录像分别记录摆的空间顺序与标记 ID 的对应关
系；标记编号不等同于摆在链中的序号，图中的五摆编号也不直接用于双摆数据。
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2 实验装置与观测方法 4

图 2.3: 五摆录像的 ArUco 追踪界面。标记 ID 用于区分各摆，画面叠加显示识别框和观测角；该
图说明识别与显示方式，不作为测角精度的独立验证。

观测角以竖直向下为零、向画面右侧偏转为正。初角由参考帧中的杆方向与竖直参

考确定，后续转角由标记追踪获得；角速度则由角度序列差分估计，不属于摄像头直接

测得的独立物理量。记录保留原始帧号、时间戳、标记编号、角点、有效性和插值标志，

以便区分直接观测与数据处理结果。

2.4 从标记角点获得摆角

我们用 OpenCV 识别刚性固定在摆体上的 ArUco 标记 [6]。每个标记的编码用于
确定摆的身份，四个角点用于估计转动；程序启用亚像素角点细化。本文两次双摆录像

均采用 DICT_4X4_50 字典，左摆 P1 对应 ID 3，右摆 P2 对应 ID 2。取得角点后，仍
需确定初角、统一正方向，并剔除形状异常的帧。

我们以竖直向下为零角，摆杆向画面右侧偏转为正，记观测角为

yp(t) = αp,0 +∆θp(t), ∆θp(0) = 0. (2.1)

其中 p 表示摆的编号，αp,0 为参考帧中的绝对初角，∆θp 为相对该帧的转角。参考帧中

分别标出向下的竖直参考和由支点指向摆体的杆方向，由两者的有向夹角确定 αp,0。有

向线段可避免将杆的两个方向混淆。图2.4给出一次实验所用的参考几何。
角点先按固定相机内参与畸变参数去畸变，再恢复到像素尺度。对参考帧与当前帧

的四角点分别减去其中心位置，记为 ai 与 bi。在角点一一对应的条件下，计算

ϕ = atan2
[

4∑
i=1

(aixbiy − aiybix),
4∑

i=1

ai · bi

]
. (2.2)
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2 实验装置与观测方法 5

P1 

ID 3

P2 

ID 2

(a)  ·  145

+

(b) 

图 2.4: 第一次录像的参考帧。P1、P2 分别对应 ID 3、ID 2，杆向量由支点指向摆体，绿色线为竖
直参考。照片保留原始像素坐标，数值计算先作镜头去畸变；右侧示意只说明角度正方向。

它给出四角点整体的二维旋转。因图像纵轴向下，按本文正方向取 ∆θ = unwrap(−ϕ)，

其中角度展开用于消除跨越正负半周时的数值跳变。相对于只使用标记的一条边，四角

点共同参与估计；标记与杆之间固定的平面内安装转角由初角与相对转角的分工处理。

2.5 几何条件与时间轴

测角前，先对识别出的标记角点进行镜头去畸变。镜头畸变会使角点偏离理想成像

位置，其中径向畸变表现为画面向中心收缩或向外扩张，切向畸变则与镜头和成像面的

安装偏差有关。程序根据相机内参和畸变系数，将原始角点换算到归一化成像坐标，反

求去畸变后的坐标，再映射回像素坐标。参考帧和后续各帧采用相同的处理参数，随后

按第2.4节的方法计算转角。
相机斜对摆动平面时，还会产生透视变形。例如，平面内的矩形在画面中可能呈现

为梯形，两个方向的长度比例也随位置变化。平面透视矫正的目的，就是将这些像素位

置还原到摆动平面内的直角坐标系中，使角度能在统一尺度下计算。

若需进行这一步矫正，应在与被测标记运动轨迹共面的平面内，选取至少四个已知

位置的标定点，且其中任意三点不共线。例如，已知宽、高分别为 a、b 的矩形，其四

角可依次设为 (0, 0)、(a, 0)、(a, b)、(0, b)。将这些实际坐标与去畸变后的像素坐标一一

对应，即可求得单应矩阵 H[7]：

λ(X,Y, 1)T = H(u, v, 1)T. (2.3)

其中，(u, v) 为去畸变后的像素坐标，(X,Y ) 为平面内的实际坐标，λ 为随点的位置变

化的比例因子。计算时，先用 H 乘以像素坐标列向量，再将所得前两个分量分别除以

第三个分量，便得到 X 和 Y。平面坐标取 X 向右、Y 向下，与第2.4节的测角符号保
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3 基础动力学模型与数值求解 6

持一致。两轴应相互垂直，并采用相同的长度尺度；不能随意将矩形拉伸为正方形，否

则会改变角度。

得到 H 后，将参考帧和各观测帧的标记角点统一转换到平面坐标，再按第2.4节计
算相对转角。初角则由同一平面内的杆方向与竖直方向确定。相机位置和成像设置保持

不变时，各帧使用同一个 H。本文两段双摆录像采用镜头去畸变后的角点直接计算转

角，所得观测量在下文称为“图像二维角度”。

时间优先由视频帧时间戳确定；没有可用时间戳时，按帧号与帧率换算。以参考帧

为时间原点，第 k 帧的相对时间为 tk = (k − k0)/fs，其中 k0 为参考帧号，fs 为帧率。

两次录像的参考帧、采样帧数和处理时长见表2.2。

表 2.2: 双摆测角对照的录像与处理区间。帧编号从零计数；时长为首末采样时刻之差。

项目 第一次双摆 第二次双摆

记录编号 2-first 2-second

分辨率 1280× 720 1280× 720

帧率（fps） 30 30

参考帧 145 92

处理帧数 799 857

处理时长（s） 26.600 28.533

P1、P2 的标记 ID 3、2 3、2

3 基础动力学模型与数值求解

3.1 装置和坐标

磁性牛顿摆由固定支点、刚性摆杆和实心圆柱磁铁组成。磁铁以竖直圆片的形式固

定在摆杆下端，圆形端面朝向相邻磁铁。实验中各摆主要在同一竖直平面内运动，因此

每个摆只保留一个转动自由度。图3.1 给出整条磁摆链的几何。
图中，Pi 是第 i 个支点，di 是相邻支点间距，θi 是摆角。计算采用米和弧度；图表

以毫米或度显示时另行标注。

取摆动平面为 x–z 平面，x 轴水平向右，z 轴竖直向上，y 轴垂直于摆动平面。第

i 个支点的位置为

pi = (Xi, 0, Zi). (3.1)
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3 基础动力学模型与数值求解 7

P1 P2 P3 P4 P5

θ1

d1

x

z

图 3.1: 磁性牛顿摆的装置示意。磁铁与摆杆刚性固连，示意角度经过放大。

Xi 和 Zi 是第 i 个支点的水平、竖直坐标，平面模型中 y = 0。规定竖直向下时 θi = 0，

向右偏转为正。沿摆杆向下和沿正角方向的切向单位矢量分别为

er,i = (sin θi, 0,− cos θi), et,i = (cos θi, 0, sin θi). (3.2)

er,i 沿摆杆由支点指向磁铁中心，et,i 指向 θi 增大的切向方向。若支点到磁体中心的距

离为 li，磁体中心 Ci 的位置为

ri(θi) = pi + lier,i. (3.3)

ri 是第 i 块磁铁的中心位置，li 是支点到磁心的距离。磁铁与摆杆刚性固连，共用转角

θi；磁铁圆片的直径方向沿 er,i，圆柱轴线沿 et,i。再用 pi = ±1 记录磁极方向，Mi > 0

表示磁化强度：

Mi = piMiet,i. (3.4)

Mi 是磁化强度矢量，单位为 A m−1；pi 的正负对应两个相反方向。摆杆和磁铁没有相

对转动。

3.2 刚体复摆的机械能

摆杆、夹具和磁铁共同绕支点转动，不能只把磁铁当作杆端质点。第 i 个摆的转动

惯量为

Ii =
∑
a

(
Ia,cm +mal

2
a

)
, (3.5)

a 遍历所有转动部件，Ia,cm、ma 和 la 分别是其质心转动惯量、质量和质心到支点的距

离。Ii 的单位为 kg m2。不规则摆杆的 STL 积分、三点取轴及重力系数换算见附录D.1。
质量为 m

(m)
i 、半径为 Ri、厚度为 hi 的实心圆柱磁铁，其质心转动惯量为

I
(m)
i,cm =

m
(m)
i

12

(
3R2

i + h2
i

)
. (3.6)

重力恢复作用由各部件的质量和质心位置共同决定。记

Gi = g
∑
a

mala. (3.7)
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3 基础动力学模型与数值求解 8

g 是当地重力加速度，Gi 是重力系数，单位为 N m。以竖直向下为势能零点，便有

T =
1

2

N∑
i=1

Iiθ̇
2
i , Vg =

N∑
i=1

Gi(1− cos θi). (3.8)

T 和 Vg 分别是系统的动能和重力势能，θ̇i 是第 i 个摆的角速度。

3.3 磁相互作用模型的选择

3.3.1 点偶极子远场参照

先看最简单的点偶极子模型。磁铁足够远时，磁化分布的细节不再重要，可以把整

块磁铁压缩为中心处的一个磁矩：

Vi = πR2
ihi, µi = piMiViet,i. (3.9)

Vi 是磁铁体积，µi 是磁偶极矩，单位为 A m2。记磁体 i 到磁体 j 的中心位移为 rij =

rj − ri，距离为 rij = ∥rij∥，方向为 r̂ij = rij/rij，点偶极子势能写成

Udip
ij =

µ0

4πr3ij
[µi · µj − 3(µi · r̂ij)(µj · r̂ij)] . (3.10)

µ0 是真空磁导率。式(3.10)计算快，适合检查远场结果，但它没有保留磁铁的半径和厚
度。这个问题可先从单块磁铁的轴向磁场看出来。半径为 R、厚度为 h、磁化强度为M
的实心圆柱，在轴线上距中心 ξ 处产生的磁场为 [2]

Bcyl(ξ) =
µ0M
2

[
ξ + h/2√

(ξ + h/2)2 +R2
− ξ − h/2√

(ξ − h/2)2 +R2

]
. (3.11)

ξ 沿圆柱轴线量取，式(3.11)用于磁铁外部的 ξ > h/2；R 和 h 分别是磁铁半径和厚度。

若把同一块磁铁换成点偶极子，轴向磁场变成

Bdip(ξ) =
µ0MR2h

2ξ3
. (3.12)

两式在 ξ ≫ R, h 时趋于一致。距离缩短后，点偶极子的点源假设开始失真。用

εB =
|Bdip − Bcyl|

|Bcyl|
(3.13)

表示轴向磁场的相对误差。εB 只衡量点偶极子与有限圆柱磁场的差别，不含测量误差。

图3.2中，距离越大，点偶极子近似与有限圆柱结果越接近。然而，真正计算两个磁
体的相互作用时，接受磁场的另一个磁体也有尺寸，仅取其中心的场值还不够。因此，

点偶极子只用于检查远场结果，轨迹计算采用保留有限尺寸的模型。
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3 基础动力学模型与数值求解 9

图 3.2: 点偶极子轴向磁场相对有限圆柱结果的误差。计算采用实验磁铁的 R = 12.5mm、h =

3.0mm；纵轴采用对数刻度，虚线为 10%。

3.3.2 有限尺寸实心圆柱模型

均匀磁化的实心圆柱既可表示为等效电流圆筒，也可表示为端面磁荷，两者在模型

外部给出相同磁场 [2]。这两种方法都需要积分。我们选用端面磁荷，是因为它能直接
给出一对磁体的势能，随后对摆角求导即可得到力矩。等效磁荷密度为

σm = M · n, (3.14)

σm 是等效面磁荷密度，n 是表面外法向。侧壁法向与磁化方向垂直，所以侧壁不带等

效磁荷，只需积分两个圆形端面。

用 ε = ±1 标记第 i 块磁铁的两个端面。端面上的点写成

Ri,ε(r, φ) = ri + ε
hi

2
et,i + r

(
cosφ ey + sinφ er,i

)
, (3.15)

r 和 φ 是端面内的极坐标，ey = (0, 1, 0) 垂直于摆动平面，积分范围与面积元为

0 ≤ r ≤ Ri, 0 ≤ φ < 2π, dS = r dr dφ. (3.16)

dS 是端面面积元。两个端面的面磁荷密度分别为

σi,ε = εpiMi. (3.17)

ε 区分两个端面，pi 决定磁铁的实际极性。于是两块磁铁的相互作用势能为

Uij =
µ0

4π

∑
ε,η=±1

∫∫
Si,ε

∫∫
Sj,η

σi,εσj,η

∥Ri,ε −Rj,η∥
dSi dSj. (3.18)

Si,ε 与 Sj,η 为两块磁体的圆形端面，η = ±1 标记磁体 j 的两个端面。对全部面积积分

后，Uij 便包含了磁体尺寸、横向错位和相对倾角的影响。问题在于计算量：每求一次

势能，都要做两端面的四重积分。单个位置尚可直接计算，若在 ODE 的每个时间步重
复调用就太慢了。我们因此预先计算积分，并制成查询表。
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3 基础动力学模型与数值求解 10

单对势能确定后，总磁势能就是所有磁铁对之和：

Vm(θ) =
∑

1≤i<j≤N

Uij(θi, θj). (3.19)

N 是摆数。求和只取 i < j，每对磁铁计算一次，共有 N(N − 1)/2 项。

µ

点偶极子

远场参照

靠近后

保留尺寸 − +

有限实心圆柱

近场主模型

端面积分

移出时间步

三维势能表

时间积分调用

图 3.3: 磁相互作用模型的取舍。有限圆柱模型保留磁体几何，查表加速势能及梯度的计算；其离散
误差另行核验。

3.4 地球磁场

磁铁除相互作用外，还受到地球磁场的转矩。装置尺度远小于地磁场的空间变化尺

度，因此把一次实验中的地球主磁场视为常矢量 BE。WMM2025[8] 给出北、东、下三
个分量 (BN , BE, BD)；若装置 +x 方向的真北方位角为 A，则

Bx = BN cosA+BE sinA,

By = BN sinA− BE cosA,

Bz = −BD.

(3.20)

Bx、By 和 Bz 是地磁场在装置坐标系中的分量。WMM 输出以纳特斯拉给出，乘 10−9

后换算为特斯拉。

第 i 块磁体在地磁场中的势能为

UE,i = −µi ·BE = −piMiVi(Bx cos θi +Bz sin θi). (3.21)

UE,i 是第 i 块磁铁的地磁势能。磁矩位于 x–z 平面内，所以 By 不进入摆角方程。

3.5 拉格朗日方程与耗散

重力、磁铁间作用和地磁场都已写成势能，因此可以直接相加：

V (θ) = Vg(θ) + Vm(θ) +
N∑
i=1

UE,i(θi). (3.22)

θ = (θ1, . . . , θN)
T 是摆角向量。令 L = T − V，对第 i 个摆应用拉格朗日方程，得到

Iiθ̈i +Gi sin θi +
∑
j ̸=i

∂Uij

∂θi
+

∂UE,i

∂θi
+Di(θ̇i) = 0. (3.23)
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3 基础动力学模型与数值求解 11

Di 是耗散力矩，磁相互作用项遍历所有 j ̸= i。把各摆方程排成一列，可写为

Mθ̈ +∇θV (θ) +D(θ̇) = 0, M = diag(I1, . . . , IN). (3.24)

M 是惯量矩阵，D = (D1, . . . , DN)
T 是耗散力矩向量。

耗散项由单摆衰减提供参考。独立单摆的衰减曲线可由库仑摩擦与线性黏性阻尼共

同描述：

Di(ωi) = τf,i sgn(ωi) + biωi, (3.25)

ωi = θ̇i，τf,i 是库仑摩擦力矩，bi 是线性黏性阻尼系数（后文记作 ci，即 bi ≡ ci），单位

分别为 N m 和 N m s。Di 写在方程左侧，所以实际耗散力矩为 −Di。

库仑摩擦在 ωi = 0 处不光滑。模拟运动阶段直接保留符号函数；进入最终停摆阶

段后，再用静摩擦条件判断摆能否保持静止。

3.6 数值实现

Ci

Cj

s

ρ

β
s：沿磁体 i 轴线的间距

ρ：摆动平面内的径向偏移

β：两磁体轴线的相对转角

图 3.4: 一对磁铁的相对位置。Ci、Cj 为磁体中心。

3.6.1 三维磁势能查表

有限圆柱模型需要对两块磁铁的端面作四重积分。求解运动方程时会反复调用势能

梯度，逐次积分耗时很长。磁铁规格固定后，相互作用只由相对位姿决定，因此先在规

则网格上计算势能和梯度，求解时再插值。

一对共面磁铁的相对位置可由三个量确定：

∆r = rj − ri, s = ∆r · et,i, ρ = ∆r · er,i, β = θj − θi. (3.26)

∆r 是从磁体 i 指向磁体 j 的中心位移，s 和 ρ 是它在磁体 i 轴向、径向的投影，β 是

两块磁铁的相对转角。
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3 基础动力学模型与数值求解 12

磁铁尺寸固定后，单位磁化强度下的势能核只依赖 s、ρ 和 β。MATLAB 在三维规
则网格上计算

Û ,
∂Û

∂s
,

∂Û

∂ρ
,

∂Û

∂β
, (3.27)

Û 是提出磁化强度因子后的几何势能核。程序保存它及三个偏导数，并用随机内点的高

阶积分检查误差。动力学计算先把 θi, θj 换成 (s, ρ, β)，再用链式法则把查得的梯度换回

摆角坐标： ∂Uij/∂θi

∂Uij/∂θj

 = pipjMiMj

[
∂(s, ρ, β)

∂(θi, θj)

]T
∇(s,ρ,β)Û . (3.28)

方括号给出相对位置随两个摆角的变化率。势能和力矩来自同一张表，避免二者在数值

上不一致。

3.6.2 平衡位置与释放初态

磁铁在释放前已经互相排斥，不能把所有摆竖直的位置直接当作初态。先从总势能

求自然平衡角 θe：

∇θV (θe) = 0 (3.29)

θe = (θe,1, . . . , θe,N)
T 同时满足每个摆的保守力矩为零。在该位置对势能求二阶导数，得

到局部刚度矩阵

K = ∇2
θV
∣∣
θe
. (3.30)

K 正定时，该平衡局部稳定。

对于抬住第 r 个摆并等待其余摆停稳的操作，以保守条件平衡近似释放前状态：

θr(0) = θe,r +∆θr,
∂V

∂θi

∣∣∣∣
θ(0)

= 0 (i ̸= r). (3.31)

∆θr 是第 r 个摆相对平衡位置的释放偏角。真实静摩擦允许多个停止位置，故此条件平

衡只是一种理想化准备方式；实验重放使用实际初态。后文单点释放则让其余摆留在原

自然平衡，两种初态分别报告。

3.6.3 ODE113 求解流程

平衡位置和释放状态确定后，把二阶方程交给数值求解器。令

y =

θ

ω

 , (3.32)

y 是状态向量，ω = (ω1, . . . , ωN)
T = θ̇ 是角速度向量。式(3.24) 改写为

ẏ =

 ω

−M−1[∇θV (θ) +D(ω)]

 . (3.33)
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4 简正模态与释放位置选择 13

基础动力学模型用 MATLAB的 ODE113积分；小幅谱检验用 DOP853，含干摩擦算例
则用带停滞判定的 RK4，具体设置见附录D。每次调用先计算磁铁的位置和方向，再遍
历全部 i < j，查询磁势能梯度，加入重力、地磁和耗散并返回 ẏ。结果是各摆的 θi(t)

与 ωi(t)。

逐级减小求解容差后，角度峰值、相位和能量变化应保持稳定。计算一旦越出查表

范围或达到最小允许间隙便停止，不作外插。

3.6.4 能量检查

轨迹平滑并不能证明求解正确，还要检查能量。总机械能为

E(t) =
1

2
θ̇TMθ̇ + V (θ). (3.34)

无耗散时，E(t) 应保持不变；加入耗散后，式(3.24) 给出

dE
dt = −

N∑
i=1

Di(ωi)ωi. (3.35)

Di(ωi)ωi 是第 i 个摆的耗散功率。对时间积分后应满足

E(t) +

∫ t

0

∑
i

Di(ωi)ωi dt′ = E(0). (3.36)

积分项是从释放到时刻 t 的耗散能量。

4 简正模态与释放位置选择

4.1 平衡点附近的模态展开

在第3节的自然平衡点附近令 q = θ− θeq。展开势能，保留二次项及线性黏性阻尼，

得到

V − Veq = 1
2
qTKq +O(∥q∥3), M q̈ + Cq̇ +Kq = 0, C = diag(ci). (4.1)

这里 ci 是黏性系数，与支点间距 di 区分。K 为稳定平衡处的对称正定刚度矩阵。先令

C = 0，求广义本征问题 [3]：

Kϕn = ω2
nMϕn, ϕT

mMϕn = δmn. (4.2)

当各摆惯量同为 I 时，可用单位正交振型 un =
√
Iϕn，组成 U = (u1, . . . ,uN)。以

an = uT
nq 表示等惯量模态坐标，则

qi(t) =
∑
n

Uin

[
an(0) cosωnt+

ȧn(0)

ωn

sinωnt

]
, E(2)

n = I
2
(ȧ2n + ω2

na
2
n). (4.3)
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4 简正模态与释放位置选择 14

质量归一坐标为 αn = ϕT
nMq =

√
Ian，对应能量为 (α̇2

n + ω2
nα

2
n)/2。两种写法描述同一

运动，只是归一化不同，代入能量式时要保持一致。振型给出各摆一起运动时的固定幅

度比例；实际看到的轨迹，则是多个振型分量叠加的结果。

4.2 双摆的模态叠加与拍振

理想对称双摆的 K =
(

k −c
−c k

)
，其中 k > c > 0，c 在此仅为耦合刚度。两种振型是

同相的 1 : 1 和反相的 1 : −1，频率分别为
√
(k − c)/I 和

√
(k + c)/I。端点静止释放

(A, 0) 同时激发二者：

q1 =
A
2
(cosω1t+ cosω2t), q2 =

A
2
(cosω1t− cosω2t). (4.4)

初始时两个分量在第二摆相消；频率不同使这种抵消随后被打破，形成往返的拍振。当

前实际双摆频率约为 0.768 和 1.038 Hz，振型比例分别为 1 : 1.01 和 1 : −0.99，慢变化

尺度约为 1/|f2 − f1| = 3.71 s。

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

q 1
/A

(a) P1 M1 M2 Sum

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Time (s)

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

q 2
/A

(b) P2

图 4.1: 双摆端点释放的模态叠加。初态为 P1 相对平衡偏移 −1◦、初速度全为零；纵轴除以有符号

初角。两条模态贡献在 P2 初始相消，随后形成明显响应。

4.3 从初态投影到模态能量

只将第 j 摆从原平衡偏移 A，其余初始偏移和全部速度为零，则 an(0) = AUjn。正

交性使总二次能量等于各模态能量之和，因此

E(2)
n (0) = 1

2
Iω2

nA
2U2

jn, pjn =
ω2
nU

2
jn∑

m ω2
mU

2
jm

. (4.5)

从几何投影到能量占比，中间还差一个频率平方。以双摆为例，两模态的几何投影接近

各占一半，能量却约为 35:65；三摆中心释放时，最高频模态的几何投影约 64%，能量占
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4 简正模态与释放位置选择 15

比达到 83.4%。因此，振型图里“分量大”与能量上的“占比高”有关，却不是同一个
量。本节基准采用 80 mm 支点间距、115 mm 支点至磁心距离、直径 25 mm 厚 3 mm

M1 M2
0

20

40

60

80

100

Sh
ar

e 
(%

)

50 50

35

65

N=2, release P1

Projection U2
jn

Initial energy share

M1 M2 M3
0

20

40

60

80

100

36

64

17

83

N=3, release P2

M1 M2 M3 M4 M5
0

20

40

60

80

100

23
29

49

8

20

72

N=5, release P3

图 4.2: 几何投影与初始模态能量占比。蓝柱表示 U2
jn，橙柱表示 pjn；各面板中每种颜色分别归一

为 100%。

的 N52 磁体，磁极交替排列、最左侧 N 极向右，I = 8.247290711× 10−4 kg m2。

4.4 三至五摆完整振型图谱

以下图谱沿用本节的同一组参数，分别求解三、四、五摆的平衡位置与完整刚度。

各振型以第一摆分量为 1 展示；同号表示同相，异号表示反相，绝对值表示相对振幅。
显示值作了舍入，后续计算使用完整精度。

4.4.1 三摆的中心节点与高频振型

M1：1.00 : 1.06 : 1.00，三个摆基本同向。中间摆稍大，但整体接近一起偏移。

M2：1.00 : − 0.012 : − 0.98，两端反向，中间几乎不动。在严格对称模型中，中心

正好是节点：两端对中心的一阶作用相互抵消。实际中心分量很小但不等于零。

M3：1.00 : − 1.92 : 1.04，接近 1 : −2 : 1。两端同向，中心反向，而且中心幅度约

为端点的两倍。这种相邻反向的运动对应较强恢复作用，频率也最高。

三个振型的中心分量差别很大：M3 较大，M2 接近零。因此，从中心释放时，M3
容易被激发，M2 则很弱。M1 在中心也有分量，实际运动仍是多个模态的叠加。
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4 简正模态与释放位置选择 16

P1 P2 P3

M1   0.761 Hz

1.00 : 1.06 : 1.00
P1 P2 P3

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

r j 
 (r

1
=
1)

1.00 1.06 1.00

P1 P2 P3

M2   0.966 Hz

1.00 : -0.012 : -0.98
P1 P2 P3

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

r j 
 (r

1
=
1)

1.00

-0.012

-0.98

P1 P2 P3

M3   1.279 Hz

1.00 : -1.92 : 1.04
P1 P2 P3

-2

-1

0

1

2

r j 
 (r

1
=
1)

1.00

-1.92

1.04

图 4.3: 三摆全部振型。直接比较中心 P2 的数字：M1 约 1.06，M2 约 −0.012，M3 约 −1.92。这

些数说明同一个中心位置在不同模态中扮演完全不同的角色。比例以第一摆为 1，不能跨模态直接
当作能量占比。
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4 简正模态与释放位置选择 17

4.4.2 四摆的内侧振型分量

M1：1.00 : 1.09 : 1.09 : 1.01。四个摆同向，内侧稍大。

M2：1.00 : 0.36 : − 0.35 : − 1.00。左半边与右半边反向，两个端点的幅度更大。

M3：1.00 : − 0.91 : − 0.92 : 0.99。两个端点同向，内侧两个摆向相反侧偏移，四个

幅度接近。

M4：1.00 : − 2.80 : 2.80 : − 0.99。相邻摆依次反向，内侧振幅约为端点的 2.8 倍。
四摆没有单独的中心摆。M4 的两个内侧分量明显大于端点分量，因此释放 P2 或

P3 更容易突出 M4；若从端点释放，其他模态就会占有更多份额。

P1 P2 P3 P4

M1   0.754 Hz

1.00 : 1.09 : 1.09 : 1.01
P1 P2 P3 P4

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

r j 
 (r

1
=
1)

1.00 1.09 1.09 1.01

P1 P2 P3 P4

M2   0.913 Hz

1.00 : 0.36 : -0.35 : -1.00
P1 P2 P3 P4

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

r j 
 (r

1
=
1)

1.00

0.36

-0.35

-1.00

图 4.4: 四摆低频的两个振型。M1 各摆同向，M2 左右两组反向。M2 的较大分量位于两端，因此
在端点施加初始偏移时，它比在内侧更容易被突出。
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4 简正模态与释放位置选择 18

P1 P2 P3 P4

M3   1.145 Hz

1.00 : -0.91 : -0.92 : 0.99
P1 P2 P3 P4

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

r j 
 (r

1
=
1)

1.00

-0.91 -0.92

0.99

P1 P2 P3 P4

M4   1.454 Hz

1.00 : -2.80 : 2.80 : -0.99
P1 P2 P3 P4

-3

-2

-1

0

1

2

3

r j 
 (r

1
=
1)

1.00

-2.80

2.80

-0.99

图 4.5: 四摆较高频的两个振型。M3 的端点与内侧反相，四个幅度接近；M4 逐摆交替反向，内侧
幅度约为端点的 2.8 倍。数值比例使两种不同的相位结构能够被直接区分。
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4 简正模态与释放位置选择 19

4.4.3 五摆的中心振型分量

M1：1.00 : 1.12 : 1.15 : 1.12 : 1.00。五个摆同向，中心略大。

M2：1.00 : 0.56 : 0.003 : − 0.57 : − 0.99。左、右两侧反向，中心几乎不动。

M3：1.00 : − 0.42 : − 0.96 : − 0.37 : 0.98。两端同向，内部三个摆向相反侧偏移，中

心幅度仍明显。

M4：1.00 : − 1.80 : 0.03 : 1.83 : − 1.06。两侧内部也各自反向，中心仍接近节点。

M5：1.00 : − 3.45 : 4.92 : − 3.42 : 1.03。相邻摆交替反向，中心振幅约为端点的 4.9
倍，P2 和 P4 约为端点的 3.4 倍。

M2 和 M4 在 P3 处都接近节点，M5 的中心分量则很突出，中心释放因此会偏重
M5。具体占比要将各振型统一归一化后计算。M1 和 M3 在中心也有分量，仍会参与运
动，不能忽略。

P1 P2 P3 P4 P5

M1   0.750 Hz

1.00 : 1.12 : 1.15 : 1.12 : 1.00
P1 P2 P3 P4 P5

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5
r j 

 (r
1
=
1)

1.00 1.12 1.15 1.12 1.00

P1 P2 P3 P4 P5

M2   0.877 Hz

1.00 : 0.56 : 0.003 : -0.57 : -0.99
P1 P2 P3 P4 P5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

r j 
 (r

1
=
1)

1.00

0.56

0.003

-0.57

-0.99

图 4.6: 五摆低频的两个振型。M1 基本同向，M2 左右反向且中心接近节点。M2 中心的 0.003 保
留三位小数，避免把实际近节点误写成严格零。
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4 简正模态与释放位置选择 20

P1 P2 P3 P4 P5

M3   1.071 Hz

1.00 : -0.42 : -0.96 : -0.37 : 0.98
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M5   1.577 Hz

1.00 : -3.45 : 4.92 : -3.42 : 1.03
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图 4.7: 五摆的 M3、M4 与 M5。M3 中心仍有明显分量，M4 中心再次接近节点，M5 中心分量最
大。逐个比较中间 P3 的数字，就能判断中心初态会保留哪些模态、压低哪些模态。
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4 简正模态与释放位置选择 21

4.5 不同释放位置的模态组成

图4.8汇总 14 种单摆释放对应的 54 个占比。每一行代表一个释放位置，沿行比较
就能看出：抬起这个摆时，初始能量主要分给了哪些模态。

双摆从任意一端释放，都是两个模态混合，反相模态较多。三摆的端点释放会显著

激发 M2，约占 48% 至 50%；中心释放则使 M3 占 83.4%。四摆内侧释放使 M4 占约
65.2%，端点释放的组成较分散。五摆端点释放以 M2、M3 为主；次外侧 P2、P4 释放
以 M4、M5 为主，合计约 82%；中心释放以 M5 为主，占 72.5%。
这组比较中，装置参数始终相同，频率和振型也相同。换一个摆释放，改变的是初

始模态组合，随后看见的运动便随之改变。

M1 M2
Mode

P1

P2

R
el

ea
se

d 
pe

nd
ul

um

35.1 64.9

35.7 64.3

(a) N=2

M1 M2 M3
Mode

P1

P2

P3

R
el
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(b) N=3
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(c) N=4
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(d) N=5
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图 4.8: 2至 5摆全部单点静止释放的初始模态占比，单位%。行表示释放哪个摆，列表示模态编号。
每一行加起来为 100%，显示舍入可能有小差异；小于 0.1% 的项统一标记。占比由原始完整精度振
型与频率计算，不使用图中舍入后的比例。20
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4 简正模态与释放位置选择 22

4.6 从角度信号中提取模态频率

前面从刚度矩阵求出了频率。这些频率能否直接从角度信号中提取？傅里叶分析可

以把时间曲线分解为不同频率的正余弦成分，较强的成分会在频谱中形成峰。

设 qi(tℓ) 为第 i 摆第 ℓ 次采样的角度，去掉平均值后，计算 [9]

Xi(f) =
L−1∑
ℓ=0

hℓ [qi(tℓ)− q̄i]e
−2πiftℓ , S(f) =

∑
i

|Xi(f)|2. (4.6)

L 是样本数，f 是频率，i 是虚数单位；窗函数 hℓ 减轻信号截断的影响。将各摆谱强度

相加得到 S(f)，再从局部峰值读取频率。

对 2 至 5 摆均令 P1 偏移 −1◦ 后静止释放，用完整、未经线性化的保守恢复力计

算角度，保留原黏性阻尼，不含库仑摩擦。与之比较的线性固有频率由同一组装置参数

的刚度矩阵求出。32 秒信号中提取出的 14 个主峰与这些频率一一对应，最大绝对差约
0.000122Hz，最大相对差约 0.0095%，见图4.9。

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

0.768
M1

1.038
M2N = 2

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
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M1

0.966
M2

1.279
M3N = 3

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

0.754
M1

0.913
M2

1.146
M3

1.454
M4N = 4

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Frequency (Hz)

0.750
M1

0.877
M2

1.071
M3

1.311
M4

1.577
M5N = 5

Nonlinear FFT peak Linear stiffness prediction

图 4.9: 完整非线性恢复力轨迹的主峰与线性刚度预测。四行依次为 2、3、4、5 摆；彩色实线与圆
点为角度信号直接寻峰得到的频率，灰色虚线为刚度矩阵预测，二者在此尺度下接近重合。数字单

位为 Hz；彩色实线标记等高，只表示峰的位置，不表示谱强度。

因此，在这一小角度初态下，线性刚度很好地预测了完整恢复力模型的主频。偏差

同时包含有限振幅使恢复力偏离线性所造成的频移、阻尼频移和频谱提取误差。
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4 简正模态与释放位置选择 23

4.7 黏性阻尼下的模态演化

振型由恢复力决定，阻尼使振动逐渐减弱。将 q = Ua代入式(4.1)，左乘 UT，得到

Iä+ (UTCU)ȧ+ I diag(ω2
1, . . . , ω

2
N)a = 0. (4.7)

本例各摆惯量相同，黏性系数也相同，因此 C = cvIN，变换后的阻尼仍是对角形式。每
个模态便独立满足

än + 2βȧn + ω2
nan = 0, β =

cv
2I

= 0.02429 s−1. (4.8)

求解时令 an = e−βtbn，代回式(4.8)后得 b̈n + (ω2
n − β2)bn = 0。因此振幅随时间减

小，而 bn 仍作简谐振动。记 ω̃n =
√
ω2
n − β2，静止释放的解为

an(t) = an(0)e
−βt

(
cos ω̃nt+

β

ω̃n

sin ω̃nt

)
. (4.9)

正弦项保证零初速度。用此解重构各摆角度和速度，即可计算含耗散的能量变化。

第5.3节的能量图采用黏性线性模型，省略原模型中的库仑摩擦，以保持各模态独
立演化；它的作用是研究线性叠加与耗散，不用于复现装置的全部摩擦过程。

若各摆阻尼不同，UTCU 未必对角，各模态不再独立。库仑摩擦与静止阈值也不满

足线性叠加；省略它是当前算例的明确设定。

4.8 线性近似的适用范围

前面的模态分析采用小幅初态。为检查这一近似，把同参数、同初态的线性恢复力

轨迹与完整恢复力轨迹比较。先在两侧都去掉阻尼，考察 2 至 5 摆的全部 14 个单点释
放位置；相对均方根误差在前 8 秒计算，轨迹以完整解为基准，恢复力以同一完整轨迹
上的线性力为基准。两项均不超过 5% 才记为通过。

1 度时 14 个位置全部通过，最大轨迹误差 2.90%、恢复力误差 1.88%；3 度时仅 6
个通过，5 度时全部未通过。因此选 1 度作为共同工作幅度有数值依据。图4.10展示幅
度增大后的偏离。5% 是选定容许误差，结果限于已测幅度、初态和 8 秒窗口，并非统
一临界角。
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5 能量传递与有限时间谱聚焦 24
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图 4.10: 无阻尼条件下的适用范围检查。左：灰点为各释放位置的轨迹误差，实线为 14 个位置中
的最大值，连线仅连接采样点。右：三摆中心释放时，中间摆的归一化角度；1 度时两解接近，5 度
时逐渐错位。

再保留原模型的黏性阻尼、库仑摩擦及停滞规则，复核三摆中心释放。1、3、5 度
的轨迹误差约为 1.7%、5.4%、9.2%，仍只有 1 度通过。含库仑摩擦后，整个方程不再
严格线性。

5 能量传递与有限时间谱聚焦

5.1 总能量与末端响应的统一定义

完整机械能 E = T + V 由式(3.34)给出。以自然平衡能量为参考，初始超额能量和
局部动能为

E0 = E(t0)− V (θeq) > 0, Ti =
1
2
Iiθ̇

2
i . (5.1)

静止释放时初始动能为零，故分母必须包含整条链的初始超额势能。有限观察窗 W =

[t0, t1] 内定义

ηK(t) =
TN(t)

E0

, η∗K = max
t∈W

ηK(t), t∗K = min{t ∈ W : ηK(t) = η∗K}. (5.2)

ηK 只计末端动能，不包含末端局域势能。其分母是初始能量，区别于瞬时占比 Ti/
∑

j Tj。

线性理论中改用 E
(2)
0 = qT

0Kq0/2 时，明确记为 η
(2)
K ；线性与完整模型直接对照则使用

同一个完整初始能量。

路径分析还需要规定相互作用能怎样分到各摆。完整模型采用每对磁势能均分：

E loc
i = Ti + Vg,i + VE,i +

1
2

∑
j ̸=i

Uij, ∆Ei = E loc
i − E loc

i,eq, (5.3)

Jj→i =
1
2

(
∂Uij

∂θj
θ̇j −

∂Uij

∂θi
θ̇i

)
, Ji→j = −Jj→i. (5.4)
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5 能量传递与有限时间谱聚焦 25

∆Ei 可能为负，因而不作非负百分比分布。第5.2节另给满足对角占优条件的非负二次
能量分配，用于线性图谱；两种分配均可核验总收支，但局部数值不能直接混比。长程

耦合的成对能流已有相关研究 [10]，此处只用于有限链释放后的瞬态账本。

5.2 线性模型的局域能量与收支

本小节及下一小节的 E、Ei 均指平衡点附近的二次能量，采用第4节的等惯量、等
黏性系数基准。完整刚度包含符号不同的远邻项，不能把所有 −Kij 都当成正耦合。为

完整保留原矩阵，定义

bij = |Kij|, sij = sgnKij, ρi = Kii −
∑
j ̸=i

|Kij|. (5.5)

本文 2 至 5 摆均已检查 ρi > 0，故二次势能可写为非负平方项之和：

V (2) =
1

2

∑
i

ρiq
2
i +

1

2

∑
i<j

bij(qi + sijqj)
2, (5.6)

Ei =
1

2
Iq̇2i +

1

2
ρiq

2
i +

1

4

∑
j ̸=i

bij(qi + sijqj)
2. (5.7)

第二行把每个成对项平均分给两端。展开平方即可验证
∑

i Ei = T + qTKq/2，其中交

叉项仍为原来的 Kijqiqj；没有删边、取绝对值修补能量或改变动力学。Kij < 0 时，成

对项为 (qi − qj)
2，对应熟悉的差位移耦合。本分配的非负性依赖 ρi ≥ 0，不能直接推广

至任意刚度矩阵。

对式(5.7)求导并代入运动方程，可得黏性模型的局域收支：

Ėi = −
∑
j ̸=i

Ji→j − cv q̇
2
i , (5.8)

Ji→j =
bij
2
(qi + sijqj)(q̇i − sij q̇j), Jj→i = −Ji→j. (5.9)

Ji→j > 0 表示在此分配约定下从 i 向 j 传递。全体相加时交换项抵消，因此

Ė = −cv
∑
i

q̇2i ≤ 0, E(t) +

∫ t

0

cv
∑
i

q̇i(s)
2 ds = E(0). (5.10)

这一关系也解释了总能量为什么只减不增，而局部色带仍可变厚。图像按 0.001 秒输出
间隔计算，并核验总收支、每个摆的局域收支以及独立矩阵指数解；原始角度、速度、

能量和有向能流均随补充数据保存。

5.3 二至五摆局域二次能量图谱

模态占比说明能量开始时分给了哪些振型，下面再看它怎样分布到各个摆上。2 至
5 摆均取 P1 偏移 −1◦、其余偏移及全部初速度为零，保留完整刚度和原黏性系数，比

较前 8 秒的变化。
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5 能量传递与有限时间谱聚焦 26

局域能量及其占比 按式(5.7)分配局域能量，各摆之和为系统总二次能量：

E(t) =
∑
i

Ei(t) =
1

2
I
∑
i

q̇2i +
1

2
qTKq, ηi(t) =

Ei(t)

E(t)
× 100%. (5.11)

左图画局域能量 Ei 的数值，单位为 µJ；右图画它占当时剩余总能量的百分比。两
图的色带都从下到上对应 P1 至 PN：左图越厚，能量值越大；右图越厚，占比越高。把
两图放在一起，就能同时看清总能量的减少和各摆之间的重新分配。

两个摆：清晰的往返交换。 图5.1中，蓝、橙色带轮流变厚。能量从一端转到另一端后
又返回，总量一直减少。

这就是同相、反相模态叠加产生的拍振。两者频率不同，相对相位缓慢变化，合成

运动便在两个位置轮流增强。频率差约 0.270Hz，对应图中约 3.71 秒的慢变化尺度。
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图 5.1: 双摆局域能量的往返交换。（a）局域能量值；（b）当时剩余总能量中的百分比。蓝、橙分别
为 P1、P2；色带厚度分别表示对应能量值或占比。

三个摆：中间摆能量的反复下降与回升 图5.2中，三个摆都曾在某些时刻占有最多能
量。中间摆的占比反复下降，A 至 D 标出了四处低谷，其中最低约为 6.13%，仍不为
零。下方三条能量曲线分别绘制，便于核对这些时刻的能量值。

这一现象可以从模态叠加来理解：不同模态在中间摆上的位移和速度贡献，有时相

互加强，有时相互抵消，因而中间摆的运动会暂时减弱。
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图 5.2: 三摆局域能量的分配。上方两张色带图和前文的双摆色带图绘制方法相同。下方为三条局
域能量曲线，没有叠加，便于比较各摆的能量变化。图中 A 至 D 标出中间摆能量占比的四处低谷：
百分比图中表现为橙色色带变薄，下方曲线显示这些时刻的能量值，仍不为零。

实验中的短时减弱另见第6.7节。

四个摆：能量可以同时分布在几个位置 图5.3中，两个内侧摆先分得较多能量；约 2秒
时，另一端 P4 的占比升到 71.0%。随后几个摆的色带同时变厚，能量重新分散。
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图 5.3: 四摆局域能量的分布。紫红色带为 P4，其余颜色与前图一致。
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5 能量传递与有限时间谱聚焦 28

五个摆：末端聚集与回流 五摆图中也能看到能量向另一端集中：约 2.52 秒时，P5 的
能量占比达到本段记录中的最大值 76.6%。但能量没有一直留在末端。随后 P5 的色带
变薄，靠近原释放端的色带又逐渐变厚，能量重新向原释放端集中。

与双摆相比，这里的变化不再只有一个清楚的往返节奏。五种模态以不同频率叠加，

在各处形成不同的加强与抵消。若换一个摆释放，初始模态组成也会改变，能量的分布

过程便会随之变化。
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图 5.4: 五摆局域能量的分布。

总量衰减与局域分配 四组的总能量都在减少，各个摆分得的能量也在不断改变。相同

的 1◦ 初始偏移对应不同的 E(0) = K11A
2/2，因为各组 K11 不同。但惯量和黏性系数相

同，8 秒时都剩余约 67.8% 至 67.9%。弱阻尼下，周期平均能量近似按 e−2βt 衰减；总

量变化相近，内部份额却可以很不同。

局域能量的重新分配不代表模态间的能量交换。本例中，每个模态独立演化，En =

I(ȧ2n + ω2
na

2
n)/2 只按 Ėn = −cvȧ

2
n 耗散。一个摆的角度却由多个模态组成，即 qi =∑

n Uinan；计算能量时将它平方，便会出现交叉项。这些项随着相位关系变化，让同一

个摆分得的能量时多时少。

由于成对耦合势能由两端均分，初始没有移动的摆也会分得部分势能。

5.4 自由与移除中间摆的公平对照

两端支点固定在 0 和 160 mm，中间支点在 80 mm。我们比较中间摆自由和移除两
组，端点位置、磁极和其他装置参数不变（图5.5）。各摆使用式(3.24)的完整恢复力、原
黏性阻尼和库仑摩擦。静止附近按驱动力矩与摩擦阈值判断停摆和再起动。

释放操作是抬住左端，等待其余摆停稳，再释放。计算中，先求各组自然平衡 θeq，

再固定左端偏角，使其余摆满足 ∂V /∂θj = 0，所有初速度均为零。两组匹配式(5.1)定义
的初始超额势能。因此两组左端释放角通常不同。这个理想静力初态便于公平计算；真

实静摩擦会使停稳位置略有不同，实拍后应以整组实测初角替换。
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5 能量传递与有限时间谱聚焦 29

L C R

160 mm

Free centre

L R

160 mm

Centre removed

图 5.5: 自由与移除两组对照。L、C、R 表示左端、中间和右端；图示为各组自然平衡附近的构型，
不按尺寸比例绘制。

5.4.1 振幅与峰值时刻

记 qi(t) = θi(t) − θi,eq。为对应肉眼看到的摆动，定义前 T = 8 秒内的最大摆幅和

振幅比

A∗
R(T ) = max

0≤t≤T
|qR(t)|, ρA(T ) =

A∗
R(T )

|qL(0)|
. (5.12)

这里“摆幅”具体指相对自然平衡的最大偏角，不是峰峰值的一半，也不人为提取包络。

它包括释放瞬间已有的偏角，不能把准备阶段的偏移误算成新传入的振动。

能量方面使用式(5.2)定义的末端动能产额。分别记录 A∗
R 与 η∗K 首次达到最大值的

时刻 t∗A、t∗K。它们不必相同：摆到最远处时，速度接近零；动能最大时，摆通常还在途

中。振幅比也不能直接平方后当作传能效率。

据此，用两个差值量化中间摆的提升：

GA = A∗
R,自由 − A∗

R,移除, GC = η∗K,自由 − η∗K,移除. (5.13)

GA 用角度报告，GC 用百分点报告。它们比较共同时间窗内各组自己的峰值，不要求

峰值同时出现；ηK 只计右端动能，并非右端全部机械能或瞬时能流。

5.5 相同初始能量下的端点响应

先看自由组 5° 释放的例子。匹配相同初始能量后，移除组左端偏角约为 5.92°。
图5.6把两组的角度和动能放在同一时间尺度上。

自由组右端最大摆幅约 3.21°，是左端初始偏角的 64.1%；移除组只有 0.53°，振幅
比为 8.9%。中间摆因此带来约 2.68° 的摆幅提升。右端在自由组约 2.02秒摆到最远处，
移除组约 2.31 秒达到自己的最大偏角。两组动能峰值则更早，分别在约 1.76 秒和 2.03
秒出现。只看能量图，会漏掉随后摆到最远处的这一幕。

10° 参考释放时，自由组右端约在 2.02 秒摆到 7.68°；移除组最大只有 3.73°，而且
要等到 6.25 秒。结合表5.1，三个能量档中都是自由组响应更强。不过，“更强”未必总
对应“更早”：若某组运动很弱，早早出现一个小峰，也不能据此判断它传得更快。
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图 5.6: 5° 参考释放的完整含摩擦响应。左列为自由组，右列为移除组；上排为左、右端偏角，下排
为右端动能比例。点与文字分别标记最大摆幅、最大动能及其时刻。两组共用坐标尺度。

表 5.1: 不同释放能量下的完整模型结果。每两行初始能量相同；初角列为实际左端偏角的大小。ρA
与 η∗K 是不同的量，百分数不能混用。

状态 初角/° A∗
R/° ρA/% t∗A/s η∗K/% t∗K/s

自由 3.00 1.45 48.4 1.50 26.3 1.76

移除 3.57 0.17 4.9 0† 0.21 0.76

自由 5.00 3.21 64.1 2.02 43.5 1.76

移除 5.92 0.53 8.9 2.31 0.74 2.03

自由 10.00 7.68 76.8 2.02 60.6 1.75

移除 11.70 3.73 31.9 6.25 10.01 6.58

† 该组最大偏角就是释放瞬间的准备偏移，之后没有超过它；0 秒不能解释成振幅已瞬时传到右端。
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图 5.7: 三个释放能量下的峰值比较。（a）右端最大摆幅；（b）最大动能比例。横轴用自由组初角标
记各能量档，移除组实际初角见表5.1。

5.6 完整轨迹的模态分解

5.6.1 用固定振型分解完整运动

为什么有中间摆时，右端能摆得更大？我们仍可使用平衡点附近的线性振型，但这

次直接分解前面的含摩擦轨迹，不另算一套无摩擦结果。本组各摆惯量相同，取正交振

型

Kun = Iω2
nun, uT

mun = δmn, an(t) = uT
nq(t). (5.14)

于是右端偏角与速度可以精确重构为

qR(t) =
∑
n

uRnan(t), q̇R(t) =
∑
n

uRnȧn(t). (5.15)

初始条件通过 an(0) = uT
nq(0) 决定各分量的起点。振型描述每一部分如何分布到各个

摆；相加时的方向决定它们在右端增强还是抵消。

这里的模态分解有一个限制：含摩擦时，an(t) 已不再各自独立作简谐振动。令非

线性恢复力的剩余部分为 r(q) = ∇V (θeq + q)−Kq，将式(3.24)投影后得到

Iän + cvȧn + Iω2
nan = −uT

n

[
r(q) + τf

]
. (5.16)

右侧仍包含非线性磁力与摩擦。所以，这一步只是用固定振型拆开已经算出的完整运动，

帮助解释各分量怎样相加，并没有把含摩擦模型换成理想简谐系统。

5.6.2 位移与速度的同向叠加

在约 2.017 秒，自由组右端三个偏角分量约为

1.384◦ + 1.442◦ + 0.380◦ = 3.206◦. (5.17)

三个分量同向，右端因此摆到较大的角度。移除组在同一时刻却约为

−2.224◦ + 2.174◦ = −0.050◦, (5.18)
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图 5.8: 5° 参考释放的完整轨迹在振型上的投影。左列为自由组，右列为移除组；上排分解偏角，下
排分解角速度。M1 等按固有频率从低到高编号，深灰线为各分量之和。上排虚线均在 2.017 秒，下
排均在 1.758 秒，分别对应自由组摆幅与动能的峰值附近。

几乎相互抵消。这说明右端摆得小，并不等于所有振型分量都小。

再看稍早的约 1.758 秒，自由组右端的速度分量约为 6.02+ 9.41+ 3.27 = 18.70 ◦/s；
移除组则约为 −9.99+ 9.16 = −0.83 ◦/s。速度也有同样的相加与抵消关系，而动能取决
于这个代数和的平方：

TR = 1
2
I
(∑

n

vn

)2
= 1

2
I
∑
n

v2n + I
∑
m<n

vmvn, vn = uRnȧn. (5.19)

所以，右端摆得最远与动得最快，都可以从分量的同向叠加理解，但发生的时刻不同。

交叉项只反映叠加效果，并不产生额外能量。

移除组的两种固有频率约为 0.7403、0.7820 Hz，自由组则为 0.7608、0.9658、1.2790
Hz。加入中间摆后，频率、振型和等待后的初角都变了。图5.8说明这些变化怎样影响分
量的相加，但还不能把响应提升全部归给线性模态；摩擦同样在决定峰值和停摆时刻。

这个分解适合解释已经发生的运动，能否提前预测，还要另作检验。

5.7 固定总长的间距扫描

保持两端总距离 160 mm，只改变中间支点距左端的距离 x。各位置重新求平衡和

等待后初态，匹配原 80+80 mm、自由组 5° 释放的能量 E0 = 1.00901× 10−4 J，继续保
留完整磁力和原摩擦。先在 40–120 mm 内每 4 mm 扫描，再在 76–84 mm 内每 0.5 mm
细扫。

原 80+80 mm 的最大动能比例约 43.51%，细扫候选 78.5+81.5 mm 约 43.66%，提
高了 0.15 个百分点。摆幅的变化也很小：扫描最大值约 3.22°，原位置已有 3.21°。在这
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图 5.9: 固定总距离的间距扫描。纵轴为前 8 秒右端最大动能比例；虚线标记原等间距位置。正文
只展示整体趋势，局部细扫数据保留用于核验。

组条件下，等间距布置已处于较高响应区域，继续微调的收益远小于保留或移除中间摆

带来的差别。相比追求这点提升，先检验这一较大的对照差异更有意义。

明显偏离中间位置则不同：40+120 mm和 120+40 mm的最大动能比例约为 15.0%
和 11.8%。改变间距会同时改变振型、频率和初态，不能简单认为中间摆越靠近右端越
好。本次结果只针对给定的释放能量、摩擦和 8 秒时间窗，不代表所有条件下的最优位
置。

5.8 末端动能聚焦的静态上界

5.8.1 初始能量与末端参与度的匹配

前面的分解要先知道完整轨迹。我们接着追问：只知道初态、振型和频率，能否先

估计末端动能的上限？先从保守线性系统讨论。设 M,K 正定，初态静止且 q0 ̸= 0，以

E
(2)
0 = qT

0 Kq0/2归一。取质量归一模态 Kϕr = ω2
rMϕr、ϕ

T
r Mϕs = δrs，令 αr = ϕT

r Mq0，

则

q(t) =
∑
r

αrϕr cosωrt. (5.20)

定义两组非负归一权重

pr =
ω2
rα

2
r

2E
(2)
0

, hr = INϕ
2
Nr,

∑
r

pr =
∑
r

hr = 1. (5.21)

pr 表示初态给第 r 模态的能量份额；hr 表示该模态在末端速度坐标中的参与权重。由

末端速度的模态展开，设 br = sgn(αrϕNr)
√
prhr，则

η
(2)
K (t) =

[∑
r

br sinωrt

]2
≤

(∑
r

√
prhr

)2

︸ ︷︷ ︸
S

≤ 1. (5.22)
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5 能量传递与有限时间谱聚焦 34

先用三角不等式和 | sin | ≤ 1，再用柯西–施瓦茨不等式，就得到式(5.22)。其中 S 只由

初态和振型决定，无需先积分运动方程。只有 pr = hr 时，S 才能等于 1。这也说明，把
能量尽量集中到某一个模态未必有利：若这个模态在末端的分量很小，末端响应仍会受

到限制。

5.8.2 有限时间内的实现条件

当 S > 0 时定义

CK(t) =
|
∑

r br sinωrt|∑
r |br|

, η
(2)
K (t) = SCK(t)

2 . (5.23)

S 给出上限，CK 则表示某一时刻接近上限的程度。它同时受正弦幅值和正负抵消影响，

因此不只是相位指标。要真正达到 S，所有 br ̸= 0 的项都须满足 sgn(br) sinωrt = σ，且

共同取 σ = ±1。换句话说，各项不但要同向，还要同时达到各自的速度极值。这比“同

号叠加”更苛刻。于是

1− η
(2),∗
K (T ) = (1− S) +

[
S − η

(2),∗
K (T )

]
(5.24)

右侧第一项表示初始权重与末端权重不匹配造成的差距，第二项表示观察时间内还未达

到 S 的差距。即使没有耗散，也可能出现第二种情况，不能把它当作损失的能量。求

CK(t) 的峰值仍需计算各模态随时间的变化，只是省去了完整非线性方程的积分。

5.8.3 理想镜像链的一个推论

若两端惯量相等、两端模态强度相等，且仅首端位移释放，则 pr = ω2
rhr/Eh(ω

2)，

于是

1− S =
Varh(ω)
Eh(ω2)

. (5.25)

只要末端同时包含多个不同频率，式(5.25)就给出 S < 1。这里讨论的是静止位移释放

后末端能得到多少动能，与冲量传输或位移镜像传输的问题不同。实际基准刚度的镜像

残差约为 0.33%–1.20%，并非严格镜像对称，不能直接套用这个等式。我们用合成镜像
矩阵检查该推论，实际装置的结果仍按式(5.22)计算。

5.9 固定总长下的预先谱预测检验

三摆支点取 [0, x, 160] mm，保留原磁极、地磁、重力和黏性参数，每个几何重求平
衡。以 x = 80 mm、首摆负向 0.5◦ 释放的完整超额势能为共同 Efull

0 ，其他位置调整首

摆角度以匹配该能量；其余初始偏移均为零。此处不加入干摩擦，用于检验小幅恢复力

近似。

检验选取 x = 64, 72, 80, 88, 96 mm 及两组留出位置 68、92 mm，观察时间统一为
T = 8 s。全部谱预测均在这些工况的完整轨迹积分前保存；预先设定的比较标准是峰值
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5 能量传递与有限时间谱聚焦 35

相对误差不超过 5%、峰值时间差不超过 0.10 s。这些数值用于判断预测是否符合预期，
不是实验误差。留出位置没有用于拟合参数或修改判据。 七组峰值误差均小于 0.57%，
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图 5.10: (a) 真实几何约束下的静态界和保守 8 秒峰值；(b) 先保存的黏性谱预测与完整非线性积
分。圆圈标出留出位置。两面板分别采用图中标明的能量分母，(a) 为线性二次能量下的上界，(b)
以完整初始能量比较预测和积分结果。

表 5.2: 几何工况检验。星号为留出位置；两种产额均用完整初始能量归一。

x (mm) 预测产额 (%) 完整模型 (%) 相对误差 (%) 时间差 (s)

64 53.923 53.618 0.568 0.000

68* 62.971 62.643 0.524 0.000

72 70.189 69.861 0.470 0.004

80 78.799 78.424 0.478 0.000

88 75.733 75.418 0.417 0.000

92* 70.411 70.063 0.497 0.000

96 62.593 62.316 0.446 0.000

68 和 92 mm 分别约 0.524% 和 0.497%。峰值时间差最大 0.004 s，即本组一个输出间
隔。x = 68 mm 积分加密后的峰值变化约 5.34× 10−7 个百分点，远小于线性近似偏差。

这里采用先保存谱预测、再计算完整轨迹的顺序。68、92 mm 也曾用于 5◦ 含摩擦

扫描，此次检验的是小幅单点释放与仅黏性的条件。七组结果给出的误差都低于预设标

准，说明在这组小幅条件下，模态信息已能较准确地估计末端峰值。

5.10 非线性恢复力与干摩擦的交叉对照

采用第5节 5° 参考释放的等待后初态，自由组与移除组分别匹配相同完整初始能
量。
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6 实验结果与理论对照 36

为避免把两个变化混为一谈，采用“线性/完整恢复力”与“仅黏性/黏性加干摩
擦”的四种交叉对照；每组的四种模型共享相同初态和完整能量分母。按“线性恢复力
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图 5.11: 相同初态下分开改变恢复力和干摩擦。仅用黏性谱预测不能量化实际含干摩擦装置，完整
模型的数值结果亦不是实验数据。

仅黏性、完整恢复力仅黏性、线性恢复力含干摩擦、完整恢复力含干摩擦”的顺序，自

由组峰值依次约为 78.09%、76.99%、43.82%、43.51%；移除组依次约 50.10%、51.83%、
0.593%、0.740%。这里最显眼的变化来自干摩擦，尤其在移除组中，峰值降幅远大于替
换恢复力模型的影响。因此，若只看到谱预测偏高就归因于非线性失谐，很可能找错主

要原因；比较恢复力的影响时，摩擦条件必须相同。

6 实验结果与理论对照

这一节回到实验。我们先比较二至五摆的角度轨迹，再由实测角度估算各摆的相对

动能分布，并分析空间展宽与频谱结构。固定旧参数的测角方法对照另列于附录B，与
本节采用的参数条件区分。

6.1 完整模型与实验轨迹

第 i 个摆的均方根误差和归一化均方根误差定义为

RMSEi =

√√√√ 1

Ki

Ki∑
k=1

[θsim
i (tk)− θexp

i (tk)]2, (6.1)

NRMSEi =

√∑
k[θ

sim
i (tk)− θexp

i (tk)]2∑
k[θ

exp
i (tk)− θexp

i ]2
. (6.2)

Ki 是第 i 个摆的有效帧数，tk 是第 k 帧时刻。θsim
i 和 θexp

i 分别是理论角度和实验角度，

横线表示实验平均值。RMSE 保留角度量纲，NRMSE 用实验角度的波动尺度归一化，
便于比较不同摆的拟合质量。
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6 实验结果与理论对照 37

6.1.1 二至五摆轨迹对照

图6.1至图6.4把实验角度和有限圆柱模型给出的轨迹画在同一时间轴上。暖橙色点
为视频结果，深灰绿色实线为理论结果。

图 6.1: 二摆实验角度与理论轨迹。
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6 实验结果与理论对照 38

图 6.2: 三摆实验角度与理论轨迹。
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6 实验结果与理论对照 39

图 6.3: 四摆实验角度与理论轨迹。
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6 实验结果与理论对照 40

图 6.4: 五摆实验角度与理论轨迹。
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6 实验结果与理论对照 41

表 6.1: 二至五摆轨迹的逐摆误差

摆数 RMSE / ◦ NRMSE 查表与直接模型的最大角

度差 / ◦

2 0.709，0.809 0.094，0.106 0.00054

3 0.745，0.691，0.817 0.115，0.157，0.126 0.00068

4 0.808，0.608，0.611，0.882 0.120，0.153，0.149，0.137 0.00035

5 0.506，0.754，0.920，
0.704，0.652

0.137，0.283，0.385，
0.252，0.166

0.00029

二至四摆的 NRMSE 为 0.094–0.157，理论曲线基本能跟住主要周期、拍振和衰减
包络。五摆的两端仍较接近，三个内摆的 NRMSE 却增至 0.252–0.385；能量多次转移
后，局部振幅和相位的偏差更明显。为什么内摆偏差较大？各摆阻尼不同、出平面运动

和测角误差都可能有影响，但目前的对照还不能把它们分开。

查表是否引入了明显误差，可以单独检查。表6.1最后一列比较查表轨迹与直接积
分有限圆柱模型的轨迹，最大角度差不超过 6.8× 10−4 ◦，远小于理论与实验之间 0.506–
0.920 ◦ 的 RMSE。可见，查表节省了重复端面积分的时间，而当前可见的轨迹差异主要
不在这里。至于实验能量是否闭合，还需使用角速度和完整势能另作检查。

6.2 实验数据与计算流程

6.2.1 数据来源

本文分析与完整模型参数相对应的四条端点激发轨迹，摆数为 N = 2, 3, 4, 5，释放

端统一记为 P1，接收端为 PN。每组输入由实验角度长表和对应的完整模型参数配置组
成。角度采样率均为 30Hz；记录长度为 22.30–26.60 s。角度零点采用完整模型配置中
的观测偏置。

能量分析沿用轨迹对照中的装置、磁体、惯量和耗散参数，不在这一步重新拟合。

这样，角度比较与能量计算使用的是同一组模型条件。

表 6.2: 四个实验工况及完整模型在真实平衡点的线性频率。频率用于解释频谱和固定模态投影，不
表示当前大幅实验已经处于线性范围。

N 采样率/Hz 记录长度/s E0/mJ 平衡角范围/◦ 理论频率/Hz

2 30 26.60 2.940 −3.073 至 3.084 1.480, 1.817

3 30 25.27 3.321 −3.494 至 3.343 1.475, 1.690, 2.089

4 30 22.30 3.510 −3.682 至 3.692 1.470, 1.629, 1.900, 2.255

5 30 22.37 1.519 −5.575 至 5.403 1.340, 1.504, 1.774, 2.122, 2.490
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6 实验结果与理论对照 42

6.2.2 实验指标的选取

由实测角度求导并代入模型得到的初始能量归一化结果，尚未通过能量收支一致性

检查。因此，本节不报告实验绝对传能效率，也不据此比较不同摆数的传能优劣。以下

主要比较同一时刻各摆的相对动能分布、空间展宽和频谱结构；这些量描述观测到的运

动分配，不替代完整机械能的收支验证。

6.3 实测动能分布与波动指标

6.3.1 相对瞬态动能分布

为了比较同一时刻各摆的运动贡献，定义

r
(T )
i (t) =

Ti(t)∑
j Tj(t)

,
∑
i

r
(T )
i = 1. (6.3)

图 6.5把 r
(T )
i 随时间排列成二维图谱。亮色表示该时刻的动能主要集中在相应摆上。二

摆主要表现为两端反复交替；摆数增加后，亮区同时出现在更多位置，且中间通道持续

参与。图中的细密明暗条纹既包含摆间重新分配，也包含每个摆自身动能与势能的快速

周期交换，因此不能把每一条明暗变化都解释为一次传播事件。

6.3.2 平滑动能占比

为提取热力图中的慢变化，先对每个摆的动能作相同时间窗平均，再定义

pi(t) =
T i(t)∑
j T j(t)

. (6.4)

图 6.6以五摆为例画出全部 pi(t)。各条曲线多次交叉，末端 P5 可以短时占主导，但随
后会下降并让位于其他位置。图中的 IPR 和参与率也持续变化，说明“集中”与“分
散”在观测窗内反复出现。

6.3.3 波动强度、峰间隔与空间局域化

定义各摆平均占比 p̄i = ⟨pi⟩t，再用

Fp =

√√√√〈∑
i

[pi(t)− p̄i]2

〉
t

(6.5)

量化整条链的占比分布波动；Fp 越大，表示动能占比在各摆之间切换越强。末端波动

用 std(pN) 表示。对平滑后的 pN(t) 寻找显著峰，并取相邻峰间隔的中位数，得到 Tpk。

空间逆参与率定义为

IPR(t) =
∑
i

pi(t)
2, Npart(t) =

1

IPR(t)
. (6.6)
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6 实验结果与理论对照 43

图 6.5: 二至五摆的相对瞬态动能分布，颜色标度统一为 0 至 1。低总动能时刻留白。图中可见反复

的亮暗和位置切换，说明动能并非一次到达末端后永久停留，而是在有限链中多次重新分配。

若动能均匀分布在 N 个摆上，则 IPR = 1/N；若几乎集中在一个摆上，则接近 1。

Fp 从二摆的 0.502 降至四摆的 0.381，到五摆又回升至 0.395；末端占比的标准差

则从 0.355 连续降至 0.229。这与图中末端占比波动减弱的现象一致。相比之下，Tpk 变

化很小，快速明暗条纹没有随链长明显拉长。这些条纹混合了局部振动和模态叠加的影

响，用它们的间隔代表整条链的传输时间并不合适。
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6 实验结果与理论对照 44

图 6.6: 五摆平滑动能占比及空间局域化指标。上图为 pi(t)；下图为 IPR 与归一化参与率。折线是
图 6.5的定量补充，但仍只描述动能，不替代完整局域机械能。

图 6.7: 动能图谱的四个量化指标。圆点是四个离散实验工况，连线仅帮助辨认趋势。平均 IPR 随
N 下降最稳定；末端波动也持续减弱。峰间隔集中在 0.667–0.733 s，未呈单调的摆数依赖。
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6 实验结果与理论对照 45

6.3.4 空间分布的定义

每一帧只有二至五个摆的位置，难以据此可靠地拟合连续的高斯包络。更直接的办

法是保留各摆的离散位置：用支点坐标 Xi 和式 (6.4)的权重，定义

xT (t) =
∑
i

Xipi(t), σ2
T (t) =

∑
i

[Xi − xT (t)]
2pi(t). (6.7)

xT 表示平滑动能分布的离散中心，σT 表示空间宽度。对给定的起止时刻，展宽为

∆σT = σT (tend)− σT (tstart). (6.8)

若在首次外传、明显反射之前选取近似线性的一段，则可拟合

v(app)
x =

dxT

dt . (6.9)

它是首次外传区间内的动能中心表观漂移率，不是无限周期链的严格群速度。其数值还

依赖平滑窗、拟合区间、支点坐标和边界反射开始时刻，报告时必须同时给出这些条件。

6.4 末端响应与空间展宽

6.4.1 动能峰值时间与空间分布

为描述末端响应的时间，记观测窗内末端动能首次达到最大值的时刻为 t∗K。表 6.3汇
总峰值时间、动能分布展宽与占比波动指标，比较的是各条录像中的运动特征。

表 6.3: 四个实验工况的末端动能峰值时间、空间展宽与占比波动指标。

指标 N = 2 N = 3 N = 4 N = 5

t∗K/s 1.200 2.200 2.233 1.467

∆σT /mm 8.95 29.96 68.79 87.01

IPR 0.752 0.551 0.448 0.380

Fp 0.502 0.433 0.381 0.395

std(pN ) 0.355 0.294 0.244 0.229

Tpk/s 0.700 0.683 0.733 0.667

t∗K 为 1.200、2.200、2.233 和 1.467 s，不随 N 单调增加。因此，当前实验不支持

“链越长，传递越慢”的简单说法，也不能用链长除以 t∗K 直接称为群速度。

6.4.2 有限链传播量与群速度的区别

若额外假设无限均匀链、相同点质量 m、间距 a，且仅有最近邻平移弹簧刚度 κ，

才得到

ω(k)2 =
g

l
+

4κ

m
sin2 ka

2
, vg(k) =

dω
dk =

κa sin(ka)
mω(k)

. (6.10)
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6 实验结果与理论对照 46

图 6.8: 四摆动能中心与空间宽度。原图中的表观斜率 0.1785 m/s 未附拟合起止区间和误差，故仅
保留图示，不作为已核验的传播速度。中心可因反射和回流而退回。

这个无限链公式与我们的装置有几处关键差别：磁体间存在远邻作用，各摆惯量不完全

相同，平衡位置有偏移，而且链只有二至五个摆。我们得到的是有限个固有频率，还没

有近似连续的波数或窄带波包，因而无法给出唯一的实验群速度。对本装置，更适合直

接比较完整模型或完整 K 给出的有限链响应、能流到达时间，以及实验中的 xT (t)。从

xT 拟合出的斜率仍记为 v
(app)
x 。

6.5 实测频谱与固定模态诊断

6.5.1 短时傅里叶变换

令 qi[n] = θi(n∆t)− θi,eq，采样率 fs = 1/∆t，窗函数为 w[r]，窗长为 Lw，滑窗步

长为 H。短时傅里叶变换为

Xi[p, k] =
Lw−1∑
r=0

qi[pH + r]w[r] exp
(
−2πikr

NF

)
. (6.11)

本文采用 Hann 窗，窗长 2.0 s，重叠比例 90%，并按单边角位移功率谱密度显示

Si[p, k] = ck
|Xi[p, k]|2

fs
∑

r w[r]
2
, ck =

1, k = 0，或NF 为偶数且k = NF/2,

2, 其余单边频率点.
(6.12)

这里 NF ≥ Lw 为变换点数，单边索引为 0 ≤ k ≤ ⌊NF/2⌋。此式采用单边功率谱密度归
一化 [9]。下文用谱图比较频带位置和相对结构，机械能则由角度、角速度及势能单独
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6 实验结果与理论对照 47

计算。Si 的单位为 rad2/Hz。它表示角度信号在时频平面上的谱强度，不是以瓦特为单
位的机械功率，也不能直接当作模态能量。

四摆全局频谱的主要峰位于约 1.5–2.3Hz，见图 6.9；完整刚度矩阵给出的频率为
1.470、1.629、1.900 和 2.255Hz。两者落在相同频段，说明固定模态有助于识别实测频
带。不过，峰高除了受到模态参与程度影响，还与观测位置、振型分量及谱处理有关，

不能直接当成初始模态能量占比。

图 6.9: 四摆角位移全局频谱。彩色折线对应 P1–P4，灰色竖线为完整模型在真实平衡点的线性固
有频率。频率位置用于模态识别，谱峰高度不等于模态机械能。
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6 实验结果与理论对照 48

图 6.10: 四摆角位移 STFT。主要频带在观测窗内持续存在并随耗散减弱；不同通道的频带强度不
同，反映释放初态、振型分量和观测位置共同选择了可见模态。两秒窗无法严格分开所有相近成分，

零填充也不能提高真实频率分辨率。

6.5.2 实验轨迹的模态投影

使用式(4.2)的质量归一基底。为区别等惯量坐标 an，本小节使用 αn = ϕT
nMq；原

图保留其模态编号。将实验偏移投影到固定线性模态基底，得到

αν = ϕT
νMq, α̇ν = ϕT

νMq̇, E (2)
ν =

1

2
(α̇2

ν + ω2
να

2
ν). (6.13)

在线性保守模型中，E (2)
ν 保持不变；实体摆上的局域运动变化来自多个模态的相位叠加。

对于当前含耗散、较大振幅的实验，式 (6.13)只表示“投影到平衡点线性基底后有多少
二次能量”，不能替代式 (3.34)的完整非线性能量。
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6 实验结果与理论对照 49

图 6.11: 四摆的质量归一化振型及实验轨迹的二次模态能量占比。完整矩阵给出四个固定振型；实
验投影中第二模态占比较大，但其他模态仍持续参与。下图是线性基底诊断，不表示非线性系统发

生了严格的模态间能量交换。

6.5.3 完整刚度矩阵的线性重构

对于一般惯量矩阵，式(4.3)写成质量归一形式：

qlin(t) =
∑
ν

ϕν

[
αν0 cosωνt+

α̇ν0

ων

sinωνt

]
. (6.14)

重构使用同一实测初态。图 6.12中，线性重构在初期能跟住主要频率和相位，之后却逐
渐错位，也无法给出实验中的衰减。这并不难理解：这些实验的首摆偏移约为 25◦–36◦，
而第4节的轨迹检验主要针对 1◦ 附近的小幅运动。因此，固定模态在这里适合解释频带

和空间形状，长期轨迹仍需完整的耗散模型。
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6 实验结果与理论对照 50

图 6.12: 四摆实验角位移与完整 K 的保守线性重构。两者使用相同的完整模型释放初态。随时间

增大的幅值与相位差表明，固定线性模型不能精确复现当前大幅、耗散实验；这也限定了群速度和

模态能量解释的适用范围。

6.6 偶数与奇数代表工况

镜像对称的奇数链中，反对称振型满足

ϕiα = −ϕN+1−i,α, (6.15)

所以中心分量为零；但这只约束该反对称模态。实际端点释放还会激发对称模态，中心

摆仍可运动。偶数链没有单独的中心摆，却不意味着所有模态在所有位置都无节点。拍

振同样取决于频率分裂、初态投影和观测位置，而不是由奇偶性单独决定。

五摆相对四摆的 ∆σT 从 68.79 增到 87.01mm，平均 IPR 从 0.448 降到 0.380。问

题在于，从四摆换成五摆，链长与奇偶性同时改变，初态和 E0 也没有严格匹配，仅凭

这两条轨迹无法分清原因。要追问奇偶性的作用，至少应在相同间距、相同无量纲 E0、

相同释放方式和观察时间下，重复多组奇数链与偶数链实验，并在统计比较中同时考虑

链长。
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6 实验结果与理论对照 51

图 6.13: 四摆与五摆代表工况的动能分布和中心通道 STFT。五摆表现出更大的展宽和更低的平均
IPR，中心频带结构也与四摆不同。但两组仅各有一次轨迹，且 E0、释放初态和阻尼并未严格匹配，

因此只能描述差异，不能把差异归因于奇偶性。

6.7 三摆中间摆的短时运动减弱

我们从视频追踪得到的角度曲线中寻找相应现象。以三摆实验 3-3 为例，图6.14标
出的 5.67至 5.97秒内，中间摆的角度变化范围约为 0.70◦，两端分别为 7.17◦ 和 14.68◦。

也就是说，两端仍在明显运动时，中间摆的角度曲线已经接近平坦。局部放大图还能看

到，这段前后它都在明显摆动，角速度也经历了降低后再回升的过程。

曲线确实记录了肉眼看到的短时减弱，但它的成因还不能只凭这张图确定。第4节
的模态叠加提供了一种解释：各分量在中间摆上暂时抵消。然而，这次实验释放角度较

大，又有摩擦，与 1◦ 线性算例的条件不同。要判断模态抵消是否起主要作用，还需在

匹配初态和摩擦条件后作对照。
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图 6.14: 实验 3-3 中间摆的短时运动减弱。（a）释放后前 8 秒的三摆角度；（b）局部角度放大；（c）
同一区间的角速度。灰色区域为 5.67 至 5.97 秒，对应中间摆短时近乎停住的“急停”现象，并非严
格静止。
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7 结论与展望 53

7 结论与展望

磁性牛顿摆的复杂运动，可以从同一套动力学方程逐步理解。保留磁体尺寸、所有

磁体对的作用以及摆体惯量后，模型能描述二至五摆的主要周期、拍振与衰减。查表轨

迹与直接计算的差别远小于理论与实验的差别，因此在本文的精度要求下，可以用预先

计算的势能表代替每一步的端面积分。

改变释放位置，改变的是各模态开始时的组合。三摆、五摆从中心释放时，最高频

模态分别占 83.4% 和 72.5%，这不能只看振型图上的幅度，还要计入频率平方。多个模
态的位移和速度有时相互加强，有时抵消，于是单个摆会暂时慢下来；非负的模态能量

本身却不会互相抵消。主频吻合也不代表整条轨迹都准确，前 8 秒的误差扫描说明，线
性近似随振幅增大而逐渐失效。

在总距和初始能量相同、包含摩擦的模型对照中，保留中间摆明显增强了末端响

应。以 5° 参考释放为例，末端最大摆幅从移除组的 0.53° 增至自由组的 3.21°。固定振
型的分解解释了峰值时各分量怎样同向相加；静态上界则把问题向前推进了一步，使我

们能在完整积分前估计响应。但实际峰值还取决于各分量何时配合，以及摩擦消耗了多

少能量。小幅几何检验支持谱预测在限定条件下使用，干摩擦对照则表明，不能把这一

预测直接搬到所有实验中。

实验记录了往返响应、能量分散和中间摆的短时运动减弱。对这组研究而言，一个

有用的判断是：先比较是否保留中间摆，比追求约 0.15 个百分点的间距优化更有意义。
后续可在相同初始能量、观察时间和耗散条件下重复这一对照，并将参数变化对峰值及

到达时间的影响一并考虑。沿着这条思路，研究还可以扩展到更长的摆链，以及不同磁

体规格下的模态选择与传能。
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附录

A 单摆阻尼参数标定

A.1 模型与拟合方法

移除其余磁摆后，记录三组单摆自由衰减，用同一组参数拟合转折点振幅。固定转

动惯量 I = 9.389337× 10−5 kg m2、重力力矩系数 Kg = 8.20× 10−3 N m，比较常值动摩
擦、线性阻尼、二次速度阻力及其组合：

Iθ̈ = −Kg sin θ + Td, (A.1)

Td = −τf sgn(θ̇)− bθ̇ − c|θ̇|θ̇. (A.2)

系数均非负，τf、b、c 的单位依次为 N m、N m s、N m s2，计算使用弧度。

单摆角度沿用原 ArUco 姿态追踪结果。以平滑序列末尾 20%（至少 12 点）的中位
数确定平衡角，用约 0.08 秒的二阶 Savitzky–Golay 窗口寻找转折点。振幅取自未平滑
角度，在候选峰前后各两帧内取两个极值的中位数；检查正负交替后，保留不小于 1◦

的峰。

模型从每组首个保留峰、零初速度开始积分，按峰序号与实验配对。各组残差除以

峰数的平方根后，采用 soft_l1 稳健损失拟合，尺度为 0.15π/180 弧度；表中 RMSE
按全部峰的未归一化残差计算。积分用 tanh(θ̇/ωs) 近似符号函数，ωs = 0.005 rad s−1。

A.2 耗散形式比较

三组实测频率与小幅理论值 f0 = (2π)−1
√

Kg/I = 1.487338Hz 的相对偏差均小于
1%。七种模型比较时，第三组统一裁去前 20 个已提取峰，共保留 261 个峰。

表中比较分数为 BIC∗ = N ln(RSS/N)+ k lnN，其中 RSS为未加权残差平方和，k
为耗散系数个数；它用来辅助选择模型。τf + b 的分数最低，增加二次项 c 后 RMSE 几
乎不变，因此采用动摩擦与线性阻尼的组合。

A.3 参考参数

为检查第三组早期波动的影响，分别裁去 15、20、25、30 个峰，其余处理相同，结
果见表A.2。
以裁剪 25 个峰的结果作为参考，耗散力矩为

Td = −τf sgn(θ̇)− bθ̇,

τf = 1.08× 10−5 N m, b = 3.80× 10−6 N m s.
(A.3)
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A 单摆阻尼参数标定 57

表 A.1: 同一裁剪条件下七种耗散模型的比较。模型名称只表示保留的非零候选系数，实际力矩形
式见式(A.2)。

模型 RMSE（度） ∆BIC∗

τf + b 1.460 0.00

τf + b+ c 1.460 5.54

τf + c 1.494 12.19

τf 1.576 34.32

b 1.909 134.50

b+ c 1.909 140.06

c 2.791 332.75

表 A.2: 全部已计算的第三组裁剪条件。各行保留的数据不同，RMSE 不能作为同一测试集上的优
劣排名。

裁剪峰数 总峰数 τf（10−5 N m） b（10−6 N m s） RMSE（度）

15 266 1.204 2.101 1.643

20 261 1.076 2.959 1.460

25 256 1.078 3.804 0.702

30 251 1.058 4.101 0.814

对应 256 个峰的包络拟合 RMSE 为 0.702◦。模型比较固定使用裁剪 20 个峰的数据，参
考参数取自 25 个峰的设置，两者分别列出。
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B 测角方法对照与固定参数基线

作为测角定义的检查，我们比较了原有三维姿态处理与图像二维处理。原三维处

理在两次录像中的右摆初角均与画面偏转方向不符。图像二维得到的右摆初角分别为

+1.775◦、+2.308◦，原三维结果为 −5.969◦、−5.206◦。图像二维结果与画面中的轻微右

偏相符，但目视判断只支持方向检查，不能提供精确角度真值；这一现象也不能说明三

维方法普遍不适用。

图B.1比较了两次录像中各摆的完整角度序列及初始局部。两摆在所选片段内均获
得连续有效的二维观测，有效比例为 100%。这反映本批数据的检测连续性，不代表测
角没有系统偏差。

为检查处理方法变化对理论比较的影响，我们固定原有物理参数，不拟合观测零

偏。两方法分别使用各自测得的初角，并均以最初两帧的角度差商估计初速度；后者对

噪声敏感，并非独立测得的释放速度。评分仅采用两方法共同有效的原始观测，排除插

值点，定义

RMSE =

√
1

N

∑
k∈V

[yp(tk)− θp,model(tk)]
2, (B.1)

其中 V 为共同有效样本集合，N 为其样本数，结果以度表示。

表 B.1: 固定原物理参数时的全时段角度 RMSE。比较同时包含观测序列及其初态输入变化的影响。

录像 摆 样本数 旧三维（度） 图像二维（度）

第一次 P1 762 13.307 11.032

第一次 P2 767 15.499 11.135

第二次 P1 831 12.029 9.976

第二次 P2 821 13.965 9.801

改用图像二维后，四条曲线的理论残差都减小了，但仍约为 10–11 度。图B.2显示，
主要改善在于后段整体偏移减小，前段的振荡残差仍很明显。这样的改善有用，却还不

能等同于测角精度提高：物理参数、初态估计和几何偏差都在同时影响理论对照，需要

分别检查。
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图 B.1: 旧三维与图像二维的观测角。左列为全时段，右列为参考帧起 0–0.5 秒；四行依次为第一
次左、右摆和第二次左、右摆。两方法使用相同时间原点，不作时间平移或零点对齐。局部图纵轴

范围分别设置，断线表示无效观测。
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图 B.2: 观测角减理论角的残差。各面板共用纵轴范围，评分与表B.1采用相同样本，缺口不插值连
接。纵轴表示理论残差，而非相对独立角度真值的测量误差。
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C 谱聚焦的补充检验与敏感性

C.1 二至五摆的有限时间聚焦

采用第4节的相邻支点间距 80 mm、首摆相对自然平衡点负向 1◦ 静止释放，其他初

始偏移为零。不同摆数的总链长不同，此比较不等同固定总长的器件效率排名。表中保

守与黏性结果均采用对应二次初始能量归一。本附录线性公式中的 ηK 均指正文的 η
(2)
K ；

完整恢复力结果的归一方式另行注明。 二摆在 8 秒内已接近静态上界，四、五摆则还

表 C.1: 二至五摆基准。所有峰值限制在前 8 秒。

N S (%) 保守峰值 (%) 峰值时刻 (s) 黏性峰值 (%)

2 97.63 97.58 5.538 87.82

3 97.15 86.54 7.559 78.33

4 96.29 74.88 2.394 66.66

5 96.82 76.54 2.518 67.73
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图 C.1: (a) 初始能量的三项分解：前 8 秒达到的末端动能、相对静态界的不足、静态权重失配。(b)
改变观察窗后的保守峰值。上界接近并不意味着同一时间窗内表现接近。

分别差约 21 和 20 个百分点。但五摆的 8 秒峰值略高于四摆，可见“摆越多，聚焦越
差”并不符合这组结果。观察时间也会影响比较：有些模态可能需要更久才接近同向叠

加。有限时间内的最大值、无限时间的上确界，以及能否在某个时刻真正取到上界，是

三个不同的问题。

若记 f(t) =
∑

r br sinωrt、L =
∑

r |br|ωr，网格包含 0, T，最大步长为 ∆，则以

m = maxgrid |f | 得到

m2 ≤ η∗K(T ) ≤ min{S, (m+ L∆/2)2}. (C.1)

由 |f ′| ≤ L 可以估计采样间隙内可能漏掉的峰值。本文基准取 ∆ = 0.001 s，所得上下
界保留在数据表中。这个界约束峰值大小，并不对峰值出现时刻给出同样严格的保证。
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C.2 模态权重与回顾检验
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(a) N = 2  |  S = 0.976
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(b) N = 4  |  S = 0.963
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图 C.2: 二摆与四摆的初始模态能量 pr、末端参与度 hr。归一权重的接近程度决定静态上界，不能

仅凭初态激发了多少个模态判断聚焦强弱。

对于 C = 2βM 的非负比例黏性阻尼，各模态独立耗能；欠阻尼下，令 ωdr =√
ω2
r − β2，末端速度为

q̇N(t) = −
∑
r

ϕNrαr
ω2
r

ωdr

e−βt sinωdrt. (C.2)

每个模态的速度绝对值仍不超过初始模态能量允许的极值，因此 S 仍是此类黏性线性

系统的上界；但 CK 必须改用阻尼后的速度贡献。非比例阻尼、干摩擦和非线性不直接

服从这一固定初始权重的界。回顾检验与已有轨迹使用相同采样时刻，二至五摆峰值的
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图 C.3: 与已有完整非线性恢复力轨迹的回顾比较。两模型使用相同原黏性阻尼，均不含干摩擦；本
图统一除以二次初始能量以检验曲线近似，不作为完整非线性系统的能量上界。

相对误差依次约为 0.57%、0.94%、0.84%、1.27%。另用矩阵指数计算同一线性方程，最
大状态差约为 1.9× 10−14，两种计算实现一致。
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C.3 完整时间窗的成对能流

末端动能指标不依赖局域势能分配；但解释路径时必须明确约定。按第5.2节的非
负二次能量分配，约定 Jij > 0 表示 i → j，Qij =

∫ T

0
Jij dt 为有符号净交换。它与

完整势能均分下的局域量分别使用，净流允许回流抵消。8 秒时，Q12/E0 = 0.6743、
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图 C.4: 三摆、负向 1◦ 单点释放、原黏性阻尼下的全 8 秒账本。(a) 中间摆局域份额；(b) 相邻及
端点直接能流；(c) 累计有符号净交换。10% 虚线是描述性阈值，不是临界物理常数。

Q23/E0 = 0.6945、Q13/E0 = −0.02037。端点直接耦合在此窗内的净交换方向与相邻通

路不同，故不能把全链理解成单向逐级传递，也不能把三项当作互斥的效率百分比。末

端账本为 0.55942 = 0.00708+ 0.69455− 0.02037− 0.12184，依次对应末端最终能量、初

始分配、两条净输入和末端耗散，均除以 E0。

C.3.1 低储能阶段的持续交换

在整个 8 秒窗口内，先按 E2/Etotal ≤ 10% 筛选，再同时要求 J12 > 0, J23 > 0，总

时长约 0.283 s。3.791–3.922 s 为其中一段，平均输入和输出约为 1.79、1.64 µW。阈值
改为 8%、12% 后，总时长分别约 0.066、0.366 s：现象不是仅由一个时刻产生，但持续
时长依赖阈值。

这个例子说明，中间摆存有的能量较少时，仍可能同时有能量流入和流出。它并没

有严格静止，也不是所有低储能区间都恰好收支平衡。实验 3-3 采用了不同幅角和初
态，不能把其中的短时减弱与这里的窗口逐点对应。成对能流还取决于局域能量的分配

约定，这里的解释只适用于本节所选定义。
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C 谱聚焦的补充检验与敏感性 64

C.4 惯量和摩擦扰动下的比较

保持第5节 5° 参考释放的完整初始能量 E0 = 1.00901× 10−4 J、端点总距 160 mm
和 8秒窗口，对自由 x = 80 mm、移除中间摆、自由 x = 78.5 mm三种构型分别计算七
组情景：原参数、共同惯量 ±10%、共同黏性系数 ±20%、共同干摩擦力矩 ±20%，共
21 组。每次重求平衡和等待后初态，保持原重力和磁参数。

每次只改变一种参数，而且所有摆共同改变。上述扰动幅度是为比较而设定的，不

是实测误差，也没有包含多个参数同时波动的情况。尤其是只改惯量而保留重力项，

用于单独观察惯量的作用；它并不对应给真实摆体直接加质量。自由组的峰值范围为

0 10 20 30 40 50
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I x 0.9

I x 1.1

d x 0.8

d x 1.2

F x 0.8

F x 1.2
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I x 0.9

I x 1.1

d x 0.8

d x 1.2

F x 0.8

F x 1.2

(b)

图 C.5: 原完整非线性恢复力、黏性与干摩擦下的 21 组情景。(a) 自由与移除对照；(b) 同一扰动
下 78.5 mm 相对 80 mm 的改善。横轴 (b) 单位为百分点，不是相对百分比。

37.95%–49.44%，移除组为 0.364%–2.095%。在全部规定情景中，自由中间摆的响应均
明显更强。

78.5 mm 相对 80 mm 的提升为 0.123–0.175 个百分点，原参数下为 0.1485 个百分
点。这个小优势在已检查的扰动中都还存在，并非一改参数就消失。不过，它始终远小

于保留与移除中间摆的差别，也不足以把 78.5 mm 称为普遍最优位置。
原参数两种自由构型的 RK4 子步从 4 增至 8 后，峰值最大变化约 0.00568 个百分

点，小于两者差值。21 组的最大能量账本残差为 3.23× 10−5E0。这些核验约束数值误

差，不能取代摩擦参数的独立标定。

C.5 参数与数学边界

C.5.1 参数与数值核验

沿用原库：支点至磁体中心 115 mm，磁体直径 25 mm、厚 3 mm、N52；三摆极
性 +,−,+，移除后两端 +,+。共同惯量 I = 8.24729 × 10−4 kg m2，黏性系数 cv =

4.00692 × 10−5 N m s，干摩擦力矩 5.94392 × 10−5 N m。完整势能保留所有磁体对、重
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C 谱聚焦的补充检验与敏感性 65

力和原配置地磁，未重新拟合。地磁使用原配置上海位置、2026-09-11 及装置方位；不
是本轮实地磁场测量。

几何检验采用 DOP853，rtol = 2× 10−9、atol = 2× 10−12，最大步长 0.025 s，输
出间隔 0.004 s；68 mm 工况进一步加密。所有几何均检查平衡残差、Hessian 步长变化
及采样间隙，最大能量账本残差约 8.31× 10−7E0。干摩擦沿用原静止判定和投影 RK4，
输出 120 Hz、每输出 4 子步，角速度阈值 0.01◦/s，并对代表工况使用 8 子步核验。未
将干摩擦系统当作光滑系统处理。

数值检查包括双摆解析解、非等惯量矩阵指数、带符号耦合的局域收支、无效输入

处理、理想镜像恒等式和阻尼上界。研究所用的 26 个来源文件均记录了哈希，用于核
对版本。数组、预测保存记录、能量归一化说明及核验结果的路径随源包数据索引保存。

C.5.2 简并与初速度

当前二至五摆实际基准的频率互异。存在简并时，逐模态上界可能依赖简并子空间

所选的基底。可先按相同频率合并 br，再使用

ηK(t) =

[∑
λ

Bλ sin(
√
λt)

]2
, Bλ =

∑
r:ω2

r=λ

br, Sinv =

(∑
λ

|Bλ|

)2

≤ 1. (C.3)

其值不依赖简并子空间内部的正交换基。近简并但不同的频率不能任意合并，否则会抹

去长期相位差。

若初速度非零，模态初速度 νr = ϕT
r Mq̇0需保留，模态速度为 νr cosωrt−ωrαr sinωrt，

初始模态能量为 (ν2
r +ω2

rα
2
r)/2。本文静止释放的数值权重不能直接用于这类初态。S = 0

时末端线性响应恒为零，代码将实现因子约定为零以避免除零。
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D 摆杆参数计算与数值检查 66

D 摆杆参数计算与数值检查

D.1 摆杆的三点取轴、转动惯量与重力力矩

摆杆并不是规则细棒，而且 STL 原点未必就在轴孔中心，直接绕模型原点求惯量
容易用错转轴。我们先对网格积分，求出质心和惯性张量，再用轴孔圆周上的三点确定

实际轴线。下面按 MATLAB 计算说明列出步骤。质量用 m 表示，与正文的惯量矩阵

M 区分。

D.1.1 由 STL 网格求质量分布

STL 用三角面片表示物体表面。对闭合、面片朝向一致的网格，设第 k 个面片的

顶点为 ak, bk, ck，它与原点构成的有向四面体体积为

Vk =
1

6
ak · (bk × ck), V =

∑
k

Vk, C =
1

V

∑
k

Vk

4
(ak + bk + ck). (D.1)

其中 C 为均匀密度模型的质心。求和须保留各项的符号，不能逐项取绝对值。采用朝

外的面片顺序时，总体积应为正。

用实测质量确定等效密度 ρ = m/V。为写清惯性张量的计算，令 sk = ak +bk +ck，

体积二阶矩为

Q =

∫
V

xxT dV =
∑
k

Vk

20

(
sks

T
k + aka

T
k + bkb

T
k + ckc

T
k

)
. (D.2)

以 13 表示三阶单位矩阵，绕模型原点和绕质心的惯性张量分别为

IO = ρ [tr(Q)13 −Q] , (D.3)

IC = IO −m
[
(CTC)13 −CCT] . (D.4)

坐标先统一换算为米，质量用千克。实测总质量只能校准总量；若打印件填充不均匀，

或模型中混有磁铁、螺钉等不同材料，就应分部件计算，不能仅靠一个等效密度恢复真

实质量分布。

D.1.2 用轴孔圆周上的三点确定转轴

在轴孔同一圆形截面的圆周上选取三个不共线点 P1,P2,P3。三点须属于同一圆周；

圆柱侧面上任取三点并不能确定轴线。记

u = P2 − P1, v = P3 − P1, w = u× v. (D.5)

圆面法向和圆心分别为

n =
w

∥w∥
, (D.6)

Pc = P1 +

(
∥u∥2v − ∥v∥2u

)
×w

2∥w∥2
. (D.7)
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D 摆杆参数计算与数值检查 67

于是轴线为 Pc + λn。选点时应尽量分散；三点接近共线会使分母很小，放大选点误差。

计算后可检查三个点到 Pc 的距离是否相等，以及 n 是否同时垂直于 u 和 v。

D.1.3 换算到实际转轴

令 r = C − Pc，去掉其沿轴方向的分量，得到质心到轴线的垂直距离

d = ∥r − (r · n)n∥ . (D.8)

由平行轴定理，摆杆绕该轴的转动惯量为

Irod = nTICn+md2. (D.9)

这里用的是质心到轴线的距离，不能直接用质心到圆心或 STL 原点的距离代替。将圆
心沿轴线平移，或把 n 换成 −n，算出的惯量都应不变。

对于正文采用的水平转轴，以摆杆质心位于轴下方时为 θ = 0，重力势能和恢复力

矩为

Vg,rod = mgd(1− cos θ), τg,rod = −mgd sin θ, KG = mgd. (D.10)

KG 是重力力矩的系数，实际力矩还含 − sin θ。若转轴倾斜，则应先取重力在垂直于轴

线的平面内的分量；一般式为 τg = n · [r(θ)×mg]，不能直接套用 KG = mgd。

摆杆算得的 Irod 和 KG 分别计入正文 Ii 和 Gi。磁铁与夹具若未包含在摆杆模型中，

需要另加；若已分材料计入，则不再重复计算。各部件的重力项应按实际质心方向合成，

只有零角度时各质心都位于转轴下方的同一径向线上，才可直接把各自的 mgd 相加。

D.2 主要符号

符号 含义 单位

θi, qi 相对竖直角、相对自然平衡偏角 rad

Ii,M 绕实际支点的惯量、惯量矩阵 kg m2

Gi, K 重力力矩系数、平衡点刚度矩阵 N m

ci, C 黏性阻尼系数、阻尼矩阵 N m s

di 相邻支点间距 m

τf,i 库仑摩擦力矩的大小 N m

Uin, ϕin 单位正交、质量归一模态分量 依归一化

an, αn 等惯量、质量归一模态坐标 依归一化

E0, E
(2)
0 完整初始超额能量、初始二次能量 J
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D 摆杆参数计算与数值检查 68

符号 含义 单位

ηK , r
(T )
i 末端动能相对初始能量、瞬时动能占比 1

E loc
i , E

(2)
i 完整势能均分局域能量、非负二次分配 J

Ji→j, Qi→j 有向瞬时能流、有符号累计交换 W、J

S,CK 静态聚焦上界、有限时间实现因子 1

xT , σT 离散动能中心、空间宽度 m

个别保留图中 d 或 b 表示黏性系数，模态与传能部分记为 ci；标定附录的 b, c 分别

表示线性和二次速度阻力。查表相对转角 β 与模态衰减率也分属不同语境，不相互代

入。

D.3 各类结果的参数边界

结果组 条件及解释范围

小幅模态基准 2–5摆，间距 80 mm，磁心距 115 mm，25 mm直径、3 mm厚 N52
磁体；I = 8.247290711× 10−4 kg m2，ci = 4.0069177971× 10−5

N m s。能量图取首摆 −1◦、其余自然平衡、零初速度，仅黏性，

前 8 秒。

自由与移除 端点总距 160 mm，等待后初态，匹配完整 E0；保留全部磁体

对和原地磁、黏性、干摩擦。参考干摩擦力矩 5.94392× 10−5 N
m，角速度阈值 0.01◦/s。

谱几何检验 x = 64, 68, 72, 80, 88, 92, 96 mm，80 mm 的 −0.5◦ 单点释放作

能量参照；仅黏性，前 8 秒，各几何重新求平衡。先保存预测
再积分，与既有 5° 摩擦扫描区分。

实测传能 2–5 摆各一条代表角度记录，30 Hz，记录长 22.30–26.60 s；按
各组重放参数和初态计算，E0 见表6.2。重放配置库仑项为零，
不与含干摩擦预测合并。

单摆标定 I = 9.389337× 10−5 kg m2，Kg = 8.20× 10−3 N m；与多摆基
准不是同一惯量。参数换算沿用原配置，已含装置倍率 2.3，不
重复相乘。20
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D 摆杆参数计算与数值检查 69

D.4 主要数值检查

自由与移除主对照输出 120 Hz，每步两个 RK4 子步；5° 两组加密至 240 Hz 后，
最大摆幅变化小于 0.0003°，峰时变化不超过 0.0042 s。间距粗扫、细扫及候选点核验
依次用 1/120、1/240、1/480 s 步长，候选点能量账本残差小于 10−5E0。谱几何检验

的 DOP853 容差、步长及账本误差见附录C；主频提取和线性范围的分析分别见第4.6、
4.8节。
减小步长可以检查离散误差，却不能检验装置参数是否测准。基础模型、单摆标定、

线性谱和干摩擦计算使用不同求解器，复算时应按各自的设置执行。
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E 核心代码摘录 70

E 核心代码摘录

下面摘录三个计算环节的代码：从势能表求角度梯度、计算模态权重、求有限时间

响应。前者来自 step1_model/system_model.py，后两者来自 spectral.py。源包附
有原文件副本和 SHA-256，具体来源见核心代码/来源.json。

这些 Python 代码用于模态、传能和谱检验；第3节的基础轨迹求解使用 MATLAB
ODE113。复算时按对应任务选用。

E.1 磁势能查表与角度梯度

以下为 potential 方法中的核心累加过程。每个 record 包含一对磁体及其相对
几何；查表返回单位磁化强度下的势能与 (s, ρ, β) 梯度。链式法则将其变成两摆角度梯

度，再累加到总势能梯度，对应式(3.28)。此段使用前文已建立的配置、几何雅可比与
查表对象，不能脱离模型类单独运行。

59 for table, records in lookup_groups.values():
60 coordinates = np.array([[item[4].s_m, item[4].rho_m, item[4].beta_rad] for item in

records])
61 kernel_values, kernel_gradients = table.evaluate_many(coordinates)
62 for record, kernel_u, kernel_grad in zip(records, kernel_values, kernel_gradients):
63 i, j, pi, pj, geom = record
64 scale = pi.polarity * pj.polarity * pi.magnetization_A_per_m * pj.

magnetization_A_per_m
65 energy_ij = scale * kernel_u
66 gradient_angles = scale * (geom.jacobian.T @ kernel_grad)
67 magnetic += energy_ij
68 pair_energy[i, j] = pair_energy[j, i] = energy_ij
69 pair_gradients[i, j, :] = gradient_angles
70 pair_gradients[j, i, :] = gradient_angles[::-1]
71 gradient[i] += gradient_angles[0]
72 gradient[j] += gradient_angles[1]

保守驱动力矩取总势能梯度的负值；总梯度在此前已包含重力和地磁项：

83 def conservative_drive_torque(self, theta: np.ndarray) -> np.ndarray:
84 return -self.potential(theta).gradient_Nm

energy_ij 单位为 J，gradient_angles 单位为 N m。成对循环只遍历 i < j，避免重

复计入相互作用。
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E 核心代码摘录 71

E.2 质量归一模态与静态聚焦上界

输入为对称正定刚度矩阵 K、转动惯量数组 m 和静止释放偏角 q0。数组 m 在此
表示 Ii，不是质量；q0 以弧度给出。eigh 直接解广义本征问题，并返回质量归一振型。
p 与 h 分别对应初始模态能量份额和末端参与权重，S 为式(5.22)的静态上界。

2 import numpy as np
3 from scipy.linalg import eigh
4

5

6 def spectrum(K,m,q0):
7 K=np.asarray(K,float);m=np.asarray(m,float);q0=np.asarray(q0,float)
8 if K.shape!=(len(m),len(m)) or q0.shape!=m.shape or np.any(m<=0):
9 raise ValueError('incompatible shapes or nonpositive inertia')

10 if not np.all(np.isfinite(K)) or not np.allclose(K,K.T,rtol=1e-12,atol=1e-14):
11 raise ValueError('K must be finite and symmetric')
12 lam,phi=eigh(K,np.diag(m))
13 if min(lam)<=0:raise ValueError('stable positive-definite K required')
14 w=np.sqrt(lam);alpha=phi.T@(m*q0);E0=.5*np.sum((w*alpha)**2)
15 if E0<=0:raise ValueError('nonzero rest-release energy required')
16 p=(w*alpha)**2/(2*E0);h=m[-1]*phi[-1]**2
17 b=np.sqrt(m[-1]/(2*E0))*w*alpha*phi[-1]
18 B=np.abs(b).sum();S=B**2
19 if S>1+1e-10:raise ArithmeticError('Cauchy bound violated')
20 return dict(K=K,m=m,q0=q0,w=w,phi=phi,alpha=alpha,E0=E0,p=p,h=h,b=b,S=S,B=B)

返回值 E0 为 E
(2)
0 ，不能与完整非线性超额势能混用。若需用完整初始能量归一，须明

确乘入 E
(2)
0 /Efull

0 ；转换后的线性预测仍不构成完整非线性系统的上界。
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E 核心代码摘录 72

E.3 比例黏性响应与窗口峰值

response 使用静止初态及 C = 2βM 的欠阻尼解；beta=0 给出保守响应。返回数
组的行对应时间、列对应摆。peak_metrics 搜索给定窗口的末端动能峰值，同时给出
静态失配、实现因子和网格误差上界，与附录C的误差说明一致。

23 def response(z,t,beta=0.):
24 """Rest release; C=2 beta M, underdamped only. Returns q and angular velocity."""
25 if beta<0 or beta>=min(z['w']):raise ValueError('nonnegative underdamped beta required')
26 t=np.asarray(t);w=z['w'];wd=np.sqrt(w*w-beta*beta);dec=np.exp(-beta*t[:,None])
27 s=np.sin(t[:,None]*wd);c=np.cos(t[:,None]*wd)
28 a=z['alpha']*dec*(c+beta/wd*s)
29 av=-z['alpha']*dec*w*w/wd*s
30 return a@z['phi'].T,av@z['phi'].T
31

32

33 def peak_metrics(z,t,beta=0.):
34 q,v=response(z,t,beta);eta=.5*z['m'][-1]*v[:,-1]**2/z['E0']
35 i=int(np.argmax(eta));w=z['w'];wd=np.sqrt(w*w-beta*beta)
36 g=np.exp(-beta*t[:,None])*w/wd*np.sin(t[:,None]*wd)
37 terms=g*z['b'];den=np.abs(terms[i]).sum()
38 # C measures absolute realization relative to modal speed limits, not pure phase.
39 C=np.sqrt(eta[i]/z['S']) if z['S']>0 else 0.
40 L=float(np.sum(abs(z['b'])*w/wd*(wd+beta)))
41 upper=min(z['S'],(np.sqrt(eta[i])+L*np.max(np.diff(t))/2)**2)
42 return dict(eta=float(eta[i]),time=float(t[i]),S=float(z['S']),C=float(C),
43 bound_gap=float(z['S']-eta[i]),weight_loss=float(1-z['S']),
44 grid_upper=float(upper),grid_error_bound=float(max(0,upper-eta[i])),
45 cancellation_ratio=float(abs(terms[i].sum())/den) if den else 0.,
46 terms_at_peak=terms[i].tolist()),q,v,eta

调用时 t须为严格递增的一维数组，至少含两点并覆盖 [0, T ]的两端。峰值时刻是采样

网格上的时刻；grid_upper 约束峰值大小，不给出同等严格的峰时误差界。该解析响
应不包含干摩擦、非比例阻尼或非线性恢复力。
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