
1 

 

 

 

 

  

参赛学生姓名 ： 祝乙可 

   
中 学 ： 重庆市育才中学校 

   
省 份 ： 重庆市 

   
国 家 / 地 区 ： 中国 

   
指导老师姓名 ：  

   

张程鑫、王田丽

指导老师单位 ： 重庆市育才中学校 

   
论 文 题 目 ： 胶囊弹跳中的平动和转动能量分配： 

   

  对能均分的趋近与系统偏离 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



2 

姿态角由力学约束下的能量圆(相空间) 姿态角随机游走下的能量圆(相空间) 

胶囊弹跳中的平动和转动能量分配：

对能均分的趋近与系统偏离

祝乙可

摘要

能均分是热力学与统计物理的基础原理，其本质是哈密顿量中的平方项每个自由度有
1
2
𝑘𝑘𝑘𝑘的能量。多数研究聚焦大量微观粒子的统计学规律，难以直观的展示不同自由度尤其是

平动和转动自由度的相互转化和能均分特征。这给中学生和本科生对于基础物理机制的理解

带来挑战，也限制了能均分原理在教学和应用中的推广。为解决这一问题，本研究以两端实

心半球、中间实心圆柱构成的胶囊形刚体为研究对象，将抽象的能均分现象转化为可观测的

宏观力学行为，旨在直观揭示能均分的普适特征与物理根源。本研究中，二自由度分别为竖

直平面内的转动自由度和竖直方向上的平动自由度，当出现下一次弹跳高度超过上一次时，

就可以得知在二自由度之间发生了转动能量向平动能量的转化。

理论上，我们建立胶囊刚体的理想和有恢复系数两种碰撞动力学模型，引入长径比无量

纲参数，推导能量坐标下碰撞反射关系。通过数值模拟，研究表明能均分需要满足碰撞次数

充分多、碰撞姿态角独立分布两个条件；首次发现物理仿真中受动力学关联与弹跳约束影响，

系统长期平均能量会偏离能均分，偏离程度由几何体参数决定，细长构型更趋近能均分。揭

示物理仿真偏离能均分的内在机制，该偏差是反射轴几何约束、角速度-姿态角动力学耦合、

质心向上弹跳约束共同作用的稳态动力学结果，不依赖释放的初始条件。为检验理论预测，

我们设计并搭建了胶囊刚体旋转释放系统，追踪连续碰撞下反弹速度、角速度和高度演化，

每次碰后用平动动能占总动能的百分比进行多次平均，验证单次碰撞一般无法实现能均分，

多次随机碰撞平动动能才会渐近趋于 59.7%的占比，与理论预测力学约束下会系统性偏离严

格的能均分一致。本文设计的刚体旋转释放平台还可用于研究非球形刚体弹跳碰撞动力学、

多体碰撞等更丰富的能均分现象，这一宏观力学类比为研究能均分提供了新的思路。

关键词：能均分；胶囊刚体；非对称弹跳；碰撞动力学；恢复系数
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1 引言 
球形刚体在水平面上反复弹跳时，若忽略空气阻力，由于碰撞过程中机械能的耗散，其

弹跳高度随碰撞次数增加而单调递减。然而，胶囊形刚体的弹跳行为却呈现出截然不同的特

征——在特定初始条件下，其反弹高度不仅不会下降，反而可能超过释放高度[3,4,5,6] 。这一源

于第 34 届国际青年物理学家锦标赛（IYPT）的命题[6] ，打破了“反弹高度必低于释放高度”

的直观认知，揭示了非球形状刚体在与地面碰撞过程中平动动能与转动动能之间的耦合转化

机制。 

针对该现象，近年来研究者已从实验观测、理论推导和数值模拟等多个层面展开了系统

探索。Yao等[5]通过构建胶囊形刚体的碰撞动力学方程，系统分析了着陆速度、姿态角与角速

度对反弹高度的影响，推导出反弹高度等于释放高度的临界条件，并给出了三维相图，指出

在足够大的初始角速度下，胶囊总能找到合适的姿态角实现“超反弹”。Pang 等[4]引入了串

行恢复系数（包含质心速度恢复系数、接触点速度恢复系数及角速度恢复系数）与自旋参

数，结合 ANSYS 仿真与 Tracker 实验追踪，发现碰撞后自旋方向的变化可由自旋参数的取值

判定，并指出只有当三类恢复系数同时满足特定阈值时，才能稳定观测到反弹超高的现象。

韩已宁等[3]将胶囊简化为棒状模型，基于能量守恒与角动量定理推导了多次碰撞的递推公

式，并通过 Mathematica编程计算表明，初始角速度越大、碰撞前姿态角越小，冲量矩的力臂

越大，转动能向平动能的转化越充分。Li 等[7]则从力学建模的精度出发，系统比较了基于冲

量定理的解析模型与基于赫兹接触理论的数值模型，发现冲量模型因假定碰撞全程单向滑动

而难以处理摩擦的滑移-黏滞转变，导致角速度预测偏差较大；而赫兹模型因精细刻画了碰撞

过程中法向力与切向摩擦的瞬态演化，与高速摄影实验数据吻合更好。 

尽管上述研究已对胶囊弹跳的物理机制和临界条件有了较为深入的探讨，但其关注焦点

多集中于单次碰撞或前两次碰撞的能量转化条件，侧重于回答“何种初始条件下反弹更高”

这一问题，而对多次随机碰撞后能量在平动与转动两个自由度之间的长期统计分配规律尚缺

乏系统研究。事实上，随着碰撞次数的增加，胶囊的姿态角与角速度不断演化，平动与转动

之间的能量交换呈现复杂的非线性特征。 

本研究旨在通过系统的实验研究对照数值模拟填补这一空白。我们设计并搭建了胶囊刚

体旋转释放系统，利用 1920 帧的手机高速摄像，追踪连续碰撞下反弹速度、角速度和高度演

化规律，我们验证了单次碰撞一般无法实现能均分，并首次发现在力学约束下，多次碰撞的

平动动能占比会系统性偏离严格的能均分。经过数值模拟，发现平动和转动二自由度能均分

需要满足碰撞次数充分多、碰撞姿态角独立分布两个条件。 

本文结构如下：第 2 节建立胶囊碰撞动力学模型，包括几何关系、转动惯量与弹性碰撞

守恒律；第 3 节研究能均分现象，先给出特殊初始条件下的平均平动动能公式，再证明一般

初始条件下每次碰撞在能量坐标下等价于一次反射，进而论证姿态角独立同分布时多次碰撞

的长期均分，最后用四种数值方案（时间平均与系综平均、单次与多次碰撞、姿态角独立与

相关）检验该前提的适用性；第 4 节详细介绍实验系统设计与主要验证结果。最后，第 5 节

总结全文并展望未来研究。 
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2 胶囊动力学分析 

2.1 胶囊碰撞模型建立 

2.1.1 几何建模与碰撞守恒律 

将胶囊简化为由一个圆柱与两个相同半球组成的均匀几何体，其纵截面为矩形（长 𝐿𝐿、
宽 2𝑅𝑅）与两个半圆。设胶囊质心为 𝑂𝑂，长边与水平方向的夹角为 𝜃𝜃，质心与接触点 𝑃𝑃 的距离

为 𝑥𝑥，𝑂𝑂𝑂𝑂 与水平方向的夹角为 𝛼𝛼。忽略空气阻力与界面摩擦，平动只有竖直速度， 转动只在

竖直平面内。 

速度以竖直向上为正，角速度以逆时针为正。姿态角  𝜃𝜃  取带符号值，其大小 
|𝜃𝜃| ∈ [0,𝜋𝜋/2] 为长边与水平方向的夹角，其符号标定接触侧。为便于表述，定义取值函数 

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
 1, 𝑥𝑥 > 0,
 0, 𝑥𝑥 = 0,
 −1, 𝑥𝑥 < 0,

 (2-1) 

即按自变量 𝑥𝑥 的正、零、负分别取 1、0、−1。于是 𝑓𝑓(𝜃𝜃) = +1 表示 𝜃𝜃 > 0（左端较低、

接触点位于 −𝑥𝑥 侧），𝑓𝑓(𝜃𝜃) = −1 表示 𝜃𝜃 < 0（接触点位于 +𝑥𝑥 侧），𝑓𝑓(𝜃𝜃) = 0 对应 𝜃𝜃 = 0 的
水平姿态。接触点相对质心的水平力臂记为 𝑎𝑎（带符号），其幅值 |𝑎𝑎| = 𝑥𝑥cos𝛼𝛼，符号由接触

侧决定：𝑎𝑎 = 𝑠𝑠  𝐿𝐿
2

cos𝜃𝜃，𝑠𝑠 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃)。 

有效力臂定义为带符号量 𝑎𝑎(𝜃𝜃) ≡ 𝑠𝑠 𝑥𝑥(𝜃𝜃)cos𝛼𝛼(𝜃𝜃)，𝑠𝑠 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃)。由 2.1.1 的几何关系，令 

𝜙𝜙 = arcsin(𝑅𝑅cos𝜃𝜃/𝑥𝑥)，展开 cos𝛼𝛼 = cos(𝜙𝜙 + 𝜃𝜃)，并利用 𝑥𝑥2 − 𝑅𝑅2cos2𝜃𝜃 = �𝐿𝐿
2

+ 𝑅𝑅sin𝜃𝜃�
2
，得 

 𝑥𝑥(𝜃𝜃)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃) =
𝐿𝐿
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

 (2-2) 

即有效力臂的幅值 𝐿𝐿
2

cos𝜃𝜃 与 𝑅𝑅 无关，仅由圆柱长度 𝐿𝐿 决定，故 

 𝑎𝑎(𝜃𝜃) = 𝑠𝑠 
𝐿𝐿
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃)  

𝐿𝐿
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

 (2-3) 

 

 

图 1 胶囊触地几何关系 
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由余弦定理得 

 𝑥𝑥2 = 𝑅𝑅2 +
𝐿𝐿2

4 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝜃𝜃 +
𝜋𝜋
2
� = 𝑅𝑅2 +

𝐿𝐿2

4 + 2𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅  (2-4) 

故 

 𝑥𝑥 = �𝑅𝑅2 +
𝐿𝐿2

4 + 2𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 (2-5) 

几何关系给出 

 𝛼𝛼=arcsin𝑅𝑅𝑥𝑥cos𝜃𝜃+𝜃𝜃 (2-6) 

碰撞瞬间地面在接触点 𝑃𝑃 施加竖直向上的法向冲量，水平方向无外力，故碰撞前后质心

速度 𝑣𝑣0、𝑣𝑣1 均沿竖直方向。对弹性碰撞，由能量守恒与对 𝑃𝑃 点的角动量守恒（𝐿𝐿𝑃𝑃 = 𝐿𝐿𝑃𝑃′ ，标

量形式 𝐼𝐼0𝜔𝜔0 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣0 = 𝐼𝐼0𝜔𝜔1 − 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑣𝑣1）： 

 �
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣0

2 +
1
2 𝐼𝐼0𝜔𝜔0

2 =
1
2𝑚𝑚𝑣𝑣1

2 +
1
2 𝐼𝐼0𝜔𝜔1

2

𝐼𝐼0(𝜔𝜔1 − 𝜔𝜔0) = 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0)
 (2-7) 

其中 𝑎𝑎 为带符号的有效力臂。式 (1) 中能量方程为二次，一般存在两支解，分别为初态

解和末态解。 

2.1.2 转动惯量计算 

圆柱长度 𝐿𝐿，半径 𝑅𝑅，两端半球半径 𝑅𝑅，总质量 𝑚𝑚，体密度 𝜌𝜌。转动轴为垂直于长轴（圆

柱对称轴）、通过整体质心 𝑂𝑂 的轴。 

刚体绕固定轴旋转的转动惯量为 

 𝐼𝐼 = ∫ 𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑟𝑟2𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑑𝑑 (2-8) 

经过计算（见附录 A ），胶囊的转动惯量为 

 𝐼𝐼0 = 𝐼𝐼𝑐𝑐 + 2𝐼𝐼ℎ,total =
1

12𝑚𝑚𝑐𝑐(3𝑅𝑅2 + 𝐿𝐿2) + 2𝑚𝑚ℎ �
2
5𝑅𝑅

2 +
𝐿𝐿2

4 +
3𝐿𝐿𝐿𝐿

8 � (2-9) 

其中 𝑚𝑚𝑐𝑐 = 𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿
𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿+43𝜋𝜋𝑅𝑅

3 𝑚𝑚，𝑚𝑚ℎ =
2
3𝜋𝜋𝑅𝑅

3

𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿+43𝜋𝜋𝑅𝑅
3 𝑚𝑚。上式可等价地写为 

 𝐼𝐼0 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 �
8

15𝑅𝑅
5 +

3
4 𝐿𝐿𝑅𝑅

4 +
1
3 𝐿𝐿

2𝑅𝑅3 +
1

12 𝐿𝐿
3𝑅𝑅2� (2-10) 
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3 能均分现象 

3.1 特殊初始条件：二自由度下的转动动能与平动动能相等 

记 𝑚𝑚 为胶囊质量，𝐼𝐼0 为绕过质心 𝑂𝑂 的转动惯量（见 2.1.2），𝑣𝑣0,𝑣𝑣1 与 𝜔𝜔0,𝜔𝜔1 分别为碰撞

前后的质心速度与角速度，𝜃𝜃 为姿态角（带符号，见 2.1.1）。假设模型为竖直平动和竖直平

面转动的二自由度系统。 

为了研究单次碰撞后平动动能与转动动能的相互转化，设碰撞前平动动能与转动动能相

等，
1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣02 = 1

2
𝐼𝐼0𝜔𝜔0

2（𝑣𝑣0 取正值）。引入无量纲常数 

 𝑘𝑘 ≡
𝐿𝐿
2�

𝑚𝑚
𝐼𝐼0

 (3-1) 

由初始条件有 |𝜔𝜔0| = 2𝑘𝑘
𝐿𝐿
𝑣𝑣0。自旋方向与姿态角可同向或反向，用取值函数 𝑓𝑓 定义 

 𝜒𝜒 ≡ 𝑓𝑓(𝜃𝜃) ⋅ 𝑓𝑓(𝜔𝜔0) = ±1 (3-2) 

𝜒𝜒 = +1 表示同向，𝜒𝜒 = −1 表示反向。结合 |𝜔𝜔0| = 2𝑘𝑘
𝐿𝐿
𝑣𝑣0 与 𝜒𝜒 的定义，碰前状态满足 

 𝑓𝑓(𝜃𝜃) ⋅
𝐿𝐿

2𝑘𝑘  𝜔𝜔0 = 𝜒𝜒𝑣𝑣0 (3-3) 

由 (1) 第二式及 𝑎𝑎 = 𝑠𝑠 𝐿𝐿
2

cos𝜃𝜃（𝑠𝑠 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃)）： 

 𝜔𝜔1 = 𝜔𝜔0 +
𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐼𝐼0

(𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0) = 𝜔𝜔0 − 𝑓𝑓(𝜃𝜃)  
2𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

𝐿𝐿 (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0) (3-4) 

利用 𝐼𝐼0𝜔𝜔0
2 = 𝑚𝑚𝑣𝑣02，并由上式及 𝑓𝑓(𝜃𝜃) 𝐿𝐿

2𝑘𝑘
𝜔𝜔0 = 𝜒𝜒𝑣𝑣0 得 𝑓𝑓(𝜃𝜃) 𝐿𝐿

2𝑘𝑘
𝜔𝜔1 = 𝜒𝜒𝑣𝑣0 − 𝑘𝑘cos𝜃𝜃 (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0)，

能量方程化为 

 𝑣𝑣12 + [𝜒𝜒𝑣𝑣0 − 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0)]2 = 2𝑣𝑣02 (3-5) 

展开并因式分解，得 

 (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0)[(1 + 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)𝑣𝑣1 + (1 − 2𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 − 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)𝑣𝑣0] = 0 (3-6) 

因子 (𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0) 对应平凡解（碰撞前后状态不变），舍去后得 

 𝑣𝑣1(𝜃𝜃) = −
1 − 2𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 − 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃

1 + 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃  𝑣𝑣0 (3-7) 

记初始平动动能  𝐸𝐸𝑘𝑘0 = 1
2
𝑚𝑚𝑣𝑣02，它等于初始转动动能。由于碰前两自由度动能相等 

（𝐸𝐸𝑘𝑘0 = 𝐸𝐸𝑟𝑟0），碰后平动动能相对 𝐸𝐸𝑘𝑘0 的比值 𝐸𝐸𝑘𝑘′/𝐸𝐸𝑘𝑘0 与转动动能相对值 𝐸𝐸𝑟𝑟′/𝐸𝐸𝑘𝑘0 互补（二者之和

恒为 2），能完整刻画碰撞后能量在两个自由度间的分配。本文将这一对互补量称为平动动

能与转动动能之比，后文简称二自由度动能之比。由上式得平动动能之比为 
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𝐸𝐸𝑘𝑘′ (𝜃𝜃)
𝐸𝐸𝑘𝑘0

=
(1 − 2𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 − 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2

(1 + 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2  (3-8) 

转动动能之比由能量守恒 𝐸𝐸tot = 2𝐸𝐸𝑘𝑘0 直接给出： 

 
𝐸𝐸𝑟𝑟′(𝜃𝜃)
𝐸𝐸𝑘𝑘0

= 2 −
𝐸𝐸𝑘𝑘′ (𝜃𝜃)
𝐸𝐸𝑘𝑘0

=
(1 + 2𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 − 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2

(1 + 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2  (3-9) 

设姿态角的大小 |𝜃𝜃| 在 [0,𝜋𝜋/2] 内均匀分布，相对取向 𝜒𝜒 在一次平均中保持不变（自旋方

向在弹跳过程中不变，接触侧由 𝜃𝜃 的符号标定），则平均二自由度动能之比为 

 
⟨𝐸𝐸𝑘𝑘′ ⟩
𝐸𝐸𝑘𝑘0

=
2
𝜋𝜋
�

(1 − 2𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒𝜒 − 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2

(1 + 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2
𝜋𝜋/2

0
 𝑑𝑑𝑑𝑑  (3-10) 

其中 cos𝜃𝜃 = cos|𝜃𝜃|，被积函数只依赖 |𝜃𝜃|。 

将 𝑘𝑘 的定义代入 2.1.2 的转动惯量结果 

 
𝐼𝐼0
𝑚𝑚 =

8
15𝑅𝑅

3 + 3
4 𝐿𝐿𝑅𝑅

2 + 1
3 𝐿𝐿

2𝑅𝑅 + 1
12 𝐿𝐿

3

𝐿𝐿 + 4
3𝑅𝑅

 (3-11) 

代入 𝑘𝑘 的定义，并引入长径比 𝑡𝑡 ≡ 𝐿𝐿/𝑅𝑅，令 𝐿𝐿 = 𝑡𝑡𝑡𝑡，得 

 𝑘𝑘(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡 �
5(3𝑡𝑡 + 4)

5𝑡𝑡3 + 20𝑡𝑡2 + 45𝑡𝑡 + 32  (3-12) 

𝑘𝑘 仅依赖 𝑡𝑡，与 𝑚𝑚、𝑅𝑅 无关。二自由度动能之比只含一个自由参数： 

 
⟨𝐸𝐸𝑘𝑘′ ⟩
𝐸𝐸𝑘𝑘0

=
2
𝜋𝜋�

(1 − 2𝜒𝜒𝜒𝜒(𝑡𝑡)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑘𝑘(𝑡𝑡)2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2

(1 + 𝑘𝑘(𝑡𝑡)2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃)2
𝜋𝜋/2

0
 𝑑𝑑𝑑𝑑  (3-13) 

数值积分结果见表 1，对应 𝜒𝜒 = +1（自旋与姿态角同向）。𝑡𝑡 → 0 时 𝑘𝑘 → 0，比值趋于 
1，此时胶囊退化为球体，接触点法线通过质心，平动动能不发生变化。比值随 𝑡𝑡 先减后增，

在 𝑡𝑡 ≈ 0.9 处取极小值（约 0.197），表明碰撞后平动动能大部分转化为转动；𝑡𝑡 较大时比值

回升并超过 1（𝑡𝑡 → ∞ 时 𝑘𝑘 → √3，比值约 1.15），此时转动动能向平动转化。𝜒𝜒 = −1 时平动

与转动动能公式互换，相应比值表为 2 减去表 1 的对应值。需要说明的是，表 1 的比值以碰

前平动动能 𝐸𝐸𝑘𝑘0（此处 𝐸𝐸𝑘𝑘0 = 𝐸𝐸𝑟𝑟0 = 𝐸𝐸tot/2）为分母，取值范围可为 [0,2]；若改以总能量 𝐸𝐸tot 为
分母（平动动能占比，取值范围  [0,1]），数值须减半，表  1 极小值  0.197  对应占比约 
0.098。 
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表 1 二自由度动能之比数值积分 

𝒕𝒕 = 𝑳𝑳/𝑹𝑹 ⟨𝑬𝑬𝒌𝒌′ ⟩/𝑬𝑬𝒌𝒌𝟎𝟎  𝒕𝒕 = 𝑳𝑳/𝑹𝑹 ⟨𝑬𝑬𝒌𝒌′ ⟩/𝑬𝑬𝒌𝒌𝟎𝟎 
0 1.0000  1.3 0.2530 

0.01 0.9799  1.4 0.2765 
0.1 0.8074  1.5 0.3014 
0.3 0.4990  1.7 0.3528 
0.5 0.3095  2 0.4279 
0.7 0.2194  2.5 0.5376 
0.8 0.2015  3 0.6255 
0.9 0.1968  5 0.8314 
1 0.2018  10 0.9988 

1.1 0.2142  10000 1.1548 
1.2 0.2318    

 

图 2 二自由度动能之比随长径比的变化(𝜒𝜒 = +1) 

碰撞情形由自旋方向与姿态角的相对取向决定。按 2.1.1 的符号约定，𝑠𝑠 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃)，接触

侧已由 𝜃𝜃 的符号标定，故只需区分 𝜒𝜒 的符号，共四种情形： 

表 2 碰撞情形 

 

 

 

 

情形 𝜽𝜽 𝝎𝝎𝟎𝟎 相对取向 𝒔𝒔 𝝌𝝌 𝑬𝑬𝒌𝒌′ (𝜽𝜽)/𝑬𝑬𝒌𝒌𝟎𝟎 

1 > 0 > 0 同向 −1 +1 (1−2𝑘𝑘cos𝜃𝜃−𝑘𝑘2cos2𝜃𝜃)2

(1+𝑘𝑘2cos2𝜃𝜃)2
 

2 > 0 < 0 反向 −1 −1 (1+2𝑘𝑘cos𝜃𝜃−𝑘𝑘2cos2𝜃𝜃)2

(1+𝑘𝑘2cos2𝜃𝜃)2
 

3 < 0 < 0 同向 +1 +1 同情形 1 
4 < 0 > 0 反向 +1 −1 同情形 2 
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情形 1 与 3、情形 2 与 4 互为镜像（𝑥𝑥 → −𝑥𝑥），物理上等价，因此实际只有两类： 
𝜒𝜒 = +1 时碰撞以平动动能向转动转化为主；𝜒𝜒 = −1 时以转动动能向平动转化为主。 

3.2 一般初始条件：碰撞映射与能量反射 

多次碰撞中，碰撞前的平动动能与转动动能之间不存在显性关系，需要处理一般初始条

件。设第 𝑛𝑛 次碰撞前状态为 (𝑣𝑣𝑛𝑛,𝜔𝜔𝑛𝑛)，姿态角为 𝜃𝜃𝑛𝑛。由冲量法联立质心动量定理、角冲量矩

定理与接触点的弹性恢复条件（推导见附录 A.1，取 𝑒𝑒 = 1 即得），碰撞后的状态为 

 �
𝑣𝑣𝑛𝑛+1
𝜔𝜔𝑛𝑛+1

� =
1

1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛
�
𝛽𝛽𝑛𝑛 − 1 −2𝑎𝑎𝑛𝑛

−
2𝛽𝛽𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛

1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛
� �

𝑣𝑣𝑛𝑛
𝜔𝜔𝑛𝑛� (3-14) 

其中 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑠𝑠  𝐿𝐿
2

cos𝜃𝜃𝑛𝑛，𝑠𝑠 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛)（见 2.1.1），𝛽𝛽𝑛𝑛 = 𝑘𝑘2cos2𝜃𝜃𝑛𝑛，𝑘𝑘 = 𝐿𝐿
2�𝑚𝑚/𝐼𝐼0。 

将矩阵展开为分量形式： 

 𝑣𝑣𝑛𝑛+1 =
(𝛽𝛽𝑛𝑛 − 1)𝑣𝑣𝑛𝑛 − 2𝑎𝑎𝑛𝑛𝜔𝜔𝑛𝑛

1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛
,  𝜔𝜔𝑛𝑛+1 =

(1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝜔𝜔𝑛𝑛 −
2𝛽𝛽𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑛𝑛
1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛

 (3-15) 

速度方程的第一项 (𝛽𝛽𝑛𝑛 − 1)𝑣𝑣𝑛𝑛/(1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛) 描述质心速度的镜像反弹：碰撞前质心向下运动

（𝑣𝑣𝑛𝑛 < 0），而 𝛽𝛽𝑛𝑛 < 1 使该项为正，将质心速度反转向上。第二项 −2𝑎𝑎𝑛𝑛𝜔𝜔𝑛𝑛/(1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛) 描述自

旋与质心运动的耦合：自旋 𝜔𝜔𝑛𝑛  通过有效力臂 𝑎𝑎𝑛𝑛 改变质心速度。当 𝑎𝑎𝑛𝑛 与 𝜔𝜔𝑛𝑛  同号时该项为

负，与第一项竞争；若自旋足够快，使 |2𝑎𝑎𝑛𝑛𝜔𝜔𝑛𝑛| 超过 |(𝛽𝛽𝑛𝑛 − 1)𝑣𝑣𝑛𝑛|，则 𝑣𝑣𝑛𝑛+1 < 0，质心速度在

碰撞后仍向下。角速度方程的第一项  (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝜔𝜔𝑛𝑛/(1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛)  为自旋的保持项，第二项 
−2𝛽𝛽𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑣𝑣𝑛𝑛/(1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛) 为平动向转动的转化项：向下运动的质心通过力臂产生角冲量，其符号由

接触侧（𝑎𝑎𝑛𝑛 的符号）决定，使自旋朝相应方向加速。 

需要强调，碰撞后的质心速度并不总向上。弹性碰撞只保证接触点速度反转 
（𝑣𝑣𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝜔𝜔𝑛𝑛+1 = −(𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝜔𝜔𝑛𝑛)），不保证质心速度 𝑣𝑣𝑛𝑛+1 > 0。当自旋与接触侧同号且足

够快时，𝑣𝑣𝑛𝑛+1 可为负，对应胶囊绕接触点翻转、质心碰后瞬间仍向下运动的翻转碰撞。数值

统计中这种情形约占碰撞的 4%，其余约 96% 的碰撞质心速度向上。 

为研究能量分配，定义能量坐标 (𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑦𝑦𝑛𝑛) = �𝑣𝑣𝑛𝑛�𝑚𝑚/2, 𝜔𝜔𝑛𝑛�𝐼𝐼0/2�，则平动动能与转动动

能分别为 𝑥𝑥𝑛𝑛2、𝑦𝑦𝑛𝑛2，总能量 𝐸𝐸tot = 𝑥𝑥𝑛𝑛2 + 𝑦𝑦𝑛𝑛2。将 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑛𝑛�2/𝑚𝑚、𝜔𝜔𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛�2/𝐼𝐼0 代入上式，并利

用 𝑎𝑎𝑛𝑛�𝑚𝑚/𝐼𝐼0 = 𝑠𝑠 𝑘𝑘cos𝜃𝜃𝑛𝑛 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛)�𝛽𝛽𝑛𝑛，得 

 �
𝑥𝑥𝑛𝑛+1
𝑦𝑦𝑛𝑛+1� =

1
1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛

�
𝛽𝛽𝑛𝑛 − 1 2 𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛)�𝛽𝛽𝑛𝑛

2 𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛)�𝛽𝛽𝑛𝑛 1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛
� �
𝑥𝑥𝑛𝑛
𝑦𝑦𝑛𝑛� (3-16) 

该矩阵为正交矩阵，其行列式为 

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =
(𝛽𝛽𝑛𝑛 − 1)(1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛) − 4𝛽𝛽𝑛𝑛

(1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛)2 = −1 (3-17) 

行列式为 −1 的正交矩阵是反射矩阵而非旋转矩阵：𝜃𝜃𝑛𝑛 = ±𝜋𝜋/2 时退化为 𝑥𝑥 → −𝑥𝑥、𝑦𝑦 不
变，对应竖直反弹。反射轴与 𝑥𝑥 轴的夹角 𝜓𝜓𝑛𝑛 满足 
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 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝜓𝜓𝑛𝑛 =
𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛)
�𝛽𝛽𝑛𝑛

=
𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜃𝜃𝑛𝑛

 (3-18) 

若记 𝜙𝜙𝑛𝑛 = 2arctan(𝑘𝑘cos𝜃𝜃𝑛𝑛)，则 tan𝜙𝜙𝑛𝑛
2

= �𝛽𝛽𝑛𝑛，反射轴可写为 

 𝜓𝜓𝑛𝑛 ≡
𝜋𝜋
2
−
𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛) 𝜙𝜙𝑛𝑛

2  (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜋𝜋) (3-19) 

接触侧（𝜃𝜃𝑛𝑛  的符号）只改变反射轴的方向，即把反射轴换为其镜像，反射性质本身不

变。因此，每次碰撞在能量坐标下等价于一次反射。反射与旋转同为保能量的正交变换，二

者在能量统计层面等价（见 3.3）。 

3.3 多次碰撞与长期均分 

3.3 的 结 论 建 立 在 碰 撞 姿 态 角 序 列 的 统 计 性 质 上 。 若 各 次 碰 撞 的 反 射 轴  
𝜓𝜓𝑛𝑛 ≡

𝜋𝜋
2
− 𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛) 𝜙𝜙𝑛𝑛

2
 (mod 𝜋𝜋)（等价旋转角 𝜙𝜙𝑛𝑛 = 2arctan(𝑘𝑘cos𝜃𝜃𝑛𝑛)）满足独立同分布，则经过 𝑁𝑁 

次碰撞后，能量向量的方向由 𝑁𝑁 次随机反射决定。两个反射的复合是一个旋转，旋转角为两

反射轴夹角的两倍，因此随机反射序列等价于随机旋转游走。只要 𝜙𝜙𝑛𝑛  的分布不是格点分

布，当 𝑁𝑁 → ∞ 时累积角 Φ𝑁𝑁 = ∑ 𝜙𝜙𝑛𝑛𝑁𝑁
𝑛𝑛=1  满足 Φ𝑁𝑁 mod 2𝜋𝜋 在 [0,2𝜋𝜋) 上趋于均匀分布。 

于是无穷次碰撞后的状态可写为 

 �
𝑥𝑥∞
𝑦𝑦∞� = �𝐸𝐸tot �

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜙𝜙0 + 𝛷𝛷)
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜙𝜙0 + 𝛷𝛷)� (3-20) 

其中 𝜙𝜙0 为初始状态在能量圆上的极角，Φ ∼ 𝑈𝑈[0,2𝜋𝜋)。平动动能与转动动能的长期平均

分别为 

 ⟨𝑥𝑥∞2 ⟩ = ⟨𝐸𝐸𝑘𝑘
(∞)⟩ =

1
2𝜋𝜋� 𝐸𝐸tot

2𝜋𝜋

0
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2(𝜙𝜙0 + 𝛷𝛷) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝐸𝐸tot
2  (3-21) 

 ⟨𝑦𝑦∞2 ⟩ = ⟨𝐸𝐸𝑟𝑟
(∞)⟩ =

1
2𝜋𝜋� 𝐸𝐸tot

2𝜋𝜋

0
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2(𝜙𝜙0 + 𝛷𝛷) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝐸𝐸tot
2  (3-22) 

两式分别利用倍角公式 cos2(𝜙𝜙0 + Φ) = 1+cos(2𝜙𝜙0+2Φ)
2

 与 sin2(𝜙𝜙0 + Φ) = 1−cos(2𝜙𝜙0+2Φ)
2

，

其中 cos(2𝜙𝜙0 + 2Φ) 在一个完整周期上的积分为零。初始相位 𝜙𝜙0 在积分中消失，即无论胶囊

以纯平动、纯转动还是任意混合状态释放，只要反射轴序列独立同分布，无穷次碰撞后平动

动能与转动动能均严格均分。 

需要强调的是，3.3 的均分结论是条件命题：前提是反射轴 𝜓𝜓𝑛𝑛（等价地，姿态角 𝜃𝜃𝑛𝑛）独

立同分布。姿态角独立同分布这一假设是否成立，取决于碰撞序列的产生方式，将在 3.4 中
通过四种数值方案检验：方案 B 按假设直接随机抽取姿态角作多次碰撞的时间平均，方案 D 
考察单次碰撞的平均转化率，方案 A、C 由动力学演化自然产生姿态角序列（分别作时间平

均与系综平均）。各方案的对比揭示了该假设在物理过程中的适用边界。 
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3.4 数值模拟验证 
为检验 3.3 的均分结论及其前提（姿态角独立同分布）在物理过程中的适用性，进行四

种数值模拟。参数取第  11 号胶囊（No.11，见  4.2）：𝑚𝑚 = 0.52  g， 𝐿𝐿 = 5.0  mm， 
𝑅𝑅 = 4.95 mm，相应 𝑡𝑡 = 𝐿𝐿/𝑅𝑅 ≈ 1.01、𝑘𝑘 ≈ 0.59。胶囊自高度 𝐻𝐻 = 2 m 处静止释放（初始姿态

角 𝜃𝜃0 = 0.3 rad，无自旋），碰撞按弹性处理，总能量为 𝐸𝐸tot = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 0.0102 J。 
方案 A：物理模拟（时间平均，姿态角由动力学演化）。 单个胶囊长时间碰撞多次，第

𝑛𝑛 + 1次的质心速度𝑉𝑉𝑐𝑐和姿态角𝜃𝜃由第𝑛𝑛次碰撞结果动力学演化得来。对胶囊的完整运动作连续

时间步进：自由飞行阶段受重力作用，姿态角随转动演化（ 𝜃̇𝜃 = 𝜔𝜔）；当最低点触地 
（𝑦𝑦 ≤ ℎ𝑐𝑐(𝜃𝜃) = (𝐿𝐿/2)|sin𝜃𝜃| + 𝑅𝑅）且接触点向下运动时，碰撞瞬间采用 3.2 的物理映射求解碰

后状态。碰撞时刻的姿态角由飞行旋转与触地条件共同决定，与当前速度、角速度相关，而

非独立随机量。统计方式为沿单一胶囊连续多次碰撞序列作平均。 
方案 B：随机矩阵法（时间平均，姿态角独立随机）。 每一次碰撞后结果保留𝑣𝑣𝑛𝑛+1、

𝜔𝜔𝑛𝑛+1，但姿态角𝜃𝜃𝑛𝑛+1从 [−𝜋𝜋/2,𝜋𝜋/2] 均匀随机抽取，施加同一转移矩阵（3.2 式），状态在能

量圆上作随机反射。该方案严格满足 3.3 的前提：反射轴序列独立同分布。统计方式与方案 A 
相同，为时间平均。 

方案 A、B 均记录每次碰撞后的平动动能与转动动能。碰撞后能量圆（相空间）、碰后

质心最高高度与平动动能累积均值分别如下。 

  

图 3 方案 A 能量圆 图 4 方案 B 能量圆 

  
图 5 方案 A 碰后质心高度 图 6 方案 B 碰后质心高度 
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碰撞时能量在平动与转动之间重新分配，使反弹高度不断变化。方案 A 中出现少量紧贴

地面的连续小高度碰撞（占比约 4%），原因是胶囊转动速度较大，质心上升速度小于胶囊边

缘下降速度，刚反弹便再次发生碰撞；方案 B 的高度由每次碰撞后的速度按抛体运动给出，

为理想化情形。 

 

图 7 方案 A 碰撞时刻姿态角 

 

  

图 8 方案 A 平均平动动能累积均值 图 9 方案 B 平均平动动能累积均值 

平动动能累积均值（含初始状态）见表 3，其中偏离量为相对 𝐸𝐸tot/2 = 0.0051 J 的偏差： 

表 3 方案 A/B 平动动能累积均值 

n 方案 A 累积均值 A 偏离  方案 B 累积均值 B 偏离 

0 0.0102 0.0051  0.0102 0.0051 

20 0.0071 0.0020  0.0076 0.0025 

50 0.0069 0.0017  0.0061 0.0010 

100 0.0063 0.0012  0.0055 0.0004 

150 0.0066 0.0015  0.0052 0.0001 

200 0.0063 0.0012  0.0052 0.0001 
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两种方案的行为存在明显差异。方案 B 的累积均值由初始值 0.0102 J 收敛至 𝐸𝐸tot/2 =
0.0051 J 附近，末次偏差 1 × 10−4 J（约 2%），验证了 3.3 的结论：姿态角独立同分布时，

能量在平动与转动间严格均分。方案  A 的累积均值同样由 0.0102 J 下降，但稳定在约 
0.0062 J，偏离均分值约 1.2 × 10−3 J（约 24%），不再继续向 𝐸𝐸tot/2 收敛。 

方案 A 的偏离源于姿态角序列的统计性质。物理模拟中，碰撞时刻的姿态角由飞行旋转

（𝜃𝜃𝑛𝑛+1 = 𝜃𝜃𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝑛𝑛𝑡𝑡flight）与触地条件（𝑣𝑣 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 0）决定，与状态 (𝑣𝑣𝑛𝑛,𝜔𝜔𝑛𝑛) 相关，故 𝜃𝜃𝑛𝑛 并非

独立同分布：相对取向 𝜒𝜒𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛) 𝑓𝑓(𝜔𝜔𝑛𝑛) 在碰撞前取 +1 的比例约为 67%（独立情形应为 
50%）。姿态角与状态的相关性使能量圆上的状态点分布不均匀（相空间集中于 ±45∘  附
近），平动动能长期均值因此偏离 𝐸𝐸tot/2。3.3 的均分结论是条件命题，其前提（姿态角独立

同分布）在物理模拟中不能严格满足，均分只在近似意义下成立。 

𝜒𝜒  取向的偏向性由角速度  𝜔𝜔  的大小决定。触地条件  𝑣𝑣𝑃𝑃 = 𝑣𝑣 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 0  中，有效力臂 
𝑎𝑎 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃) 𝐿𝐿

2
cos𝜃𝜃，故接触点因自旋产生的线速度为 𝑎𝑎𝑎𝑎，其符号为 −𝑓𝑓(𝜃𝜃)𝑓𝑓(𝜔𝜔) ⋅ 𝐿𝐿

2
cos𝜃𝜃|𝜔𝜔|。

当 𝜒𝜒 = +1（𝑓𝑓(𝜃𝜃) = 𝑓𝑓(𝜔𝜔)）时 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 0，使 𝑣𝑣𝑃𝑃 更负、更易满足触地条件；当 𝜒𝜒 = −1 时 𝑎𝑎𝑎𝑎 >
0，𝑣𝑣𝑃𝑃 被抬高、更难触地。因此 𝜒𝜒 的偏向性随端点线速度 |𝑎𝑎𝑎𝑎| 相对质心速度 |𝑣𝑣| 的比值单调

增强：数值统计表明，|𝑎𝑎𝑎𝑎|/|𝑣𝑣| < 0.3 时 𝜒𝜒 = +1 占比仅 55%，0.7 ∼ 1.5 时升至 93%，|𝑎𝑎𝑎𝑎|/
|𝑣𝑣| > 1.5 时达到 100%——此时端点线速度超过质心速度，𝜒𝜒 = −1 的状态接触点向上运动、

完全无法触地。第 11 号胶囊碰撞序列中 |𝑎𝑎𝑎𝑎|/|𝑣𝑣| 典型值约 1 ∼ 8，角速度普遍较大（数百至

上千 rad/s），故 𝜒𝜒 偏置明显。 

方案  A 的偏离幅度取决于胶囊几何参数  𝑘𝑘（仅由长径比  𝑡𝑡 = 𝐿𝐿/𝑅𝑅  决定）。对 
𝑅𝑅 = 4.95 mm、不同 𝑡𝑡 进行相同释放条件的模拟，结果如下： 

 

图 10 方案 A/B 偏离均分值随长径比变化 

以偏离百分比 𝜂𝜂 = ⟨𝐸𝐸𝑘𝑘⟩−𝐸𝐸tot/2
𝐸𝐸tot/2

 表示同一偏离（⟨𝐸𝐸𝑘𝑘⟩ 为 2000 次碰撞的平均平动动能），其随 

𝑡𝑡 的变化见图：𝜂𝜂 总体上随 𝑡𝑡 增大而下降，在 𝑡𝑡 ≈ 10 附近趋近零，𝑡𝑡 = 20 时转为负值（约 
−4.3%），表明平动动能均值越过均分值、偏离方向反转；方案 B 的 𝜂𝜂 在各 𝑡𝑡 下均接近零。 
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图 11 方案 A/B 偏离均分值百分比随长径比变化 

表 4 方案 A/B 偏离均分值随长径比变化 

𝒕𝒕 = 𝑳𝑳/𝑹𝑹 𝒌𝒌 方案 A 偏离/𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟑𝟑 J 方案 A 偏离百分比 方案 B 偏离/𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟑𝟑 J 

0.2 0.148 1.40 27.4% 1.06 

0.4 0.279 1.26 24.7% 0.33 

0.6 0.394 1.11 21.7% 0.01 

0.8 0.496 1.21 23.7% 0.02 

1.01 0.590 1.11 21.7% 0.02 

1.5 0.770 0.87 17.1% 0.12 

2.0 0.909 0.72 14.2% 0.00 

3.0 1.102 0.44 8.6% 0.01 

5.0 1.311 0.25 4.8% 0.00 

10 1.507 0.02 0.3% 0.01 

20 1.617 0.22 4.3% 0.01 

方案 B 的偏离在所有 𝑡𝑡 下均不超过 10−3 J，与 𝑡𝑡 无关；方案 A 的偏离随 𝑡𝑡 增大而减小，

在 𝑡𝑡 = 10（𝑘𝑘 ≈ 1.5）附近趋于零。反射轴 𝜓𝜓𝑛𝑛 的分布范围 ±[arctan(1/𝑘𝑘),  𝜋𝜋/2] 随 𝑘𝑘 增大而展

宽，姿态角与状态的相关性被更充分地抹平，能量圆上的状态点分布趋于均匀。第 11 号胶囊

（𝑡𝑡 ≈ 1.01）处于偏离较大的区域（约 22%），几何上偏“短粗”；细长胶囊（𝑡𝑡 ≳ 5）的物

理模拟与随机矩阵法结果一致。 
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值得注意的是，𝜒𝜒 的偏向性随 𝑡𝑡 的变化方向与偏离程度相反。随 𝑡𝑡 增大，端点线速度与

质心速度之比 |𝑎𝑎𝑎𝑎|/|𝑣𝑣| 增大，𝜒𝜒 = +1 占比由 𝑡𝑡 = 0.2 时的 54% 单调升至 𝑡𝑡 = 10 时的 83%，

但方案 A 的偏离却由 27% 降至 0.3%。这表明 𝜒𝜒 偏置并非偏离均分的主因：它随 𝜔𝜔 增大而增

强，但偏离均分由反射轴覆盖范围（几何参数 𝑘𝑘）主导。𝑡𝑡 增大时反射轴展宽带来的遍历性改

善，完全盖过了 𝜒𝜒 偏置增强的影响。 

偏离均分与释放高度无关。碰撞映射（3.2 式）中 𝑣𝑣 与 𝜔𝜔 均与碰前速度成正比，故端点

线速度与质心速度之比 |𝑎𝑎𝑎𝑎|/|𝑣𝑣| 只由 𝑘𝑘 与 𝜃𝜃 决定，与释放高度 𝐻𝐻 无关。数值验证：𝐻𝐻 由 0.3 
m 增至 4 m，方案 A 的偏离恒为 21% ∼ 23%，𝜒𝜒 = +1 占比恒为 0.66 ∼ 0.68。降低释放高度

并不能削弱偏离，只有改变胶囊长径比 𝑡𝑡（即改变 𝑘𝑘）才能调节偏离程度。 

为确认状态点分布集中于 ±45∘ 附近是物理模拟的稳态特征还是初始状态的影响，保持

总能量 𝐸𝐸tot = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 不变，从不同初始能量状态启动方案 A：纯平动（初始 Φ = 180∘，碰前

速度向下）、纯转动（Φ = ±90∘）与两种混合状态（Φ = 45∘、225∘）。各情况碰撞 2000 次
后的能量圆如下： 

  
12-a 纯平动(Φ = 180∘) 12-b 纯转动(Φ = 90∘) 

  
12-c 纯转动(Φ = −90∘) 12-d  平动转动混合(Φ = 45∘) 
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12-e 平动转动混合(Φ = 225∘) 

图 12 方案 A 不同初始条件能量圆 

各情况的初始 Φ0 与 2000 次碰撞后的状态角圆均值 Φ‾  如下： 

表 5 各初始状态 2000 次碰撞后的状态角均值 

初始状态 𝚽𝚽𝟎𝟎 𝚽𝚽‾（2000 次后） 

纯平动（碰前速度向下） 180∘ 1∘ 

纯转动（𝜔𝜔 > 0） 90∘ 356∘ 

纯转动（𝜔𝜔 < 0） 270∘ 359∘ 

混合（Φ = 45∘） 45∘ 1∘ 

混合（Φ = 225∘） 225∘ 358∘ 

五种初始状态在 2000 次碰撞后，状态角分布均收敛至 0∘ 附近(Φ‾ ∈ [356∘, 359∘])，能量

圆上的点都集中于 𝑣𝑣 > 0 且 |𝜔𝜔| 相对较小的弧段。状态点分布不随初始状态改变，是物理模

拟动力学决定的稳态吸引子，而非初始条件的残留。该稳态的形成机制与 𝜃𝜃𝑛𝑛 和状态的相关性

一致：碰撞映射（3.2 式）在接触点速度向下（𝑣𝑣 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 0）的约束下，把状态推向 𝑣𝑣 > 0 的
区域，且每次碰撞后质心速度几乎总向上（𝑣𝑣 > 0 占比约 95%），能量向量因此长期停留于

能量圆的右半圆弧段。 

方案 C：物理动力学的系综平均。 方案 A、B 均沿单一碰撞序列作时间平均。为考察时

间平均与系综平均的关系，方案 C 在方案 A 的物理动力学（姿态角由飞行演化、与状态相

关）基础上作系综平均：𝑀𝑀 个胶囊保持总能量 𝐸𝐸tot = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 不变，初始碰前状态 (𝑣𝑣0,𝜔𝜔0) 在能

量圆上均匀采样（对应不同的平动、转动分配），接触角均取 𝜃𝜃0 = 0.3 rad；各胶囊用连续时

间步进物理演化固定碰撞次数 𝑛𝑛，记录第 𝑛𝑛 次碰撞后的平动动能，再对 𝑀𝑀 个胶囊取平均。表 
6 列出 𝑀𝑀 = 200 时各碰撞次数的系综平均： 
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表 6 𝑀𝑀 = 200 时各碰撞次数的系综平均 

n 1 2 5 10 50 200 

系综 ⟨𝐸𝐸𝑘𝑘⟩ / 10−3 J 5.89 6.80 6.36 5.84 6.03 6.33 

偏离 15.5% 33.3% 24.7% 14.5% 18.2% 24.0% 

方案 C 的系综平均随碰撞次数稳定在约 6.0 × 10−3 J 附近，偏离 𝐸𝐸tot/2 约 15%–33%，并

不向均分值收敛。其收敛值与方案 A 的时间平均（约 6.3 × 10−3 J）一致：在姿态角由动力学

演化、与状态相关的条件下，时间平均与系综平均相等，但二者都偏离均分。这从统计力学

角度说明，方案 A 的偏离并非单一初始条件的偶然结果，而是物理动力学在碰撞映射约束下

的稳态性质。 

方案 D：单次碰撞的平均转化率（理论对照）。 为进一步厘清“均分是多次碰撞的渐近

结果”，考虑单次碰撞的解析平均。初始状态为纯平动（𝜔𝜔0 = 0）、姿态角独立随机，由 3.2 
的碰撞映射，碰后平动动能占比为 

 
𝐸𝐸𝑘𝑘′

𝐸𝐸tot
=

(𝛽𝛽 − 1)2

(1 + 𝛽𝛽)2 ,  𝛽𝛽 = 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 (3-23) 

对 |𝜃𝜃| 在 [0,𝜋𝜋/2] 内均匀平均，得单次碰撞的平均平动动能占比 

 
⟨𝐸𝐸𝑘𝑘′ ⟩
𝐸𝐸tot

=
2
𝜋𝜋�

(1 − 𝛽𝛽)2

(1 + 𝛽𝛽)2
𝜋𝜋/2

0
 𝑑𝑑𝑑𝑑 (3-24) 

对第 11 号胶囊（𝑘𝑘 = 0.59）数值积分约 0.555：单次碰撞平均将约 44% 的平动动能转化

为转动动能，平动动能占比 55.5%，尚未达到均分。 

方案 A 与 B 的差异在于姿态角序列是否独立，方案 A 与 C 的差异在于统计方式（时间平

均对系综平均），方案 B 与 D 的差异在于碰撞次数（多次对单次）。四种方案的结果归纳如

下： 

表 7 四种方案结果 

方案 姿态角 碰撞次数 平均方式 平动动能占比 结论 

A 动力学演化 多次 单个胶囊时间平均 62.9% 偏离均分 

B 独立随机 多次 单个胶囊时间平均 50.9% 均分 

C 动力学演化 多次 多个胶囊系综平均 ~60% 偏离均分 

D 独立随机 单次 多个胶囊系综平均 55.5% 偏离均分 

能均分现象依赖两个相互独立的条件。其一是碰撞次数充分多：单次碰撞（方案 D）只

给出平均转化率，平动动能占比 55.5%，距均分尚有偏差；多次碰撞使能量在平动与转动间

反复交换，趋向稳态分布。其二是姿态角序列独立（或近似独立）：姿态角独立同分布时，

多次碰撞的时间平均（方案 B）严格收敛至 𝐸𝐸tot/2；姿态角由动力学演化、与状态相关时，无

论时间平均（方案 A）还是系综平均（方案 C）都偏离均分值约 20%。方案 A 与 C 的一致性
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表明物理动力学在碰撞映射约束下满足遍历性，但遍历到的稳态本身偏离均分——这正是姿

态角与状态相关性（𝜃𝜃𝑛𝑛 不独立）的后果，而非初始条件或统计方式的选择所致。 

综上，3.3 的均分结论在姿态角独立同分布时严格成立（方案 B）；物理动力学中姿态角

与状态相关，均分近似成立（方案 A、C），偏离幅度由几何参数 𝑘𝑘 控制、与初始条件及统

计方式无关；均分的达成还要求碰撞次数充分多（方案 D 与 B 的对比）。这一区分明确了能

均分现象的适用条件。 

上述方案均按弹性碰撞（𝑒𝑒 = 1）处理。为考察非弹性碰撞的影响，将附录 B 标定的恢复

系数 𝑒𝑒 = 0.87 代入碰撞映射（含 𝑒𝑒 的广义矩阵），重新计算方案 A、B 的长期行为。恢复系

数 𝑒𝑒 严格作用于接触点法向速度（𝑣𝑣𝑃𝑃,1 = −𝑒𝑒 𝑣𝑣𝑃𝑃,0，𝑣𝑣𝑃𝑃 = 𝑣𝑣 + 𝑎𝑎𝑎𝑎），而接触点速度是质心速度

与转动线速度的线性耦合，故碰撞后的能量保留率 𝐸𝐸1/𝐸𝐸0 并非 𝑒𝑒2，而是随接触角与碰前能量

分配在 𝑒𝑒2 与 1 之间变化（数值上约 0.76 ∼ 1.0，平均约 0.82）。总能量随碰撞次数指数衰

减。均分改用平动动能占比 𝑝𝑝 = 𝐸𝐸𝑘𝑘/(𝐸𝐸𝑘𝑘 + 𝐸𝐸𝑟𝑟) 衡量，并统一只统计能量高于初始值 1% 的有

效碰撞（能量耗尽后的碰撞占比无意义）。方案 A 的胶囊经约 25 次有效碰撞后能量降至 1% 
以下；方案 B 虽然无飞行阶段，但能量同样按固定比例耗散，有效碰撞仅约 20 次，并不能迭

代更久。结果如下： 

表 8 𝑒𝑒 = 0.87 下方案 A/B 的平动动能占比与偏离 

n 方案 A 占比均值 A 偏离 方案 B 占比均值 B 偏离 

0 1.0000 0.5000 1.0000 0.5000 

5 0.4698 0.0302 0.7058 0.2058 

10 0.5748 0.0748 0.7460 0.2460 

15 0.5713 0.0713 0.7205 0.2205 

20 0.6123 0.1123 0.7246 0.2246 

25 0.6095 0.1095 0.7246 0.2246 

 
图 13 𝑒𝑒 = 0.87 下方案 A/B 的平动动能占比 
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图 14 𝑒𝑒 = 0.87下方案 A/B 偏离均分占比百分比随长径比变化 

将表 8 的占比累积均值对均分值 1/2 归一化，定义偏差百分比 𝜂𝜂 = ⟨𝑝𝑝⟩−1/2
1/2

（⟨𝑝𝑝⟩ 为含初始

状态的占比累积均值末值），并像扫描长径比 𝑡𝑡（𝑅𝑅 = 4.95 mm 固定），其随 𝑡𝑡 的变化见图：

方案 B 的 𝜂𝜂 在小 𝑡𝑡 时远大于方案 A（𝑡𝑡 = 0.2 时约 95%，因有效碰撞仅约 16 次、初始占比 1 
的权重主导），随 𝑡𝑡 增大两者均向零衰减，𝑡𝑡 ≳ 3 后 |𝜂𝜂| ≲ 10%；第 11 号胶囊（𝑡𝑡 ≈ 1.01）处

方案 A 的 𝜂𝜂 约 22%、方案 B 约 45%，与表 8 一致。 

非弹性碰撞下，在低长径比时两方案的占比都不再趋于 1/2，且方案 B 的偏离反而更

大。方案 A 在有效阶段占比累积均值约 0.61，偏离约 0.10；方案 B 有效阶段占比约 0.71，偏

离约 0.21。这与弹性情形的结论不同：弹性碰撞时方案 B（姿态角独立）严格均分、方案 A 
偏离；引入恢复系数后，能量在约 20 余次碰撞内迅速耗尽，两方案都未能经历足够多的碰撞

使占比收敛至均分。均分是多次碰撞的渐近结果，恢复系数 𝑒𝑒 = 0.87 导致的快速能量耗散，

使“碰撞次数充分多”这一前提无法满足，两方案在能量有效阶段内都停留在偏离均分的状

态。方案 A 因姿态角与状态相关，其偏离与弹性情形同源；方案 B 的偏离则完全来自有效碰

撞次数不足，并非均分趋势本身的破坏。 

从物理上看，恢复系数破坏两方案收敛的机制有三点。第一点是碰撞映射不再保持能

量。弹性碰撞（𝑒𝑒 = 1）在能量坐标下是正交反射矩阵（行列式 −1），保持 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 𝐸𝐸，状

态在固定半径的圆上游走，均分正是“状态在圆上均匀分布”的几何后果；引入 𝑒𝑒 < 1 后矩

阵的行列式变为 −𝑒𝑒，状态点每次碰撞都向圆心收缩，不再在固定圆上游走。第二点，收缩是

各向异性的。含 𝑒𝑒 的矩阵在能量坐标下有两个本征方向：一个方向（特征值 +1）保持不变，

另一个方向（特征值 −𝑒𝑒）收缩。长期迭代下状态坍缩到不变方向，该方向对应的平动动能占

比并非 1/2，故占比偏离均分。第三点，能量快速耗尽使有效碰撞次数有限。能量按平均 
0.82 的比例指数衰减，约 20 余次碰撞后即降至初始值的 1% 以下，均分所需的渐近收敛过程

被截断。三个机制中，前两者源于碰撞映射在非弹性情形下不再是保能量的正交变换，第三

者源于有限的有效碰撞样本；二者共同使两方案在占比口径下均偏离均分，其中方案 B 因缺

乏飞行阶段、能量纯由映射耗散，有效碰撞次数更少、偏离更大。 
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4 实验系统设计与验证 

4.1 实验装置 

实验装置由乐高工程套件搭建，核心是一个可旋转的夹持机构。夹持机构从水平方向夹

持胶囊，使胶囊长轴位于竖直面内，并可驱动胶囊以设定的初始角速度预旋转。随后手动沿

水平方向松开夹持，使胶囊在保留预旋转角速度的同时自由落体，释放高度约 40 cm。撞击平

面选用高硬度钢化玻璃。碰撞过程用智能手机的慢动作模式以 1920 fps 拍摄，拍摄平面与胶

囊的旋转平面平行。用 Tracker 软件逐帧分析视频，测量胶囊碰撞前后的线速度、角速度与接

触角。 

 
图 15 实验场景照片 

 

  

图 16 实验装置照片 图 17 实验装置照片 

 

 

电机和夹持机构 三角板 

钢化玻璃 

背景板 

 

夹持机构 

电机 电机 

扳机 

方格纸 
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图 18 夹持机构示意图 

 
图 19 实验场景示意图 

4.2 验证胶囊的最佳长径比 

实验采用 3D 打印的系列胶囊，实测尺寸与质量如下： 

表 9 胶囊实测尺寸与质量 

序号 总长度 𝑫𝑫/mm 直径 𝒅𝒅/mm 质量 𝒎𝒎/g 

1 10.0 9.8 0.34 

2 10.7 9.8 0.34 

3 11.1 9.8 0.38 

4 11.6 9.8 0.38 

5 12.2 9.8 0.41 

6 12.5 9.7 0.43 

7 13.2 9.7 0.47 

8 13.5 9.7 0.50 

9 14.2 9.7 0.50 

10 14.5 9.9 0.52 

11 14.9 9.9 0.52 
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预实验对各号胶囊进行自由落体弹跳，逐次测量碰撞前后的质心速度并计算速度恢复系

数 𝑒𝑒𝑐𝑐 = |𝑣𝑣1/𝑣𝑣0|（质心速度之比，其定义与用途见 4.4；该量不同于附录 B 中按接触点法向速

度标定的恢复系数 𝑒𝑒）。其中第 11 号胶囊最频繁出现反弹高度高于前一次下落高度的现象。

因此后续实验采用第 11 号胶囊（下文简称 No.11）。 

数值模拟与实验所用胶囊参数即为 No.11：总长 14.9 mm、直径 9.9 mm、质量 0.52 g，即

圆柱段长度 𝐿𝐿 = 14.9 − 9.9 = 5.0 mm，半球半径 𝑅𝑅 = 9.9/2 = 4.95 mm。相应长径比 𝑡𝑡 = 𝐿𝐿/
𝑅𝑅 ≈ 1.01，𝑘𝑘 ≈ 0.59（见 3.1）。图 2 中最佳长径比为𝑡𝑡 = 0.9 ± 0.2，此长径比在此范围内，符

合理论预测。 

4.3 单次碰撞测量与规律 

对第 11 号胶囊自固定高度静止释放后与水平面的连续碰撞过程进行追踪，用 Tracker 逐
帧提取胶囊质心的竖直位置，得到多次碰撞中飞行高度随时间的变化。各组的飞行高度轨迹

见图： 

  

图 20-a 组 11-4 飞行高度 图 21-b 组 11-7 飞行高度 

  

图 22-c 组 11-10 飞行高度 图 23-d 组 11-13 飞行高度 

图 24 4 组胶囊飞行高度 

轨迹呈现出“下落—碰撞—反弹—再下落”的起伏形态：每次碰撞后胶囊重新上升，达

到本次碰撞后的最高飞行高度，随后再次下落触地。取每次碰撞后反弹弧的最高点（峰值）

与该次碰撞触地瞬间的最低点（谷值）之差作为本次碰撞后的飞行高度 ℎ（单位 m），结果

见表 10： 
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表 10 碰撞后飞行高度 

序号 碰撞序数 飞行高度 𝒉𝒉/m 
11-4 1 0.1110 
11-4 2 0.2833 
11-7 1 0.0859 
11-7 2 0.1528 
11-10 1 0.2178 
11-10 2 0.2691 
11-13 1 0.0788 
11-13 2 0.2640 

四组轨迹呈现出同一定性规律：碰撞后胶囊重新弹起，飞行高度出现“高—低—高—

低”的交替起伏，且某些碰撞后的反弹高度明显高于前一次碰撞后的反弹高度（如 11-4 组第

二次反弹高于第一次，11-13 组第二次反弹亦高于第一次），表现出飞行高度随碰撞并不单调

衰减的异常现象。轨迹的峰值并不规则地递减，反而出现反弹增高的区段，这是球形刚体弹

跳中不会出现的现象。其物理解释是：胶囊碰撞时能量在平动动能与转动动能之间重新分

配，单次碰撞后质心速度并非只由恢复系数决定；碰撞姿态合适时，转动动能可部分转化为

平动动能，使碰后质心竖直速度较碰前更大，从而出现碰后飞行高度高于碰前的反常现象。

上述现象表明实际碰撞并非理想的纯弹性反射，需引入恢复系数 𝑒𝑒 才能定量描述：含 𝑒𝑒 的传

递矩阵推导见附录 A，𝑒𝑒 的接触角反演标定见附录 B，正文仅保留实验数据与相关结论。 

4.4 多个胶囊单次碰撞系综平均验证 

为实验验证 3.4 中方案 D 关于单次碰撞平均转化率的预测，采用同样的试验方案但不给

予初始转速，随机给予初始角度，从同一高度释放胶囊；可认为胶囊第一次碰撞时接触角为

随机值。多次实验测量碰前、碰后质心速度，结果见表 11： 

表 11 多个胶囊单次碰撞 

序号 碰前速度 𝒗𝒗𝟎𝟎/(m/s) 碰后速度 𝒗𝒗𝟏𝟏/(m/s) 𝒆𝒆𝒄𝒄 =∥ 𝒗𝒗𝟏𝟏/𝒗𝒗𝟎𝟎 ∥ 𝑬𝑬𝒌𝒌′ /𝑬𝑬𝟎𝟎 𝒑𝒑 = 𝑬𝑬𝒌𝒌′ /(𝑬𝑬𝒌𝒌′ + 𝑬𝑬𝒓𝒓′ ) 
1 −3.066 1.310 0.427 0.183 0.224 
2 −3.153 2.648 0.840 0.705 0.927 
3 −3.472 2.762 0.796 0.633 0.826 
4 −3.697 2.119 0.573 0.329 0.413 
5 −3.127 2.459 0.786 0.618 0.805 
6 −3.137 2.349 0.749 0.561 0.726 
7 −3.029 2.521 0.832 0.693 0.909 
8 −4.105 2.019 0.492 0.242 0.300 
9 −3.379 2.783 0.824 0.678 0.889 
10 −3.476 2.387 0.687 0.472 0.604 
11 −3.353 1.556 0.464 0.215 0.266 
12 −3.339 2.573 0.771 0.594 0.771 
13 −3.875 2.268 0.585 0.343 0.431 
14 −3.744 1.988 0.531 0.282 0.352 
15 −3.238 2.123 0.656 0.430 0.548 
16 −3.099 1.401 0.452 0.204 0.252 
17 −3.656 2.684 0.734 0.539 0.696 
18 −3.416 2.678 0.784 0.615 0.800 

平均 - - 0.666 0.463 0.597 
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表中 𝑒𝑒𝑐𝑐 = |𝑣𝑣1/𝑣𝑣0| 为质心速度恢复系数（它描述碰后质心速度的保留程度，不同于附录 
B 中按接触点法向速度标定的 𝑒𝑒 = 0.87）；𝐸𝐸𝑘𝑘′ = 1

2
𝑚𝑚𝑣𝑣12，𝐸𝐸0 = 1

2
𝑚𝑚𝑣𝑣02。由于实验只测量了质心

速度而未测角速度，碰后转动动能 𝐸𝐸𝑟𝑟′ = 1
2
𝐼𝐼0𝜔𝜔12 由含恢复系数的碰撞映射反演得到：碰前为纯

平动（𝜔𝜔0 = 0），接触点法向恢复系数取附录 B 标定的 𝑒𝑒 = 0.87，由附录 A.1 的含 𝑒𝑒 广义矩

阵，碰后角速度满足 𝜔𝜔1 = − 𝛽𝛽(1+𝑒𝑒)
𝑎𝑎(1+𝛽𝛽)

𝑣𝑣0，其中  𝛽𝛽 = 𝑘𝑘2cos2𝜃𝜃、𝑎𝑎 = 𝑠𝑠 𝐿𝐿
2

cos𝜃𝜃。由实测  𝑟𝑟 = |𝑣𝑣1/

𝑣𝑣0| = 𝑒𝑒−𝛽𝛽
1+𝛽𝛽

 反解 𝛽𝛽 = 𝑒𝑒−𝑟𝑟
1+𝑟𝑟

，进而得转动动能占比 

反演所得接触角 |𝜃𝜃∗| = arccos(�𝛽𝛽/𝑘𝑘) 介于 19∘ 与 78∘ 之间，覆盖姿态区间的大部分，且

全部落在 [0,𝜋𝜋/2] 内。 

18 次实验的碰后平动动能占比平均为 0.597 ± 0.057（标准误差），在样本误差范围内与

方案 D 的单次平均转化率理论值一致（弹性 𝑒𝑒 = 1 情形 0.555；若在理论平均中计入同样的 
𝑒𝑒 = 0.87，则为 0.516，仍落在误差范围内），且方向明确地大于 1/2。由于 𝑝𝑝 强烈依赖碰撞

姿态角（表中单次 𝑝𝑝 从 0.22 到 0.93 大幅起伏），有限样本下平均值的统计不确定度较大；

实验 𝑝𝑝 的均值 > 1/2 说明单次碰撞平均只把略多于一半的能量留在平动自由度，尚不足以达

到均分，与多次碰撞（方案 B）收敛至 1/2 形成对照，再次说明“均分是多次碰撞的渐近结

果”这一结论。 

5 结论与展望 

结合之前对于胶囊形刚体在弹跳碰撞中的理论研究，本文进一步研究了胶囊形刚体在弹

跳碰撞中的能量分配与能均分现象。我们建立了胶囊的碰撞动力学模型。将胶囊视为圆柱与

两个半球组成的均匀刚体，由几何关系给出带符号有效力臂 𝑎𝑎 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃) 𝐿𝐿
2

cos𝜃𝜃（𝑓𝑓 为取值函

数，见 2.1.1）与转动惯量，并引入仅依赖长径比 𝑡𝑡 = 𝐿𝐿/𝑅𝑅 的无量纲常数 𝑘𝑘。在能量坐标下，

单次碰撞等价于一次反射，反射轴 𝜓𝜓𝑛𝑛 满足 tan𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝑓𝑓(𝜃𝜃𝑛𝑛)/(𝑘𝑘cos𝜃𝜃𝑛𝑛)。 

通过数值模拟，我们研究揭示了能均分现象的成立条件。在碰撞姿态角独立同分布的前

提下，反射序列等价于随机旋转游走，能量向量在圆上趋于均匀分布，长期平动与转动动能

严格均分。数值模拟表明，均分的达成依赖两个相互独立的条件：碰撞次数充分多，以及姿

态角序列独立。随机矩阵法（方案 B）严格满足后一前提，其累积均值收敛至 𝐸𝐸tot/2；物理模

拟（方案 A）中姿态角由飞行旋转与触地条件决定、与状态相关，长期均值偏离均分约 
24%。 

我们还找到了物理模拟偏离均分的机制。偏离来源于碰撞点被限制在两半球面上、碰撞

姿态角决定碰撞角速度的正负（动力学关联），以及碰撞后质心必须向上（弹跳约束）三者

的共同作用。偏离幅度由几何参数 𝑘𝑘 决定：𝑘𝑘 越小（胶囊越短粗）偏离越大，𝑘𝑘 越大（越细

长）越接近均分，且在 𝑘𝑘 ≈ 1.5 时趋于零；偏离与释放高度无关。系综平均（方案 C）与时间

 𝐸𝐸𝑟𝑟′

𝐸𝐸0
=
𝛽𝛽(1 + 𝑒𝑒)2

(1 + 𝛽𝛽)2 ,  𝑝𝑝 =
𝐸𝐸𝑘𝑘′

𝐸𝐸𝑘𝑘′ + 𝐸𝐸𝑟𝑟′
=

(𝑒𝑒 − 𝛽𝛽)2

(𝑒𝑒 − 𝛽𝛽)2 + 𝛽𝛽(1 + 𝑒𝑒)2. (4-1) 
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平均（方案 A）的一致进一步表明，偏离是物理动力学的稳态性质，而非初始条件的偶然结

果。 

最后，实验验证了单次碰撞的能量分配与“均分是多次碰撞渐近结果”的判据。对 
No.11 胶囊连续碰撞飞行高度的追踪表明，碰后反弹高度不随碰撞次数单调衰减、甚至逐次

升高（4.3），源于碰撞中平动与转动动能的相互转化；而系综实验（4.4）在随机姿态下单次

碰撞的平动动能占比平均为 0.597 ± 0.057，与方案 D 的理论值（𝑒𝑒 = 1 时 0.555，计入 𝑒𝑒 =
0.87 后 0.516）一致且大于 1/2，说明单次碰撞平均尚不达到均分，只有多次碰撞才趋于均

分（方案 B）。 

我们的研究为探索和演示能均分在经典宏观力学系统中的现象开辟了新途径，特别是在

动力学约束下的二自由度能量偏离均分对于我们理解宏观约束的重要性提高例证。同时我们

大胆猜测，微观上气体分子的转动动能和平动动能的能均分可能与微观上力学约束复杂性或

者量子力学有关。我们观察到二自由度碰撞若姿态角由上一次运动约束决定则偏离能均分，

而若每次姿态角随机游走，则更靠近能均分，与量子力学中的波函数特征相似，波函数也是

两次作用期间会重新进行概率分布。 

未来我们可以通过实验和数值模拟更复杂的刚体多平动自由度和转动自由度碰撞，探索

和检验在不同边界的复杂性、不同碰撞的复杂性以及自由度增多的条件下，复杂力学约束下

是否还会系统性偏离能均分。这些拓展将进一步深化我们对于能均分原理普适性的理解，推

进物理学能均分概念更直观的的演示和更广阔领域内的应用。 
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致谢 

 

本研究为参赛学生祝乙可独立完成的科研实践，本人承担了研究的绝大部分具体工作。

本课题“胶囊弹跳中的平动和转动能量分配：对能均分的趋近与系统偏离”是在重庆育

才中学张程鑫老师和王田丽老师的悉心指导下完成的，张程鑫老师为本课题的选题提供了方

向性建议，并在理论模型推导、实验方案设计、论文框架搭建与修改润色等各环节给予了细

致的指导，王田丽老师在线性代数和概率积分中给予了指导，指导工作属于学校大中衔接教

育的教学安排。在此谨向张程鑫老师和王田丽老师致以诚挚的感谢。

研究过程大致可划分为五个阶段，以下按环节作分工说明。 

首先是选题与文献调研。最初在观察中发现胶囊形物体弹跳存在“反弹高度高于下落高

度”的反常现象，与球形刚体的单调衰减行为明显不同，询问张程鑫老师后得知此为 IYPT的

小课题，在老师的建议下阅读文献、调研相关研究后确定以“碰撞中平动动能与转动动能之

间的能量再分配”为核心问题，明确了以“能均分”作为理论主线。 

关于理论建模与推导，本人独立完成了胶囊几何建模、带符号有效力臂与转动惯量的推

导，以及能量坐标下碰撞等价于反射的证明；在多次碰撞极限下论证了姿态角独立同分布时

平动与转动动能趋于均分。在张程鑫老师的指导下，我设计了方案 A–D 四类数值模拟（物理

模拟、随机矩阵法、系综平均与单次碰撞平均转化率）来检验均分前提的适用边界。相关数

学知识我寻求了王田丽老师的帮助。本人推导并编程实现了含恢复系数的碰撞转移矩阵、能

量坐标特征值分析及接触角反演。 

关于实验装置与数据采集，我设计并组装利用乐高套件搭建可旋转夹持释放机构，用智

能手机慢动作模式拍摄胶囊自由落体与弹跳过程，并借助 Tracker 软件逐帧追踪质心位置、姿

态角与速度。多次碰撞的飞行高度数据由多段高速视频整理得到；单次碰撞的碰前碰后速度

数据按随机姿态逐次实验采集。张程鑫老师对于实验软件的使用做出了许多指导与帮助。 

关于数据分析与计算，我在数据处理过程中经历了较多反复。主要困难之一是接触角的

量角误差：视频中胶囊轴线角直接量取的精度不足，且相机视差使长度标定失真，导致基于

接触角的碰撞映射反演结果不稳定。针对视差问题，本人用放置于碰撞平面上的方格纸进行

长度标定，对像素尺度进行透视校正；对接触角则采用“视频量角—透视修正—映射反演”

三步流程，将修正后的角度作为初值，再通过含恢复系数映射反演得到自洽的接触角与全局

恢复系数𝑒𝑒 ≈ 0.87。另一处反复出现在能均分的验证环节：物理模拟与随机矩阵法对“姿态

角序列是否独立”的依赖极强，需要反复调试时间步长、触地判定与统计口径，最终通过有

效碰撞筛选与占比统计得到一致结论。此部分的多数纠错工作由本人独立完成，张程鑫老师

在方法选择与结果合理性判断上给予了方向性把关。 

最后是关于论文撰写与整理。论文初稿由本人撰写，张老师对论文结构、术语规范、公

式呈现与图表编排提出了大量修改意见，本人据此完成了多轮修订，最终形成本文。 

 
  

本次研究让本人系统经历了“观察现象——建立模型——数值验证——实验检验”的完

整科研流程，在发现问题、动手推导、动手实验与数据处理方面收获颇丰。衷心感谢张程鑫

和王田丽老师在研究全程的耐心指导与鼓励，也感谢学校为实验与拍摄提供的场地与器材支

持。若研究存在不足之处，责任在本人，恳请各位评委老师批评指正。
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附录 A 转动惯量计算 

圆柱长度 𝐿𝐿，半径 𝑅𝑅，两端半球半径 𝑅𝑅，总质量 𝑚𝑚，体密度 𝜌𝜌。转动轴为垂直于长轴（圆

柱对称轴）、通过整体质心 𝑂𝑂 的轴。 

刚体绕固定轴旋转的转动惯量为 

 𝐼𝐼 = ∫ 𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑟𝑟2𝜌𝜌 𝑑𝑑𝑑𝑑 (A-1) 

其中 𝑟𝑟 为质点到轴的距离，𝜌𝜌 为体密度。总体积与体密度为 

 𝑉𝑉 = 𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿 +
4
3
𝜋𝜋𝑅𝑅3,  𝜌𝜌 =

𝑚𝑚
𝑉𝑉

=
𝑚𝑚

𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿 + 4
3𝜋𝜋𝑅𝑅

3
 (A-2) 

圆柱部分质量 𝑚𝑚𝑐𝑐 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑅𝑅2𝐿𝐿，其绕自身质心（即点 𝑂𝑂）的转动惯量为 

 𝐼𝐼𝑐𝑐 =
1

12
𝑚𝑚𝑐𝑐[3𝑅𝑅2 + 𝐿𝐿2] (A-3) 

一个半球部分质量 𝑚𝑚ℎ = 𝜌𝜌 ⋅ 2
3
𝜋𝜋𝑅𝑅3。半球对其球心（位于圆柱端面圆心）的转动惯量为 

𝐼𝐼ℎ,center = 2
5
𝑚𝑚ℎ𝑅𝑅2，质心到球心的距离为 𝑐𝑐 = 3

8
𝑅𝑅。由平行轴定理，半球对自身质心的转动惯量

为 

 𝐼𝐼ℎ,cm = 𝐼𝐼ℎ,center −𝑚𝑚ℎ𝑐𝑐2 =
83

320𝑚𝑚ℎ𝑅𝑅2 (A-4) 

半球质心到整体质心（位于圆柱中心）的水平距离为 𝑑𝑑 = 𝐿𝐿
2

+ 𝑐𝑐 = 𝐿𝐿
2

+ 3
8
𝑅𝑅，故一个半球对

整体质心的转动惯量为 

 
𝐼𝐼ℎ,total = 𝐼𝐼ℎ,cm + 𝑚𝑚ℎ𝑑𝑑2 = 𝐼𝐼ℎ,center + 𝑚𝑚ℎ �

𝐿𝐿2

4 +
3𝐿𝐿𝐿𝐿

8 �

=
2
5𝑚𝑚ℎ𝑅𝑅2 + 𝑚𝑚ℎ �

𝐿𝐿2

4 +
3𝐿𝐿𝐿𝐿

8 �
 (A-5) 

两个半球对称，总转动惯量为 

 𝐼𝐼0 = 𝐼𝐼𝑐𝑐 + 2𝐼𝐼ℎ,total =
1

12𝑚𝑚𝑐𝑐(3𝑅𝑅2 + 𝐿𝐿2) + 2𝑚𝑚ℎ �
2
5𝑅𝑅

2 +
𝐿𝐿2

4 +
3𝐿𝐿𝐿𝐿

8 � (A-6) 

其中 𝑚𝑚𝑐𝑐 = 𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿
𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿+43𝜋𝜋𝑅𝑅

3 𝑚𝑚，𝑚𝑚ℎ =
2
3𝜋𝜋𝑅𝑅

3

𝜋𝜋𝑅𝑅2𝐿𝐿+43𝜋𝜋𝑅𝑅
3 𝑚𝑚。上式可等价地写为 

 𝐼𝐼0 = 𝜌𝜌𝜌𝜌 �
8

15𝑅𝑅
5 +

3
4 𝐿𝐿𝑅𝑅

4 +
1
3 𝐿𝐿

2𝑅𝑅3 +
1

12 𝐿𝐿
3𝑅𝑅2� (A-7) 
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附录 B 含恢复系数的碰撞转移矩阵 

B.1 含恢复系数转移矩阵的推导 

碰撞瞬间地面在接触点 𝑃𝑃 施加竖直向上的法向冲量 𝐽𝐽。设碰撞前状态为 (𝑣𝑣0,𝜔𝜔0)，碰撞后

为 (𝑣𝑣1,𝜔𝜔1)，恢复系数为 𝑒𝑒。碰撞前后满足三个方程：质心动量定理、对质心的角动量定理，

以及接触点法向速度的恢复条件 

𝑚𝑚(𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0) = 𝐽𝐽,  𝐼𝐼0(𝜔𝜔1 − 𝜔𝜔0) = 𝑎𝑎𝑎𝑎,  𝑣𝑣1 + 𝑎𝑎 𝜔𝜔1 = −𝑒𝑒 (𝑣𝑣0 + 𝑎𝑎 𝜔𝜔0) 

其中  𝑎𝑎 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃) 𝐿𝐿
2

cos𝜃𝜃  为带符号有效力臂。由前两式消去冲量  𝐽𝐽，得  𝐼𝐼0(𝜔𝜔1 − 𝜔𝜔0) =

𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣0)。令 𝛽𝛽 = 𝑚𝑚𝑎𝑎2

𝐼𝐼0
= 𝑘𝑘2cos2𝜃𝜃，代入恢复条件，整理得碰撞后的状态 

  𝑣𝑣1 =
(𝛽𝛽 − 𝑒𝑒) 𝑣𝑣0 − 𝑎𝑎(1 + 𝑒𝑒) 𝜔𝜔0

1 + 𝛽𝛽 ,  𝜔𝜔1 =
(1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝜔𝜔0 −

𝛽𝛽(1 + 𝑒𝑒)
𝑎𝑎  𝑣𝑣0

1 + 𝛽𝛽    (B-1) 

写成矩阵形式为 

 �
𝑣𝑣1
𝜔𝜔1� =

1
1 + 𝛽𝛽 �

𝛽𝛽 − 𝑒𝑒 −𝑎𝑎(1 + 𝑒𝑒)

−
𝛽𝛽(1 + 𝑒𝑒)

𝑎𝑎 1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽
��

𝑣𝑣0
𝜔𝜔0
� (B-2) 

当 𝑒𝑒 = 1 时，该矩阵退化为 3.2 的弹性碰撞映射；当 𝑒𝑒 < 1 时，接触点法向速度被削弱为 
−𝑒𝑒 𝑣𝑣𝑃𝑃，但质心速度与角速度仍通过耦合矩阵重新分配。 

该矩阵的正确性可用冲量法独立验证：直接求解三方程构成的线性方程组，与矩阵法结

果在 5000 组随机状态下最大偏差为 1.2 × 10−9，二者完全一致。 

B.2 能量坐标下的形式与特征值 

在能量坐标 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = �𝑣𝑣�𝑚𝑚/2,  𝜔𝜔�𝐼𝐼0/2� 下，利用 𝑎𝑎�𝑚𝑚/𝐼𝐼0 = 𝑠𝑠 𝑘𝑘cos𝜃𝜃 = −𝑓𝑓(𝜃𝜃)�𝛽𝛽，含 𝑒𝑒 
的转移矩阵化为 

 
1

1 + 𝛽𝛽 �
𝛽𝛽 − 𝑒𝑒 𝑓𝑓(𝜃𝜃)(1 + 𝑒𝑒)�𝛽𝛽

𝑓𝑓(𝜃𝜃)(1 + 𝑒𝑒)�𝛽𝛽 1 − 𝛽𝛽𝛽𝛽
� (B-3) 

该矩阵为对称矩阵，其行列式与迹分别为 

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑒𝑒,  𝑡𝑡𝑡𝑡 = 1 − 𝑒𝑒 (B-4) 

故其特征值恒为 +1 与 −𝑒𝑒，与 𝜃𝜃 无关。𝑒𝑒 = 1 时特征值为 +1 与 −1，对应保能量的正交

反射；𝑒𝑒 < 1 时，特征值 +1 的方向保持不变，特征值 −𝑒𝑒 的方向每次碰撞收缩 𝑒𝑒 倍，碰撞映

射不再是保能量的正交变换，状态点向能量圆心各向异性收缩。 20
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B.3 恢复系数对方案 A、B 的影响 

取附录 C 标定的 𝑒𝑒 = 0.87 代入含 𝑒𝑒 的碰撞映射后，方案 A、B 的长期行为已由正文 3.4 
末尾的数值模拟给出（见图与表 6：两方案占比均不再趋于 1/2，方案 A 约 0.59、方案 B 约 
0.71，且能量在约 25 次、20 次有效碰撞内衰减至初始值的 1% 以下）。此处从映射本身说明

偏离的根源，分三层。 

其一，碰撞映射不再保能量。能量坐标下的含 𝑒𝑒 矩阵行列式为 −𝑒𝑒（见 A.2），每次碰撞

后状态点向能量圆心收缩，𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 不再守恒，状态无法停留在固定半径的能量圆上。其二，

收缩是各向异性的。矩阵特征值为 +1 与 −𝑒𝑒：特征值 +1 方向的状态分量保持不变，特征值 
−𝑒𝑒 方向的分量每次碰撞收缩 𝑒𝑒 倍，长期迭代后状态坍缩到不变方向，而该方向对应的平动动

能占比并非 1/2，故占比偏离均分。其三，能量快速耗尽使有效碰撞次数有限。能量按单次

保留率（数值平均约 0.82）指数衰减，约 20 余次碰撞后即降至初始值的 1% 以下，均分所需

的渐近收敛过程被截断。前两层源于碰撞映射不再是保能量的正交变换，第三层源于有限的

有效碰撞样本；二者共同使两方案在占比口径下均偏离均分，其中方案 B 因缺乏飞行阶段、

能量纯由映射耗散，有效碰撞次数更少、偏离更大（数值细节见 3.4 末尾）。 

附录 C 接触角反演与恢复系数标定 
正文实验（4.3、4.4）表明实际碰撞伴随能量耗散与平动–转动动能相互转化，弹性碰撞

映射（3.2，𝑒𝑒 = 1）不能直接用于定量描述，需要含恢复系数 𝑒𝑒 的碰撞映射及其参数取值。

本节利用高速视频同时记录的碰前、碰后质心速度与角速度（单次碰撞，𝜔𝜔0 接近零），用附

录 A.1 的含 𝑒𝑒 碰撞映射反演接触角并标定恢复系数 𝑒𝑒，验证模型对实验数据的重现能力。实

验对象为第 11 号胶囊（𝐿𝐿 = 5.0 mm、𝑅𝑅 = 4.95 mm、𝑚𝑚 = 0.52 g）。碰撞前的速度 𝑣𝑣0、角速

度 𝜔𝜔0 与碰撞后的 𝑣𝑣1、𝜔𝜔1 由高速视频逐帧提取，碰撞时刻的轴线角 𝜃𝜃 由图像量得并经透视修

正。恢复系数取固定值 𝑒𝑒 = 0.847，接触角不确定度取 Δ𝜃𝜃 = ±10∘。 

C.1 固定恢复系数下的接触角反演 

固定 𝑒𝑒 = 0.847，在透视修正后的 𝜃𝜃 附近 ±30∘ 范围内扫描，找使 (𝑣𝑣1,𝜔𝜔1) 归一化误差最

小的接触角 𝜃𝜃∗。5 组实验所需的反演修正量 Δ𝜃𝜃 = 𝜃𝜃∗ − 𝜃𝜃修正 见表 C1： 

表 C1 反演修正量 

组 𝚫𝚫𝜽𝜽/(°) 归一化误差 

A-3 +12.5 0.107 

A-4 −15.9 0.091 

A-5 +3.9 0.043 

A-17 +9.3 0.030 

B-2 −11.6 0.029 

所需 |Δ𝜃𝜃| 平均约 10.6°，与典型量角误差（约 10∘）相当。这表明单一恢复系数 𝑒𝑒 =
0.847 与透视修正后的接触角大体自洽，残余偏差基本落在接触角测量精度范围内。 
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C.2 全局最优恢复系数 

进一步允许恢复系数 𝑒𝑒 自由变化，每组仅反演接触角（单参数），扫描 𝑒𝑒 ∈ [0,1] 使 5 组
总归一化误差最小，得全局最优 𝑒𝑒 = 0.870。该值下各组反演结果见表 C2： 

表 C2 反演结果 

组 𝜽𝜽∗/(°) 𝒗𝒗𝟏𝟏 残差 𝝎𝝎𝟏𝟏 残差 

A-3 56.6 7.9% 0.00% 

A-4 130.5 11.4% 0.07% 

A-5 69.3 2.5% 0.00% 

A-17 68.6 6.0% 0.03% 

B-2 131.4 0.1% 0.37% 

为检验反演接触角的物理一致性，将全局最优 𝑒𝑒 = 0.870 下反演得到的接触角 𝜃𝜃∗ 与透视

修正后的测量角 𝜃𝜃修正（理论上的真实接触角）对比，见表 C3。𝜃𝜃 与 𝜃𝜃 + 𝜋𝜋 为同一轴线，取最

小循环差。 

表 C3 反演结果与修正后测量角对比 

组 𝜽𝜽∗（反演）/(°) 𝜽𝜽修正/(°) 𝚫𝚫 = 𝜽𝜽∗ − 𝜽𝜽修正/(°) 

A-3 56.6 43.6 +13.0 

A-4 130.5 147.0 −16.5 

A-5 69.3 65.1 +4.1 

A-17 68.6 59.0 +9.6 

B-2 131.4 143.6 −12.2 

从数据可得到三点结论。其一，角速度的残差极小（全部不超过 0.4%），而速度的残差

可达 11%。同一组反演参数下 𝜔𝜔1 几乎被精确重现而 𝑣𝑣1 存在显著偏差，说明碰撞映射对角速

度的预测远比对速度的预测可靠。其根源可追溯到 3.2 的分量式：𝜔𝜔𝑛𝑛+1 的第二项 −2𝛽𝛽𝑛𝑛
𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑛𝑛/
(1 + 𝛽𝛽𝑛𝑛) 含因子 1/𝑎𝑎𝑛𝑛，在 𝑎𝑎𝑛𝑛 较小（接触角接近 0 或 𝜋𝜋）时被放大，使角速度对模型参数的

敏感度远高于速度；而速度方程的两项均不含 1/𝑎𝑎𝑛𝑛  奇异因子。因此角速度通道对接触角的

微小变化响应强烈，反演时角速度主导了拟合，速度通道的残余偏差难以被同一接触角同时

吸收。 

其二，反演接触角与透视修正角的偏差（表  C3）介于  4∘  与  17∘  之间，其中  A-5
（+4.1∘）与 A-17（+9.6∘）落在典型量角误差内，其余三组略超。偏差方向在 A 组与 B 组之

间未见一致偏置，提示差异并非单一的测量系统误差，而可能来自接触角定义与几何模型之

间的不一致（如接触点并非理想的半球最低点、碰撞瞬时姿态与逐帧提取姿态的时延等）。 
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其三，这里按接触点法向速度标定的 𝑒𝑒 ≈ 0.87 与 4.4 中按质心速度定义的 𝑒𝑒𝑐𝑐 = |𝑣𝑣1/𝑣𝑣0|
（平均约 0.666）明显不同：碰撞中平动与转动动能相互转化，质心速度保留率不能直接代表

接触点法向的恢复程度，故能量保留率 𝐸𝐸1/𝐸𝐸0 与 𝑒𝑒 呈非线性关系（见附录 B.3）。只有以接

触点速度恢复条件标定的 𝑒𝑒 才是碰撞映射（附录 B.1 式）所要求的正确参数。 

综上，含恢复系数的碰撞映射能以一个全局 𝑒𝑒 ≈ 0.87 同时重现 5 组实验的角速度，但速

度通道存在 0.1%–11% 的残余偏差，反演接触角与透视修正角存在约 4∘–17∘ 的差异。模型对

转动自由度的描述可靠，对平动自由度的重现受接触角测量精度限制，此外摩擦等因素的影

响仍有待进一步考察。 

C.3 冲量式恢复系数处理的局限：赫兹接触模型 

附录 B.1 的碰撞映射属于瞬时冲量模型：假设碰撞瞬时完成、碰撞期间接触角 𝜃𝜃 恒定、

法向恢复条件 𝑣𝑣𝑃𝑃,1 = −𝑒𝑒 𝑣𝑣𝑃𝑃,0 由单一常数 𝑒𝑒 描述，且第 2.1.1 节忽略界面摩擦。Li 等对胶囊弹

跳的冲量模型与赫兹接触模型作了系统比较[1] ，指出这类处理隐含两条强假设： 

接触点全程单向滑动。冲量模型把切向冲量写为 𝑓𝑓 = 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑁𝑁 sign(𝜔𝜔)，即假定碰撞全程接触

点相对地面滑动且摩擦方向不变。若碰撞中接触点水平速度 𝑢𝑢𝑐𝑐  减速至零（stick）后反向

（slip），摩擦方向将与假设相反，模型可给出违背能量守恒的非物理结果。该假设仅在 
|𝜃𝜃| < 𝜃𝜃𝑐𝑐、|𝜔𝜔1| < 𝜔𝜔𝑐𝑐  的区域内成立，其中 𝜃𝜃𝑐𝑐(𝜔𝜔1) 与 𝜔𝜔𝑐𝑐(𝜃𝜃) 由接触点水平速度趋于零的过渡条

件确定。 

接触时长有限且接触角随形变变化。冲量模型不刻画碰撞历时，无法给出法向力随时间

的变化，也无法反映形变过程中有效接触角的连续演化。本文表 C3 中“反演角与透视修正角

偏差 4∘–17∘、方向无一致偏置”的观测，与该事实相容：反演所得 𝜃𝜃∗ 是冲量模型在恒定角

假设下对真实接触过程的等效平均，而非视频量得的瞬时轴线角。 

赫兹模型以有限时长的接触过程替代瞬时冲量。设 𝜉𝜉 为接触形变深度，胶囊质心高度 𝑦𝑦 
与接触点几何高度 ℎ(𝜃𝜃) 满足 𝜉𝜉 = ℎ(𝜃𝜃) − 𝑦𝑦；接触发生时法向力取赫兹弹力与粘弹性阻尼之和 

 𝑁𝑁 = 𝑘𝑘 𝜉𝜉3/2 𝐻𝐻(𝑦𝑦) + 𝜆𝜆 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 �𝜉𝜉

3/2�𝐻𝐻(𝑦𝑦) (C-1) 

其中 𝑘𝑘 为接触刚度，𝜆𝜆 为粘弹性阻尼系数，𝐻𝐻(𝑦𝑦) 为接触指示函数（𝜉𝜉 > 0 时取 1，否则

取 0）。指数 3/2 对应球–平面接触：本文胶囊接触端为半径 𝑅𝑅 的半球，地面视为平面，满

足赫兹假设（小形变、椭圆接触区）。阻尼项取 Kuwabara–Kono 形式，负责碰撞中的能量耗

散。 

切向摩擦按库仑模型分静、动两种状态处理。设接触点水平速度为 𝑢𝑢𝑐𝑐 = 𝑥̇𝑥 − ℎ𝜃̇𝜃：当 
𝑢𝑢𝑐𝑐 = 0 且 |𝑓𝑓| ≤ 𝜇𝜇𝑠𝑠𝑁𝑁  时处于粘滞（stick），摩擦取约束力  𝑓𝑓 = 𝑚𝑚(ℎ𝜃̈𝜃 + ℎ̇ 𝜃̇𝜃)；当 𝑢𝑢𝑐𝑐 ≠ 0  或 
|𝑓𝑓| > 𝜇𝜇𝑠𝑠𝑁𝑁 时滑动（slip），𝑓𝑓 = −𝜇𝜇𝑘𝑘𝑁𝑁 sign(𝑢𝑢𝑐𝑐)。数值积分中通过 𝑢𝑢𝑐𝑐 = 0 与 |𝑓𝑓| ≤ 𝜇𝜇𝑠𝑠𝑁𝑁 两个条

件自动切换两种状态，从而显式描述 slip–stick 转换。 

Li 等的实验对比显示，赫兹模型对碰后角速度与竖直速度的预测均比冲量模型更接近测

量值；差异在角速度通道尤为显著（如对碰前角速度 𝜔𝜔1 扫描时，冲量模型 RMSD 约 19.1 ±
0.8 rad/s，赫兹模型约 5.6 ± 0.8 rad/s）。该差异主要来自赫兹模型对 slip–stick 摩擦的显式

处理，而非恢复系数取值的不同。 
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C.4 赫兹模型对本附录标定结果的修正意义 

对照赫兹模型，本附录的常数 𝑒𝑒 处理可得到三点修正性认识。 

其一，常数 𝑒𝑒 是接触过程的涌现量而非本征常数。在赫兹–粘弹性框架中，能量耗散由

阻尼 𝜆𝜆 与接触历时决定，等效恢复系数随碰前速度、接触刚度与阻尼变化；冲量模型把它压

缩成单一常数 𝑒𝑒，使 𝑒𝑒 实际上吸收了一部分形变与 slip–stick 效应。本文速度通道 0.1%–11% 
的残余偏差，正是这些被 𝑒𝑒 与反演接触角“吸收但不彻底”的效应所致。附录 C.3 指出 𝑒𝑒 ≈
0.87 与质心速度恢复系数 𝑒𝑒𝑐𝑐 ≈ 0.666 的差异源于平动–转动耦合，与赫兹模型中“法向恢复

只作用于接触点速度”的图像一致。 

其二，角速度通道精确而速度通道残余，可由赫兹模型补充解释。角速度主要受接触点

法向恢复与 slip–stick 摩擦的角冲量支配；在本文实验（𝜔𝜔0 ≈ 0、接触角随机）中，部分碰撞

落在单向滑动有效区内，冲量近似尚可，故角速度重现良好。竖直速度则对有限接触时长内

法向力波形（含粘弹性阻尼）更敏感，冲量近似误差更大，表现为速度通道残余偏差。这与 
Li 等“角速度差异大于竖直速度差异、赫兹模型更优”的实验图景一致。 

其三，修正方向。若需定量消除残余偏差，可在碰撞子模型中引入赫兹法向力与库仑 
slip–stick 摩擦，对接触过程做有限时长积分，并由积分结果提取“等效恢复系数”以替代常

数 𝑒𝑒；也可在保持冲量框架下，先按单向滑动有效判据（|𝜃𝜃| < 𝜃𝜃𝑐𝑐、|𝜔𝜔1| < 𝜔𝜔𝑐𝑐）筛选碰撞样

本，仅对有效区内的碰撞使用常数 𝑒𝑒 映射，越过边界时改用赫兹数值修正。 

综上，含恢复系数的碰撞映射能以一个全局 𝑒𝑒 ≈ 0.87 同时重现 5 组实验的角速度，但速

度通道存在 0.1%–11% 的残余偏差，反演接触角与透视修正角存在约 4∘–17∘ 的差异。赫兹接

触模型表明，这些残余源于瞬时冲量框架对有限接触时长、形变过程与 slip–stick 摩擦的压缩

处理；该修正属于定量精度层面，不影响第 3 章能均分现象及本文结论中“含恢复系数的碰

撞映射在占比口径下两方案均偏离均分”的定性结论。 

 
 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 


	胶囊弹跳中的平动和转动能量分配： 对能均分的趋近与系统偏离
	摘要
	ss
	1 引言
	2 胶囊动力学分析
	2.1 胶囊碰撞模型建立
	2.1.1 几何建模与碰撞守恒律
	2.1.2 转动惯量计算


	3 能均分现象
	3.1 特殊初始条件：二自由度下的转动动能与平动动能相等
	3.2 一般初始条件：碰撞映射与能量反射
	3.3 多次碰撞与长期均分
	3.4 数值模拟验证

	4 实验系统设计与验证
	4.1 实验装置
	4.2 验证胶囊的最佳长径比
	4.3 单次碰撞测量与规律
	4.4 多个胶囊单次碰撞系综平均验证

	5 结论与展望
	参考文献

	致谢
	附录A 转动惯量计算
	附录 B 含恢复系数的碰撞转移矩阵
	B.1 含恢复系数转移矩阵的推导
	B.2 能量坐标下的形式与特征值
	B.3 恢复系数对方案 A、B 的影响

	附录 C 接触角反演与恢复系数标定
	C.1 固定恢复系数下的接触角反演
	C.2 全局最优恢复系数
	C.3 冲量式恢复系数处理的局限：赫兹接触模型
	C.4 赫兹模型对本附录标定结果的修正意义



