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尺子之歌 
——单端夹持金属直尺敲击振动发声的声学特性研究 

摘要 

本课题以单端台钳夹持的金属直尺（悬臂梁模型）为研究对象，探究直尺受瞬

时敲击激励后振动发声的声学特性与尺子几何、材料参数的定量关联。依据欧拉-

伯努利细长梁理论建立悬臂梁一阶固有频率理论模型，控制变量法分别探究伸出长

度、厚度、宽度、材质四大参数对振动基频（音调）、振动最大振幅（响度）、音

色的影响；借助 PASCO 850 数据采集系统、压电传感器、Tracker 视频分析软件完

成频谱与振幅定量测量。实验结果表明：直尺基频与伸出长度平方成反比、与厚度

成正比；宽度仅在宽厚比过大时小幅提升固有频率；材料弹性模量与密度共同决定

基准频率与音色；振幅随敲击冲击能量、伸出长度增大而升高，随厚度、材料阻尼

增大而降低。实验观测到拍频、高阶倍频等非线性振动现象，系统分析加工公差、

夹持边界、测量设备带来的系统与随机误差，理论曲线与实验数据拟合度良好，验

证了欧拉-伯努利梁模型对该系统的适用性。并探讨和实验验证了使用可调模型，

操控声谷的应用。 

 

关键词：悬臂梁；欧拉-伯努利梁；直尺振动；固有频率；声学特性；控制变

量法 
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第一章 引言 

1.1 研究背景 

把一把金属直尺的一端用手或台钳压在桌沿，另一端悬空，再用小棒敲一下悬

空端——直尺会“嗡”地振动起来，并发出一段清晰可辨的声音。几乎每个人在课堂

上都玩过这个游戏：尺子伸出桌面越长，声音越低沉；把尺子往回收一点，音调立

刻升高；换一把更厚的钢尺，声音明显更“尖”；而铜尺、铝尺、钢尺敲起来，即使

音高相同，听感也各不一样。这一现象既是中学物理声学部分“音调、响度、音色”

三要素的经典演示，也是大学材料力学、结构振动理论中“悬臂梁自由振动”的标准

模型。 

然而，正是这样一个人人都见过的现象，却很少被真正“讲透”。现有中学教材

大多停留在“尺子越长音调越低”这样的定性描述，既没有给出音调、响度、音色与

尺子几何尺寸、材料属性之间的定量关系，也没有完整的理论推导；更无法解释一

些看似“反常”的细节：为什么把尺子加宽，频率会略微上移？为什么敲一下之后声

音会慢慢衰减？为什么频谱里除了基频，还会出现基频整数倍的“倍频”，甚至出现

响度周期性起伏的“拍频”？这些问题，恰恰是把一个“生活趣闻”变成一个“可定量

描述的物理系统”的关键。 

本课题正是从这个日常现象出发，试图用一套完整的“理论建模—定量实验—

误差分析”闭环，把“尺子之歌”背后的物理机制说清楚：声音从哪里来，音调由什

么决定，响度如何衰减，音色因何不同。 

1.2 研究目的 

围绕上述问题，本研究设定五个具体目标： 

（1）建立单端固支、单端自由的悬臂梁（直尺）自由振动理论模型，推导一

阶固有频率与几何参数（伸出长度 L、厚度 h、宽度 b）及材料参数（弹性模量 E、

密度 ρ）之间的解析关系； 

（2）通过控制变量实验，定量测量并分析上述四个参数对振动基频（音调）、

最大振幅（响度）与音色的影响规律，并与理论预测逐一对照； 

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



 

 
 

2 

（3）观测并解释非线性振动衍生出的倍频、拍频现象的物理成因； 

（4）系统量化各类实验误差，明确欧拉-伯努利梁模型在本系统中的适用范围

与边界。 

（5）探讨和实验验证了使用可调模型，操控声谷。 

1.3 研究思路与创新点 

本研究的整体思路是：先在预实验中定性锁定现象与关键变量，再从欧拉-伯

努利梁的控制方程出发严格推导固有频率与振幅的解析表达式，随后用高精度采集

系统对频率、振幅进行控制变量测量，最后把实测数据回代到理论公式中做定量检

验，并对偏差做误差溯源。相比教材中孤立的定性描述，本研究的着力点在于： 

（1）同步刻画声音三要素。用 PASCO 850 + 压电传感器采集频谱以刻画音调，

用 Tracker 视频追踪振幅时序以刻画响度，用频谱中各阶谐波的分布刻画音色，力

求把“音调、响度、音色”放在同一套实验框架里完整呈现。 

（2）区分“窄梁”与“宽板”两种力学模型。当宽厚比增大时，结构行为从欧拉-

伯努利梁向薄板过渡，本研究据此解释了宽度增大带来的频率系统性偏移。 

（3）把衰减与非线性纳入分析。系统讨论敲击冲击能量、材料阻尼、夹持边

界对振幅衰减的耦合作用，并对高阶模态倍频、边界不对称引发的拍频两类非线性

特征给出物理解释。 
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第二章 相关研究与理论定位 

对“敲击尺子发声”这一现象的定量刻画，需要综合结构力学、振动理论与声

学三方面的经典结果。梳理已有研究，一方面能帮助我们选取合适的分析工具，另

一方面也能厘清本研究的切入点。 

细长梁的横向振动理论可追溯到欧拉与伯努利：在忽略剪切变形和截面转动惯

量的前提下，细长梁的弯曲振动由一个四阶偏微分方程描述，其固支-自由边界

（即悬臂梁）下的固有频率由一个超越特征方程cosλ · coshλ =  −1  决定。这一经

典结论是本研究理论建模的基石，我们所研究的“单端夹持直尺”正是该模型最直

接的物理实现。李映辉等人基于欧拉-伯努利梁发展了变截面梁横向振动的半解析

方法，说明该框架在工程中被广泛用于固有频率预测[1]。 

然而，真实的敲击振动并非理想的单频简谐运动。一方面，当振幅较大或边界

并非理想刚性时，系统会表现出几何非线性与内共振特征：王东东等人对悬臂梁几

何非线性振动的研究指出，非线性会诱发内共振与拍频等复杂现象[2]，这与我们

在频谱中观测到的拍频相呼应。另一方面，当尺子的宽厚比显著增大时，一维“梁”

假设不再成立，结构逐渐进入二维“板”的范畴：张志强等人考虑泊松效应的薄板

振动理论表明，横向变形受约束会等效提高抗弯刚度[3]，这为我们解释“加宽后

频率上移”提供了理论依据。此外，关于弹性梁大挠度自由振动[4]、非线性振动

的一般理论[5]以及悬臂梁端部挠度[6]的经典文献，为振幅建模与阻尼修正提供了

参考。 

综合来看，已有文献分别在“线性固有频率”“几何非线性”“梁－板过渡”

三条线索上给出了成熟结论，但很少有工作把它们放在“一把中学生随手可得的金

属尺子”这一简单系统上，用可复现的实验同时定量检验频率、振幅与音色。本研

究的定位正在于此：以欧拉-伯努利梁为主线，把梁-板过渡与非线性现象作为对主

线的必要补充，用控制变量实验完成一次从理论到数据的完整闭环。 
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第三章 预实验：现象的定性观察 

在展开严格的理论推导与定量测量之前，我们先通过一组简单的预实验，直观

地确认现象、锁定需要研究的关键变量，并形成初步猜想。 

3.1 实验装置 

预实验装置十分朴素，如图 1 所示：一把金属直尺、一个把尺子一端牢牢压在

桌面上的夹具、一根用于敲击尺子悬空端使其发声的小棒，以及一套录像录音设备

用于记录声音与振动。为便于观察，预实验所用尺子的宽度取 3 cm。改变尺子伸

出夹具的长度，敲击后即可听到音调的明显变化。 

 

图 1 预实验装置示意图（尺子、夹具、敲击小棒、录像录音设备） 

3.2 定性观察与初步猜想 

保持敲击方式与尺子不变，只改变伸出长度，从“短—中—长”依次敲击，可

以清晰听到：随着伸出长度增加，发声的音调（频率）单调降低。这与欧拉-伯努

利梁“固有频率随长度增大而下降”的定性预期一致，也说明伸出长度是影响音调

最显著的变量之一。 

在此基础上，进一步的定性试听还告诉我们：更厚的尺子音调更高；不同金属

材质的尺子，即使调到音高接近，音色也明显不同；而单纯改变宽度时，音调的变

化并不明显。伸出长度由短到长时发声频率降低的定性观察如图 2所示。据此，我
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们提出预实验的核心猜想：直尺敲击发声的音调主要由伸出长度、厚度与材质决定，

宽度的影响很弱；而响度（振幅）会随敲击力度、伸出长度变化，并随时间逐渐衰

减。这些猜想将在后续的理论推导与定量实验中被逐一检验。 

 

图 2 伸出长度由短到长时发声频率降低的定性观察 

3.3 本研究关注的核心问题 

综合预实验，我们把研究聚焦为三个层层递进的问题：其一，机理问题——敲

击如何激发振动、振动又如何转化为声音？其二，定量问题——音调（频率）与响

度（振幅）如何随长度、厚度、宽度、材质定量变化，能否用解析公式精确描述？

其三，非理想问题——为什么会出现倍频、拍频以及宽度带来的频率偏移，这些

“偏差”背后的物理是什么？下文将依次回答这三个问题。 

  

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



 

 
 

6 

第四章 理论模型与推导 

4.1 宏观分析与建模假设 

计算直尺振动特性时，我们把它抽象为一端夹持、一端悬空的理想结构，从而

将其弯曲振动严格约束在欧拉-伯努利梁的“固支－自由”边界条件之内，使理论

模型与实验的物理约束保持一致。在此基础上，做出如下两条关键假设： 

（1）细长梁与小变形假设。直尺满足细长梁的几何特征（长度远大于截面尺

寸），且敲击引起的振动位移远小于其长度，符合小变形假设。此时结构振动由弯

曲变形主导，剪切变形与截面转动惯量的影响可忽略，采用欧拉-伯努利梁模型具

有充分的合理性。 

（2）一阶振型主导假设。一阶振型是结构的基频模态，在能量分布中占主导

地位，对外部激励最敏感，振动形态最简单，最能代表构件的基础力学行为。因此

本研究测量与记录的频率均为一阶固有频率（基频），理论分析也以一阶振型为代

表。 

物理上，尺子的发声机制可以这样理解：敲击使尺子发生弯曲形变，储存起弹

性势能；势能释放时转化为各阶模态的振动动能与势能；结构振动再耦合周围空气

介质产生声波。其中，音调由振动频率决定，响度与振幅强弱直接相关，音色则取

决于各阶谐波的相对分布——而后者与材料属性密切相关。悬臂梁自由振动示意图

如图 3所示。 

 

图 3 悬臂梁自由振动示意图 
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4.2 控制方程的建立 

将直尺视为一端固支、一端自由的欧拉-伯努利梁，设 y(x,t) 为梁的横向位移，

它是横截面位置 x 与时间 t 的函数；截面对中性轴的惯性矩为 I，材料密度为 ρ，

横截面积为 A，作用有分布力 F(x,t)。取一微段 dx，记 Q 为剪力、M 为弯矩，惯性

力为 ρA · dx · (∂²y/ ∂t²)。由竖直方向受力平衡与力矩平衡，并略去高阶小量，可

导出欧拉-伯努利梁的横向自由振动控制方程： 

𝐄𝐄𝐄𝐄 · (𝛛𝛛⁴𝐲𝐲/𝛛𝛛𝛛𝛛⁴) +  𝛒𝛒𝛒𝛒 · (𝛛𝛛²𝐲𝐲/𝛛𝛛𝛛𝛛²) =  𝟎𝟎    （1） 

其中 EI 为抗弯刚度，表征梁抵抗弯曲变形的能力；ρA 为单位长度质量。方程

（1）的物理含义是：弯曲弹性恢复力与惯性力在每一点上相互平衡，二者的竞争

决定了振动的快慢。 

4.3 边界条件与初始条件 

悬臂梁一端固定（x=0）、一端自由（x=l），边界约束为： 

固定端（x=0）：位移与转角均为零，即 y(0,t)=0，∂y/∂x|₀=0； 

𝒚𝒚(𝟎𝟎, 𝒕𝒕) = 𝟎𝟎, 𝝏𝝏𝝏𝝏
𝝏𝝏𝝏𝝏
�
𝒙𝒙=𝟎𝟎

= 𝟎𝟎    （2） 

自由端（x=l）：弯矩与剪力均为零，即 ∂²y/∂x²|ₗ=0，∂³y/∂x³|ₗ=0。 

𝛛𝛛²𝐲𝐲/𝛛𝛛𝛛𝛛² |ₓ₌ₗ =  𝟎𝟎，  𝛛𝛛³𝐲𝐲/𝛛𝛛𝛛𝛛³ |ₓ₌ₗ =  𝟎𝟎    （3） 

初始条件由敲击瞬间的位移与速度分布给定，本研究对应“端部受瞬时冲击”

的情形，即初始位移近似为零、初始速度集中在自由端附近。 

4.4 分离变量法求解 

假设振动解可分离为空间函数与时间函数的乘积： 

𝐲𝐲(𝐱𝐱, 𝐭𝐭)  =  𝐗𝐗(𝐱𝐱) · 𝐓𝐓(𝐭𝐭)    （4） 

代入自由振动方程（F=0），可分解为两个独立方程。空间方程（振型方程）

为： 

𝐄𝐄𝐄𝐄 · 𝐗𝐗⁗(𝐱𝐱) −  𝛒𝛒𝛒𝛒 · 𝛚𝛚² · 𝐗𝐗(𝐱𝐱)  =  𝟎𝟎    （5） 
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其通解形式为 X(x)=C₁sinλx+C₂cosλx+C₃sinhλx+C₄coshλx；时间方程为简谐振

动方程 T″(t)+ω²T(t)=0，其通解为简谐形式 T(t)=a·cos(ωt)+b·sin(ωt)。这里引入特征

参数 λ，其定义为 λ⁴ = ρAω²/(EI)，作用是把四阶常微分方程化简为便于求解的形式。 

4.5 频率方程与固有频率 

将四个边界条件代入空间通解，要求方程组存在非零解，即系数行列式为零，

可得到悬臂梁的特征方程（频率方程）： 

𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝛌𝛌𝛌𝛌) · 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜(𝛌𝛌𝛌𝛌)  =  −𝟏𝟏    （6） 

求解这一超越方程，得到前几阶特征根：λ₁l ≈ 1.875，λ₂l ≈ 4.694，λ₃l ≈ 

7.855，……。由 λ⁴ = ρAω²/(EI) 反解圆频率，再结合矩形截面尺子的 I = bh³/12、A 

= bh，即得到第 n 阶固有频率（单位 Hz）的解析表达式： 

fn= (λnl)2

2πl2
⋅�E h2

12ρ
 （7） 

式（7）是全文的核心结果。对一阶振型（λ₁l ≈ 1.875），把常数并入系数后，

可以写成更便于实验检验的比例关系： 

  f1= 1.8752

2π
⋅ h

l2
⋅�

E
12ρ

  （8） 

式（8）清晰地揭示了各参数对音调的作用：一阶基频与厚度 h 成正比、与伸

出长度 l 的平方成反比、与 √(E/ρ) 成正比；而截面宽度 b 在 I 与 A 中被约去，理论

上不影响频率。这四条结论正是第六章实验要逐一检验的对象。 

4.6 振型函数与自由振动响应 

满足边界条件的一阶振型函数可写为 𝑋𝑋𝑛𝑛(𝑥𝑥) = (sin𝜆𝜆 𝑥𝑥 − sinh𝜆𝜆 𝑥𝑥) +

𝜅𝜅(cos𝜆𝜆 𝑥𝑥 − cosh𝜆𝜆 𝑥𝑥)，其中系数 κ 由边界条件确定。梁的自由振动是各阶振型的

叠加：𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = ∑𝑋𝑋𝑛𝑛 (𝑥𝑥) ⋅ 𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑡𝑡)。由初始位移与初始速度可确定各阶振幅系数——

这解释了为何一次敲击会同时激起基频与多个高阶模态，也为后文“倍频”现象埋20
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下伏笔。对于端部集中冲击的初始条件，一阶模态获得的能量最多，因此基频在频

谱中最为突出。 

4.7 振幅的阻尼修正 

理想无阻尼模型预测振动永不衰减，但实测中敲击声会逐渐消失，说明必须引

入阻尼。将某一模态的振动近似为单自由度受阻尼系统，由惯性力、阻尼力、弹性

恢复力平衡得到运动方程： 

my''+cy'+ky=0   （9） 

引入无阻尼固有角频率𝜔𝜔0 = �𝑘𝑘
𝑚𝑚
 与阻尼比𝜁𝜁 = 𝑐𝑐

2√𝑚𝑚𝑚𝑚
 ，方程化为标准形式 

𝑦𝑦′′ + 2𝜁𝜁𝜔𝜔0𝑦𝑦′+𝜔𝜔02𝑦𝑦 = 0。在欠阻尼（0<ζ<1）情形下，特征根为𝜆𝜆 = −𝜁𝜁𝜔𝜔0 ±

i𝜔𝜔𝑑𝑑 ，其中 𝜔𝜔𝑑𝑑 = 𝜔𝜔0�1− 𝜁𝜁2ω 为阻尼振动角频率。于是振动响应为一个按指数

衰减的简谐运动： 

 y(t)=D⋅e-ζω0t⋅cos (ωd t-φ)   （10） 

式（10）表明：振幅包络按 e-ζω0t 衰减，衰减快慢由 ζω₀ 决定。材料阻尼越大

（ζ 越大）、固有频率越高，声音衰减越快，这正是不同材质尺子“余音长短不同”

的物理根源。其中初始幅值 D 由敲击注入的能量与端部振型值共同决定，敲击越

重、伸出越长，D 越大。 

4.8 阻尼对频率的修正 

阻尼不仅让振幅衰减，也会让振动频率略微降低：阻尼振动频率𝑓𝑓𝑑𝑑 =

𝑓𝑓0�1− 𝜁𝜁2。对金属材料，阻尼比很小（ζ ≈ 0.001~0.01），因此�1− 𝜁𝜁2 ≈

1,  𝑓𝑓𝑑𝑑 ≈ 𝑓𝑓0 ，频率的降低几乎可以忽略。换言之，用式（7）（8）预测音调是足

够准确的；阻尼的主要可观测效应体现在响度的衰减，而非音调的偏移。 
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第五章 实验装置与数据处理方法 

声音的三要素中，响度取决于振幅，音调取决于频率，音色取决于尺子材质本

身的性质。因此实验主要针对振幅与频率两个可测量展开：频率用于检验式（8），

振幅用于检验式（10）。为此我们搭建了两套相互独立又彼此呼应的测量系统。 

5.1 频率测量系统 

频率测量采用 PASCO 850 通用数据采集系统。把尺子一端用夹持装置固定，

另一端悬空；在尺子表面贴一片压电片作为传感器，压电片将尺子的机械振动转换

为电压信号，经采集线送入 PASCO 850 接口，再由配套软件完成记录与分析。软

件对电压波形做快速傅里叶变换（FFT），得到频谱图，其中最突出的谱峰即对应

一阶固有频率。该系统可直接读出基频，也能显示高阶谐波，为音色分析提供依据。

频率测量装置示意图如图 4 所示。 

 

图 4  频率测量装置示意图（夹持装置、尺子、压电片、采集线、PASCO 850 与 FFT 频谱） 

5.2 振幅测量系统 

振幅测量采用基于视频的 Tracker 分析方案。用可调节高度的支架让钢珠从确

定高度自由下落敲击尺子，从而定量控制敲击的冲击能量；用录像设备记录尺子的

振动过程，并在画面中放置尺度参照物，以建立像素到真实物理长度的换算。随后

把视频导入 Tracker 软件逐帧追踪尺子端点的位移，导出位移-时间曲线，其包络的

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



 

 
 

11 

峰值即为最大振幅。由于尺子在平衡位置两侧的振幅变化规律相同，分析时只取振

动位移的正半周期即可。振幅测量装置示意图如图 5 所示。 

 

图 5  振幅测量装置示意图（钢珠、可调节高架台、录像设备、尺度参照物、尺子、夹持装置） 

5.3 数据处理原则 

两套系统均遵循控制变量法：研究某一参数时，固定其余全部参数，只改变目

标变量。频率实验中，我们分别以宽度、长度、厚度、材质为单一变量；振幅实验

中，则分别以敲击落高、长度、厚度、材质为单一变量。为减小随机误差，同一条

件下多次测量取代表值，并把实测数据点回代到理论函数中做对照，从而把“定性

符合”提升为“定量检验”。 
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第六章 频率的定量研究 

本章依据式（8）𝑓𝑓1 ∝
ℎ
𝑙𝑙2
⋅ �

𝐸𝐸
𝜌𝜌
，依次以宽度、长度、厚度、材质为单一变量，

检验理论预测与实测数据的一致性。 

6.1 宽度与频率的关系 

理论上，宽度 b 在惯性矩𝐼𝐼 = 𝑏𝑏ℎ3

12
 与截面积𝐴𝐴 = 𝑏𝑏ℎ 中被约去，故式（8）不

含 b，宽度不应影响频率。为检验这一点，取厚度 1 mm、伸出 12 cm 的白钢尺，

只改变宽度进行测量，结果如表 1。 

表 1 厚度 1mm、伸出 12cm 白钢尺的宽度-频率数据 

宽度 b (cm) 1.4 1.6 1.8 2.0 2.5 3.0 

频率 f 
(Hz) 

64.60 64.61 64.62 64.60 65.60 66.61 

 

数据显示：在宽度 1.4~2.0 cm 范围内频率完全不变（均为 64.60 Hz），与理论

预测高度一致；仅在宽度增至 2.5 cm、3.0 cm 时出现约 1.6%~3.1% 的微小上浮。这

一偏差并非理论错误，而是结构从“梁模型”向“板模型”过渡的信号：当宽度显著增

大、宽厚比过大时，泊松效应使横向变形受到材料内部约束，等效抗弯刚度略有提

升，从而使实测频率随宽度增加而轻微上移；同时，宽尺在装夹时更易引入边界约

束误差，也会贡献部分偏差。关于这一“梁—板过渡”，第九章将做进一步讨论。 

6.2 长度与频率的关系 

式（8）预测 𝑓𝑓1 ∝
1
𝑙𝑙2
。取厚度分别为 0.8 mm 与 1.0 mm 的两组铝尺，改变伸

出长度测量频率，结果如表 2。 

表 2 厚度 0.8mm 与 1.0mm 铝尺的长度-频率数据 

长度 l 
(cm) 

6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

0.8mm 
f (Hz) 171.39 106.51 66.14 48.05 35.68 26.19 18.57 16.46 13.52 11.52 

1.0mm 
f (Hz) 210.45 127.61 83.93 55.72 43.73 33.07 25.63 20.37 18.69 15.15 
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把数据点与理论曲线𝑓𝑓1 ∝
1
𝑙𝑙2

 同图对照（图 5），实测点均分布在理论曲线附近。

更直接的检验是考察 f·l² 是否近似为常数：以 1.0 mm 铝尺为例，l 从 10 cm 增大到 

20 cm，频率由 83.93 Hz 降到 20.37 Hz，比值约 4.12，与 (20/10)²=4 高度吻合；l 从 

8 cm 到 16 cm，频率由 127.61 Hz 降到 33.07 Hz，比值约 3.86 ≈ 4；整体上 f·l² 稳定

在约 8.0×10³（Hz·cm²）量级，波动主要来自铝尺加工误差、夹持松紧与长度读数

精度。铝尺长度-频率图如图 6 所示。可见 f₁ 与 l² 成反比的结论得到定量确认。 

 

图 6 铝尺长度-频率图（0.8mm 与 1.0mm 两组，实测点与理论曲线对照） 

6.3 厚度与频率的关系 

式（8）预测 f₁ ∝ h。取伸出长度分别为 10、12、14 cm 的三组铝尺，改变厚度

测量频率，结果如表 3。 

表 3 长度 10、12、14cm 铝尺的厚度-频率数据 

厚度 h (mm) 长度 10cm 长度 12cm 长度 14cm 
0.5 41.94 28.89 18.10 
0.8 66.14 48.05 35.68 
1.0 83.93 55.72 43.73 
1.2 93.43 70.94 52.35 
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实测点紧密分布于理论直线附近（图 7）。定量检验 f/h 是否近似为常数：以 

10 cm 铝尺为例，h 从 0.5 mm 增到 1.0 mm，频率由 41.94 Hz 升到 83.93 Hz，比值

恰为 2.00，与厚度之比 1.0/0.5=2 完全一致，f∝h 近乎完美成立；h=0.8 mm 时 

f/h≈82.7，与 h=0.5、1.0 mm 时的 ≈83.9 一致。仅在 h=1.2 mm 时略偏低（f/h≈77.9），

偏差约 7%，可归因于较厚铝尺的加工公差与夹持稳定性波动。总体而言，一阶固

有频率与厚度的正比关系得到定量验证。铝尺厚度-频率图如图 7 所示。 

 

图 7 铝尺厚度-频率图（10、12、14cm 三组，实测点与理论直线对照） 

6.4 材质与频率的关系 

式（8）预测在几何相同时 𝑓𝑓1 ∝ �
𝐸𝐸
𝜌𝜌
。取厚度 1 mm、伸出 10 cm 的四种材质

尺子测量频率，结果如表 4。 

表 4 厚度 1mm、伸出 10cm、不同材质尺子的振动频率 

材质 白钢 黄铜 铝 红铜 

频率 f 

(Hz) 
83.28 56.64 82.74 62.90 
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为把这组数据从“定性符合”提升为“定量检验”，我们代入常见手册参考值

计算各材料的�
𝐸𝐸
𝜌𝜌
 ，并以白钢为基准预测频率，与实测对照，如表 5。 

表 5 由 �
E
ρ
  预测频率与实测频率的对照 

材质 
E 

(GPa,参考) 

Ρ 

(kg/m³,参考) 
� E

ρ
  

(m/s) 

预测 f 

(以白钢为基

准, Hz) 

实测 f 

(Hz) 

白钢 200 7850 5048 83.28 
（基准） 83.28 

铝 70 2700 5092 84.0 82.74 

黄铜 100 8500 3430 56.6 56.64 

红铜 120 8960 3660 60.4 62.90 

 

对照结果相当有说服力：钢与铝的 �
𝐸𝐸
𝜌𝜌
 几乎相等（5048 与 5092 m/s），因此理

论预测二者频率非常接近，实测 83.28 Hz 与 82.74 Hz 果然几乎重合；黄铜 √(E/ρ) 

约为白钢的 0.68 倍，预测频率 56.6 Hz，实测 56.64 Hz，几乎精确吻合；红铜预测 

60.4 Hz、实测 62.90 Hz，偏差约 4%，在材料参考值本身存在浮动的前提下属于合

理范围。 

更进一步，把式（8）中的几何量代入（h=1 mm、l=10 cm），可算出 f 关于 

�
E
ρ
 的理论斜率为 1.875²

2π
 ·

h
l²

√12
≈ 0.01615（Hz per m

s
）。这一数值与我们对实测数据线

性拟合得到的斜率约 16.15×10⁻³ 几乎完全一致。理论斜率与实验斜率的这种定量吻

合，强有力地证明了 f₁ ∝ �
E
ρ
 以及整条频率公式（8）的正确性。 

值得强调的是，四把尺子敲击时的音色也各不相同。音色由各阶谐波的相对强

弱决定，而谐波结构又依赖材料的弹性模量、密度与内阻尼，因此材质是决定音色

的关键因素——这一点将在第八章结合频谱进一步讨论。不同材质尺子频率-�
E
ρ
拟

合图如图 8 所示。 
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图 8 不同材质尺子频率-�
E
ρ
  拟合图（斜率≈16.15×10⁻³，与理论一致） 
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第七章 振幅的定量研究 

由式（10）y(t) = D · e−ζω₀t · cos(ωd t −φ) 可知，最大振幅（响度）主要由初

始幅值 D 与阻尼衰减 e−ζω₀t 两部分决定。其中 D 随敲击注入能量、端部振型值增

大而增大，衰减快慢由材料阻尼 ζ 与固有频率 ω₀ 共同决定。据此，我们从敲击力

度、伸出长度、厚度、材质四个因素研究其对振幅的影响。分析时统一取振动位移

正半周期的最大值作为“最大振幅”。 

7.1 敲击力度与振幅 

用钢珠自由下落敲击尺子，可由落高精确控制冲击能量：落高越大，钢珠落地

速度越大，注入尺子的能量越多，初始幅值 D 越大。控制其他变量不变，让钢珠

分别从 10、15、20、25、30 cm 高处自由下落，测得的最大振幅随落高单调升高

（表 6）。这与理论预期一致：更大的冲击能量转化为更大的初始振动幅值，从而

听感上更响。 

表 6 不同落高下的最大振幅（随落高升高而增大） 

落高 振幅 
10cm 0.45cm 
15cm 2.94cm 
20cm 3.13cm 
25cm 3.95cm 
30cm 4.10cm 

 

7.2 伸出长度与振幅 

控制其他变量不变，换用伸出长度 15、20、25 cm 的尺子敲击。结果显示：伸

出越长，最大振幅越大（表 7）。物理上，伸出越长，端部越“软”（等效刚度越

小），相同冲击下端部位移越大，且长梁一阶振型在端部的振型值更大，故初始幅

值 D 更大；同时长梁固有频率更低、单位时间衰减更慢，也有利于维持较大的可

观测振幅。这与实验观测相符。 
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表 7 不同伸出长度尺子的最大振幅（随长度增大而增大） 

长度 振幅 
15cm 3.15cm 
20cm 5.75cm 
25cm 6.75cm 

 

7.3 厚度与振幅 

控制其他变量不变，换用厚度 0.5、0.8、1.0、1.2 mm 的铝尺敲击。结果显示：

厚度越大，最大振幅越小（表 8）。这是因为厚度增大使抗弯刚度 EI ∝ h³ 迅速增

大，尺子变“硬”，相同冲击下更难被推动，端部初始位移更小；虽然厚尺固有频率

更高，但刚度的急剧上升占主导，最终表现为振幅随厚度增大而降低。观测与理论

预期一致。 

表 8 不同厚度铝尺的最大振幅（随厚度增大而减小） 

厚度 振幅 
0.5mm 6.20cm 
0.8mm 5.60cm 
1.0mm 5.35cm 
1.2mm 4.75cm 

 

7.4 材质与振幅 

控制其他变量不变，换用铁、黄铜、铝三种材质的尺子敲击。结果显示：材料

的弹性模量与密度之比 𝐸𝐸
ρ
 越大，最大振幅越大（表 9）。一方面，

𝐸𝐸
ρ
 较大意味着相

同质量下更“硬”而不至于过重，端部更易获得较大位移；另一方面，不同金属的

内阻尼 ζ 不同，阻尼小的材料衰减慢、可观测振幅更大。二者共同决定了不同材质

尺子的响度差异，观测与理论预期相符。 

表 9 不同材质尺子的最大振幅对比 

材质 振幅 
铝 5.32cm 

黄铜 0.92cm 
铁 0.74cm 
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第八章 非线性振动与音色：倍频、拍频与音色 

前几章以一阶线性模型成功解释了音调与响度的主要规律。但真实的敲击振动

是一个包含多阶模态、且边界并非理想刚性的系统，因此频谱中还会出现两类典型

的非线性/多模态特征——倍频与拍频，它们同时也是音色的物理来源。 

8.1 倍频现象的成因 

尺子的振动本质上是一个多模态系统，而非理想的单频简谐运动。一次敲击不

仅激发能量最集中的一阶基频，还会同时诱发二阶、三阶等高阶振型（参见 4.6 节

的振型叠加）。一次敲击不仅激发能量最集中的一阶基频，还会同时带出若干更高

频率的振动成分（参见 4.6 节的振型叠加）。这些成分叠加后，频谱上除基频外

往往还能看到一组更高的谱峰。本文把这类峰统称为“倍频”，用以描述声音中除

基音以外的频率结构；其相对强弱随材质、尺寸而变，正是音色差异的来源。这也

解释了为什么不同材质、不同尺寸的尺子即使基频相同，听感（音色）却不同。倍

频现象示意图如图 9 所示。 

 

图 9 倍频现象示意图 
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8.2 拍频现象的成因 

尺子受瞬时敲击时，振动并非严格的单一频率。由于实际夹持边界并非理想对

称（例如夹持力左右略有不均、尺子边缘存在微小加工不对称），会产生两个频率

极为接近的邻近振型，即所谓“频率劈裂”。当这两组频率相近的谐振波在时间上叠

加时，依据波的干涉原理，合成波的振幅会以两频率之差为节律发生周期性的强弱

起伏，在宏观上表现为响度周期性涨落的“拍频”现象。因此，拍频的出现本身就是

对“边界非理想”这一事实的直接反映，其拍频快慢与边界不对称程度相关。拍频现

象示意图如图 10 所示。 

 

图 10 拍频现象示意图 

8.3 音色的频谱刻画 

综合 8.1 与 8.2，音色可以在频谱上得到统一刻画：基频决定音高，各阶倍频

谐波的相对幅值决定音色的“明暗”，而拍频与衰减则赋予声音随时间变化的“质感”。

附录给出了不同材质、不同长度与厚度钢尺的实测数据图与频谱，可以直观看到基

频谱峰与高阶谐波的分布随参数的变化。这些频谱与数据把摘要中承诺的“音调、

响度、音色”三要素在同一实验框架内闭合。 
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第九章 声谷的可调操控 

单尺实验里，频谱以分立的固有峰为主。换成特定几何的尺子——例如周期贴

附薄片或按确定间隔排列的尺条——再激励时，谱线上会出现一段可重复的明显凹

陷：有的频率几乎传不过去。本章就把这类凹陷当作对象，分别从透射谷与禁带加

以辨认和解释。通过改变周期，可以改变共振的凹陷程度，而不改变频率。实现了

一种灵活的调控声谷的操纵方法。 

9.1 实验器材搭建与数据收集 

实验采用一端夹持、自由端受敲的悬臂方式。夹具固定于实验台，夹持段长度

保持不变，使边界接近固支；壁虎形尺子的尾部夹入夹口，其余部分悬空。尺子按

壁虎外形切割或拼装：中部为躯干主梁，两侧为横向伸出的“足”状薄片，用以在主

梁上形成周期加载。材料选择 304 不锈钢。 

激励用细棒在自由段同一位置做瞬时敲击，避免连击，使振动接近自由衰减。

声音由置于尺子旁、与样品相对位置固定的计算机麦克风拾取，经声卡录入计算机，

再做频谱分析。每次测量保持夹持松紧、敲击点、麦克风距离和朝向不变，以比较

不同外形或不同间距样品频谱上的凹陷。 

如图 11（a）、（b）和（c）所示，分别为间距为 0.5cm、1.0cm、1.5cm 的壁

虎状异形尺。 

                 

图 11  壁虎状异形尺示意图 

(a) (b) (c)20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



 

 
 

22 

如上图所示，从左到右依次为间隔 0.5cm、1.0c、1.5cm，主梁延伸出桌面部分

总长 12cm，宽 2cm，厚 0.1cm。五片锯齿长 8cm，宽 1cm，厚 0.1cm，将其用 M4

螺丝固定在主梁正中间，故左右各延伸 3cm。图 12 为以下为其具体数据： 

 

图 12 壁虎状异形尺零部件设计图 

接着，我们通过前文所示的音锤敲击尺子，固定麦克风于其顶部一段距离处，

可以收集到图 13 所示的数据。 

 

图 13 频谱示意图（从左到右依次为间隔 0.5cm,1.0cm,1.5cm） 

频谱在约 800–1000 Hz（光标处） 出现稳定深凹陷，与两侧翼板局域共振所对

应的透射谷一致。增大相邻横向单元的间距后，振子之间耦合减弱、共振更接近孤

立极限，该凹陷随之加深。 

9.2 理论分析与验证 

壁虎形尺子可以看成一根悬臂主梁，两侧周期地挂上固定—自由翼板。主梁探

出夹具 12 cm，截面 20 mm×1 mm；每条横片 80 mm×10 mm×1 mm，中点用 M4

(a) (b) (c)
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螺钉固定在梁宽中央，左右各外伸3 cm。沿梁轴共五片，相邻片边到边间距分别为

0.5 cm、1.0 cm、1.5 cm，对应晶格常数 

a=w+d （11） 

其中片宽w=1 cm。材料为304不锈钢，取E=193 GPa，ρ=7930 kg
m³

，ν=0.29。

麦克风记录的是敲击后的辐射谱，不是一端激励、一端接收的透射率；谱上的深凹

陷表示该频段既难被敲响、也难向外辐射，物理上对应翼板局域共振所形成的透射

谷。 

9.2.1 单侧翼板：凹陷应落在何处 

真正振动的是左右各 3 cm 的翼，不是横片全长 8 cm。中间 2 cm 被主梁和螺钉

当作根部。固定—自由一阶频率为 

f1= λ1
2

2πL2 �
EI
ρA

 （12） 

cos λ1 coshλ1 +1=0 （13） 

λ1=1.8751 （14） 

其中 L=3 cm。矩形截面 

EI
ρA

=t E
12ρ

  （15） 

给出 f1=886 Hz。若把翼当成柱面弯曲的薄板条，将 E 换成
E

1-ν2
， 

EI
ρA

=t�
E

12ρ(1-ν2)
  （16） 

则 f1=925 Hz。本实验 b/L=1/3，真实无阻尼频率应落在二者之间： 

886Hz≤𝐟𝐟𝟏𝟏𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢𝐢≤925Hz （17） 

图 13（a）、图 13（b）和图 13（c）在 800—1000 Hz 的稳定凹陷，图 13（b）

光标约 884 Hz，落在梁模型一侧。根部由 1 mm 主梁加 M4 螺钉构成，做不到理想

固支，等效外伸 
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Leff=L+δ  （18） 

由 f∝ 1
L²
，δ取 1—2 mm（与梁厚、螺钉头同量级）即可把理论点下移到 850 

Hz 附近，与三张谱的谷底一致。因此该凹陷应判为翼板局域共振谷，而不是主梁

某阶模态的偶然缺失。 

无翼时 12 cm 悬臂主梁的三阶弯曲频率约为 971 Hz，与翼共振几乎重合。装上

五对翼后，主梁有效质量增大，其高阶峰下移，900 Hz附近更容易被掏空，所以谷

显得干净。 

9.2.2 为何不是布拉格禁带 

主梁弯曲波色散为ω=k²�
EI
ρA

。布里渊区边界 k=nπ
a
上 

f(B,n)= n2π
2a2 �

EH2

12ρ
  （19） 

三种间距对应 a=1.5、2.0、2.5 cm，一阶布拉格分别约为 9.9×10³、5.6×10³、

3.6×10³ Hz，全部高于1 kHz，且随 a增大明显下移。实验凹陷始终钉在800—1000 

Hz，位置几乎不随间距走，只改变深浅，这是局域共振的特征：谷钉在振子固有

频率上，周期只改变耦合，不决定谷的中心。空气声
c
2a
更高，不能用来标定这条谷。 

翼的二阶λ2=4.694， 

f2=f1( λ2
λ1

)2  （20） 

估计频率约为 5.5 ×10³ Hz，与 1.0 cm 组的布拉格频率较为接近。因此，若在

5—6 kHz范围内观察到较弱的凹陷，可优先考虑其源于二阶翼模态，或该模态与布

拉格散射的耦合作用。 

9.2.3 从耦合到孤立极限 

五对翼通过主梁交换弯曲波，构成有限耦合振子链。相邻间距增大，耦合刚度

下降，集体模式向孤立翼频率收缩。辐射谱上，强耦合（0.5 cm）会把 f1 附近劈成

一簇靠得较近的峰，把凹陷填浅；弱耦合（1.5 cm）各翼更接近互不相干的同一共
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振，反共振对齐，谷变深。这与图 13（a）到图 13（c）的趋势一致，也说明本章

测到的是高 Q的局域谷，而不是布拉格带随晶格被拉宽。 

有限五周期结构里，布洛赫禁带可以比谱上最深的那一刀更宽。实验应把

800—1000 Hz的最深凹陷记作透射谷（反共振），不要把目视谷宽直接写成无限周

期禁带全宽。 

当左右两翼对称、同向运动时，二者产生的合力驱动主梁弯曲，形成频谱中的

主谷；当两翼反向运动，即一侧向上、另一侧向下时，作用力相互抵消，但仍产生

扭矩，从而激发主梁扭转，有时会在主谷一侧形成较弱的伴谷。由于麦克风位于梁

的对称面附近，对扭转响应的检测较弱，因此三张频谱均表现为单谷，这与对称弯

曲响应占主导的情况一致。 

9.2.4 与实验的对照及误差 

谷的中心：理论 886—925 Hz（理想固支），实验约 800—1000 Hz，图 13（b）

约884 Hz。随间距的移动：局域谷中心几乎不动，三组谷位同在该窗口。随间距的

深度：理论预期间距大、耦合弱、谷加深，实验上由 0.5 cm 到 1.5 cm 凹陷加深。

一阶布拉格：理论 3.6—9.9 kHz，该段不是主凹陷所在。 

主要偏差来自螺钉连接处的根部柔度、五片外伸长度的不一致，以及麦克风频

谱中混入的空气传播声和敲击激励的频谱成分。其中，后两类频谱因素主要影响凹

陷深度及绝对分贝值，不足以解释谷中心由约 900 Hz 移至数千赫兹的变化。综合

谷中心的位置、其随间距变化的稳定性及凹陷深度的变化趋势，可以认为该主凹陷

主要由翼片的一阶局域共振引起，而非一阶布拉格散射。 

9.2.5 小结 

800–1000 Hz 的凹陷是 3 cm 翼板的局域共振谷，304 梁模型给出 886 Hz，与图 

13 的 884 Hz 一致；板修正把上界放到 925 Hz，根部 1–2 mm 等效延伸解释略偏低

的谷底。间距增大使振子走向孤立极限，故谷加深而不显著移动。布拉格在数千赫

兹以上，与这条谷无关。本章在一个灵活的可调模型中，实现了对声谷的操控，对

未来实现声波器件或声传输应用打下基础。 
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第十章 误差分析 

任何测量都伴随不确定性。诚实、系统地分析误差来源，是评估结论可靠性的

重要一步。本实验的误差主要来自器材制造、边界条件、测量分辨率与理论近似四

个维度。 

金属尺子在工业加工中存在厚度不均与材质各向异性（加工公差）。由式（8）

f₁ ∝ h，厚度的相对偏差会等比例地传递到频率上，这也是第六章中厚尺（如 1.2 

mm）数据偏离理论略大的重要原因之一。此外，材料弹性模量的手册值本身约有 

±10% 的浮动，由 f₁ ∝ √E 可知，这会给频率理论值带来约 ±5% 的不确定性，这正

是第六章材质预测中红铜出现约 4% 偏差的来源。 

理论假设夹持端为“完全刚性固定”，但实验装置难以完全实现：夹持端的微小

松动会使有效振动长度发生波动。由 f₁ ∝ 1
l²
，有效长度的相对误差会以两倍的比例

放大到频率上，因此夹持稳定性对频率测量影响显著。夹持力的左右不对称还会造

成频率劈裂，从而诱发第八章讨论的拍频现象。 

频率测量方面，FFT 的频率分辨率 Δf 由采样率 fs 与单次分析样本数 N 决定，

Δf = fs
N
；样本数不足会限制低频谱峰的定位精度。振幅测量方面，Tracker 逐帧标记

存在像素级判读误差，且受限于普通摄像机而非高速科研相机，快速振动的追踪存

在时间分辨率上限；长度 l 的手动读数也存在随机误差。这些因素共同导致实测数

据点在理论曲线周围出现一定散布。 

本研究采用欧拉-伯努利梁模型，忽略了剪切变形与截面转动惯量，仅在细长

梁、小变形条件下严格成立。当宽厚比过大时，结构进入薄板范畴，梁模型失效—

—这正是第六章中宽度增大导致频率上偏的根源。此外，模型将阻尼作为一阶小量

处理，忽略了幅值相关的非线性阻尼；对大幅敲击下的几何非线性也未纳入主线模

型，这些是倍频、拍频等现象需要额外机制来解释的原因。 

综合上述因素，实验数据点虽存在合理波动，但整体趋势与定量比值（如 f·l²≈

常数、
f
h
≈常数、f∝�

E
ρ
 斜率≈16.15×10⁻³）都高度符合理论预期，说明这些误差影响

了数据精度，却未动摇本研究的核心结论。 
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第十一章 总结与展望 

本研究从“敲击尺子发声”这一人人熟悉的日常现象出发，完成了一次从理论建

模、定量实验到误差分析的完整闭环。我们以单端夹持的金属直尺为对象，基于欧

拉-伯努利梁理论推导出一阶固有频率的解析表达式 f₁ ∝ h
l²
·�

E
ρ
，并用控制变量实验

逐一检验：长度上确认了 f∝1
l²
（f·l² 近似为常数），厚度上确认了 f∝h（ f

h
 近似为常

数，比值检验近乎完美），材质上用 �
E
ρ
 成功预测了四种金属的频率排序与数值，

且理论斜率 0.01615 与实测拟合斜率 16.15×10⁻³ 高度一致；宽度上则验证了“梁模型

下宽度不影响频率”，并用梁-板过渡与泊松效应解释了宽厚比过大时的小幅频率上

移。 

在响度方面，我们引入阻尼修正，得到衰减振动模型 y(t)=D·e−ζω₀t·cos(ωd t−φ)，

并据此解释了振幅随敲击落高、伸出长度增大而升高，随厚度、材料阻尼增大而降

低的规律。在音色与非线性方面，我们从多模态叠加与边界非理想两个角度，解释

了倍频与拍频的物理成因，并指出各阶谐波分布是音色差异的根源，从而把“音调、

响度、音色”三要素统一在同一实验与理论框架之内。 

最后我们探讨和实验验证了使用可调模型，利用周期性可变结构，操控声谷的

应用。 

本研究仍有可深化之处。其一，理论上可进一步纳入剪切变形（Timoshenko 

梁）、几何非线性与幅值相关阻尼，以更精确地描述大幅敲击与厚尺情形。其二，

实验上可采用高速相机与更精细的频谱分析，对倍频、拍频做更定量的谐波分解与

音色量化，把音色从“定性描述”推进到“定量刻画”。其三，可系统拓展材料与几何

范围，建立更具普适性的经验规律。这些方向将是后续工作的重点，也将为“尺子

之歌”这一简单系统赋予更完整、更深入的物理图像。 
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附录 

本附录给出与第七、八章对应的 Tracker 衰减曲线和 PASCO 频谱。除图中标

注的变量外，夹持方式与敲击方式保持不变。 

 
图 A-1  伸出 20 cm 时铜、铁、铝尺的振幅–时间曲线 

铝尺初始振幅最大、衰减较慢，铜尺与铁尺振幅明显偏小，与表 9 的响度排序

一致。图中红色叉号为拟合时剔除的异常点。 

 
图 A-2  钢尺，伸出 10 cm，厚度 0.7 mm，宽度 2.0 cm 

左图为 FFT 频谱，右图为衰减波形。 
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图 A-3  钢尺，伸出 10 cm，厚度 0.7 mm，宽度 2.6 cm 

主峰约 63.0 Hz。与图 A-2 相比，宽度增大后主峰略升高，方向与第六章“宽厚

比较大时频率微升”一致。 

 
图 A-4  钢尺，伸出 20 cm，厚度 0.9 mm，宽度 2.6 cm 

基频约 20.6 Hz，较图 A-5 的 10 cm 样品明显降低。 
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图 A-5  钢尺，伸出 10 cm，厚度 0.9 mm，宽度 2.6 cm 

主峰约 94.4 Hz。本图仅作同批钢尺的频谱示例；几何尺寸与第六章表 4（白

钢 1 mm、10 cm）不同，频率数值不可直接对照。 
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本项目的选题来源于日常生活里对尺子的观察。将钢尺或塑料尺的一端按压在

桌沿上，拨动或敲击悬空的一端，尺子便会发出一种短促而有特点的声音；改变伸

出的长度，音调会随之明显升高或降低，而金属尺的声音往往比塑料尺更加清亮、

持久。这种听起来平常、细想却难以解释清楚的发声现象，起初只是被我当作课余

的趣味，并未深究其背后的振动与声辐射机制。后来我看到这一现象被单独列为研

究课题——“尺子之歌”：一端夹持、受敲击后的尺子为何发声，其声音特性又如何

随几何参数与材料属性变化。题目将原本模糊的好奇转化为可切入的具体问题，也
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答，并分享许多解题思路，令我豁然开朗。 
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他们始终给予我鼓励，让我在研究时有了坚实的后盾，也使整个研究推进得更加顺

利。他们在背后的默默付出同样不可或缺，是我完成这项研究的重要支撑。 
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AI 使用说明 

本研究在论文统稿阶段使用了 Cursor 中的对话式辅助（模型为 Grok 4.6），使

用情况已向指导教师说明。AI 仅用于资料检索提示、中文表述润色、段落结构梳

理、公式排版核对，以及第九章声谷部分理论演算与文字整理的辅助，未用于代替

实验、未生成参考文献、未编造或改动任何测量数据。 

具体而言：第一至第九章中，悬臂梁建模、PASCO 850 与 Tracker 的控制变量

实验、表 1 至表 9 及附录频谱，均由我本人完成；AI 未参与数据采集。第九章壁

虎形尺子的加工、夹持敲击与三组间距频谱（图 11–图 13）亦由我独立完成；对话

中请 AI 协助核对外伸 3 cm 翼板的局域共振频率、区分局域谷与布拉格带，并帮助

把第九章理论段、误差说明及致谢、选题缘起等文字改得更符合论文表述。公式是

否写入、数值是否采纳，均经作者对照实验后决定。 
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