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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆

链动力学与模态研究

摘要

本文研究由有限尺寸轴向磁化圆柱永磁体构成的非接触磁摆链，考察实测磁相互作用如何决定有

限链的平衡构型、正常模态及端点释放后的瞬态动力学。实验对七块同规格磁体分别在 h = 0、5、10、15

和 20 mm五个高度进行径向扫描，测量范围为 r = 0–50 mm，获得空间磁场分量 Br(r, h)和 Bz(r, h)。

在 h = 0 测量层，七块磁体的 Bz 与 Br 平均峰值分别为 92.112 mT 和 37.879 mT。以一号磁体为基
准，点磁偶极模型在完整测量域内得到 R2 = 0.6789、RMSE = 7.023mT，均匀磁化有限圆柱模型得
到 R2 = 0.9833、RMSE = 1.602mT。当取 ρ ≥ 2R = 25mm 的数据时，点磁偶极模型的 R2 提高至

0.9592，反映出点偶极近似随观测距离增加而逐渐接近实测磁场。

由有限圆柱模型分别确定七块磁体的磁化强度，并将逐块磁参数依次传递到随摆角变化的两体磁

势、全磁体对总势能、稳定平衡构型及其 Hessian。由此建立的有限链模型同时保留磁体有限半径和厚
度、摆动过程中磁体中心与磁轴的几何变化、磁体间磁强差异以及非相邻磁体的长程作用。单摆自由

衰减实验得到 β = 0.059 979/s 和 Td = 0.754 297 s，相应耗散参数用于模态与时域动力学计算。
本文的主要创新体现在三个方面：由逐块实测二维空间磁场建立有限尺寸多摆磁耦合参数链；在

实际摆动几何下构造保留全部磁体对长程作用的有限尺寸多体模型；在一次基准校准后保持模型参数

固定，完成跨链长、跨悬点间距的参数迁移检验。

在 N = 3、a = 60mm 的基准链中，第二和第三实验模态共同确定有效磁势尺度 λm = 0.473305。

第一模态主要表现为近同相低阶振动，格点间相对运动较小，其频率对磁耦合强度变化不敏感，因此保

留用于独立频率比较。随后保持 λm 不变并迁移至更长有限链。对于 N = 5 和 N = 7，模态频率平均

绝对相对误差分别为 2.62%和 4.10%；七摆链理论与实验空间振型的平均复模态保证准则为 0.919。固

定 N = 5并将悬点间距由 40 mm增加至 80 mm时，实验五阶模态带宽由 1.9232 Hz减小至 0.2606 Hz。
四种间距共 20 个模态频率的平均绝对相对误差为 2.85%，最大绝对相对误差为 5.42%。
本文实验比较覆盖 N = 3, 5, 7 的双线悬挂有限链，间距实验覆盖 a = 40–80 mm，磁体在运动过

程中保持非接触和无重叠。正常模态对应稳定平衡附近的小振幅线性化，端点释放过程则采用完整有

限圆柱磁势进行非线性时间积分。在上述条件下，实验与理论均显示：随悬点间距增加，长程磁耦合

减弱，有限链离散模态的频率分裂和整体频带宽度随之收缩。

关键词：非接触磁摆链；有限尺寸磁相互作用；均匀磁化有限圆柱；长程耦合；模态；色散关系
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

Dynamics and Modes of a Non-Contact
Magnetic Pendulum Chain with

Experimentally Characterized Finite-Size
Magnetic Interactions

Abstract

This work investigates a non-contact magnetic pendulum chain composed of finite-sized, axially
magnetized cylindrical permanent magnets, focusing on small-amplitude normal modes near stable
equilibria and finite-amplitude transients following endpoint release. Seven nominally identical mag-
nets were scanned at h = 0, 5, 10, 15, 20 mm over r = 0–50 mm to obtain Br(r, h) and Bz(r, h).
At h = 0, the mean peak values of Bz and Br were 92.112 mT and 37.879 mT. For magnet 1, the
point-dipole model gives R2 = 0.6789 and RMSE = 7.023mT over the full measured domain, while
the uniformly magnetized finite-cylinder model gives R2 = 0.9833 and RMSE = 1.602mT. For
ρ ≥ 2R = 25mm, the point-dipole model reaches R2 = 0.9592.

The magnetization of each magnet is determined from the finite-cylinder model and transferred to
the angle-dependent pair potentials, the all-pair chain potential, stable equilibria, and the correspond-
ing Hessian. The model retains finite magnet geometry, pendulum-induced translation and rotation,
magnet-to-magnet variation, and non-nearest-neighbour interactions. Free-decay measurements give
β = 0.059 979/s and Td = 0.754 297 s, which are used in the subsequent dynamical calculations.

The main contributions are threefold: a finite-size magnetic-coupling parameter chain is estab-
lished from individually measured two-dimensional magnetic fields; an all-pair finite-size many-body
model is constructed in the actual pendulum geometry to retain long-range magnetic interactions;
and, after a single baseline calibration, the model parameters are kept fixed and tested across different
chain lengths and pivot spacings.

For the baseline chain with N = 3 and a = 60mm, the second and third experimental modes
determine λm = 0.473305. The first mode is a low-order near-in-phase motion with small relative
motion between pendulums and is therefore weakly sensitive to the magnetic coupling strength; it
is retained as an independent frequency check. With λm fixed, the mean absolute relative modal-
frequency errors are 2.62% for N = 5 and 4.10% for N = 7, and the seven-pendulum chain gives a
mean complex modal assurance criterion of 0.919. For fixed N = 5, increasing the pivot spacing from
40 mm to 80 mm reduces the measured five-mode bandwidth from 1.9232 Hz to 0.2606 Hz. Across the
20 modal frequencies measured at four spacings, the mean and maximum absolute relative errors are
2.85% and 5.42%, respectively.

The experimental comparisons cover bifilar finite chains with N = 3, 5, 7, pivot spacings of 40–
80 mm, and non-contact magnet configurations. Normal modes are obtained from linearization about
stable equilibria, while endpoint-release trajectories are calculated with the full nonlinear finite-cylinder
potential. Within this range, increasing the pivot spacing weakens the long-range magnetic coupling
and reduces both modal splitting and spectral bandwidth.
Keywords: non-contact magnetic pendulum chain; finite-size magnetic interaction; uniformly mag-
netized finite cylinder; long-range coupling; normal modes; dispersion relation
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第 1 章 引言

离散振子链是研究多自由度耦合、正常模态、色散、非线性、局域化与能量输运的典型物理体系。

有限个振子在现场回复作用和单元间耦合作用下形成空间离散结构，其动力学同时受到边界条件、耦

合范围和机械耗散的影响。机械晶格将这些过程放在可直接观测的宏观尺度上，为离散多体动力学提

供了兼具可测量性、可建模性和可验证性的实验对象。

传统牛顿摆通过相邻摆球之间的接触碰撞传递动量和能量。磁性牛顿摆采用非接触磁耦合，各摆之

间持续通过磁场相互作用，系统的耦合强度随磁体间相对位置连续变化。IYPT 2026第 15题Magnetic
Newton’s Cradle 即以这一体系为背景 [1]。在端点释放条件下，有限链中的运动由重力回复、磁耦合、
机械耗散和边界共同决定，因此既适合研究有限链正常模态，也适合讨论局域能量交换与传播。

(a) (b)
图 1.1: 传统牛顿摆与非接触磁性牛顿摆的实验构型。

Experimental configurations of a conventional Newton’s cradle and a non-contact magnetic Newton’s cradle.

磁性振子链及相关磁机械晶格已经用于研究多种离散动力学现象。Russell等研究了磁摆链中的移
动离散呼吸子，并讨论了磁耦合对有限链动力学的影响 [2]。Molerón 等通过排斥磁体链研究了孤立波
传播及其幅值依赖特征 [3]。Mehrem等进一步讨论了磁排斥晶格中的非线性色散和谐波传播 [4]。针对
长程相互作用情形，Molerón 等又分析了磁晶格中的长程耦合对非线性激发和空间结构的作用 [5]。在
磁静力学方面，Vokoun等给出了均匀轴向磁化有限圆柱之间的相互作用模型，为实际圆柱磁体的有限
尺寸描述提供了基础 [6]。
已有研究表明，磁机械系统兼具清晰的离散结构和连续的非接触相互作用，适合研究正常模态、色

散与能量传递。然而，对于由实际圆柱永磁体组成的有限磁摆链，还存在几个彼此关联的问题。其一，

实验中使用的磁体具有有限半径和厚度，工作距离又与磁体尺寸处于相近尺度，此时单磁体外场保留

明显的有限尺寸空间结构。其二，同规格磁体之间仍存在逐块磁强差异，这些差异会进一步影响多体

耦合强度。其三，有限链中非相邻磁体之间仍可直接相互作用，长程磁耦合需要在模型中整体保留。其
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

四，摆动过程会改变磁体的中心位置和相对构型，因此单磁体空间磁场、两体磁势、有限链模态与时

域能量交换之间需要建立统一的参数联系。

基于上述问题，本文从单磁体二维空间磁场测量出发，依次建立有限尺寸磁相互作用模型、有限链

动力学模型以及跨条件验证框架。实验分别测量七块轴向磁化圆柱磁体的二维空间磁场分布 Br(r, z)

和 Bz(r, z)，并利用均匀轴向磁化有限圆柱模型确定各磁体的磁化强度 Mi。在此基础上，将逐块标定

得到的磁学参数引入实际摆动几何下的两体磁势 U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij)，进一步构造包含全部磁体对的有限

链总势能 V (θ)，并由平衡构型附近的 Hessian 矩阵 H 确定小振幅正常模态。
为使实验参数能够稳定传递至不同链长和不同几何条件，本文首先在基准链 N = 3、a = 60 mm

下确定统一的有效磁相互作用尺度 λm，随后保持磁学和机械参数固定，分别研究 N = 5、N = 7 以

及 N = 5 时 a = 40、60、70、80 mm 条件下的模态频率和空间振型。除频域比较外，本文还进一步
由实验轨迹重构局域能量 Ei(t) 与磁体对瞬时能流 Ji→j(t)，并与相同参数下的理论结果进行比较，从

而将有限链正常模态与时域能量输运联系起来。相同的有限圆柱磁相互作用还用于构造周期长链的色

散关系 ω = ω(q)，以讨论有限链模态分裂、频带宽度与周期链色散结构之间的对应关系。

独立参数测量

二维空间磁场

Br(r, z), Bz(r, z)

单摆自由衰减

β, Td

几何与机械参数

l, Ieff, kg

有限尺寸多体模型

磁场模型比较
点磁偶极与有限圆柱

逐块磁体标定
Mi, mi =MiVm

角度相关两体磁势
Ucyl
ij (θi, θj ; dp,ij)

全磁体对有限链动力学
V (θ), H, θ(t)

跨条件验证与色散

基准链校准

N = 3, a = 60 mm
λm 统一确定

链长迁移
N = 3, 5, 7
频率与空间振型

几何尺度迁移
a = 40, 60, 70, 80 mm
模态分裂、带宽与色散

实验输入 参数传递 模型检验

图 1.2: 二维磁场和机械参数经有限圆柱磁静力模型传递至有限链动力学，并在不同链长和悬点间距下进行跨
条件验证。

Workflow from two-dimensional magnetic-field and mechanical measurements through the finite-cylinder
magnetostatic model to finite-chain dynamics and cross-condition validation.

图 1.2 概括了本文的实验、建模与验证流程。首先，由二维空间磁场测量和单摆自由衰减实验分
别确定磁学参数与机械参数，包括 Mi、β、Td、l、Ieff 和 kg。随后，这些参数进入有限圆柱两体磁势

和全磁体对有限链模型，从而得到有限链的平衡构型、Hessian 矩阵和正常模态。
在验证阶段，本文以基准链 N = 3、a = 60 mm 统一确定有效磁相互作用尺度 λm，并将该参数

迁移到不同链长和不同悬点间距条件。理论与实验同时比较本征频率、空间振型以及由实验轨迹重构

得到的局域能量 Ei(t) 与磁体对瞬时能流 Ji→j(t)。在此基础上，再利用相同的有限圆柱磁相互作用构

造周期磁摆链的色散关系 ω = ω(q)，从而将有限链模态、频带宽度与长链色散结构联系起来。

本文的主要创新体现在以下三个方面。

第一，建立了由逐块实测二维空间磁场驱动的有限尺寸多摆磁耦合参数链。本文对七块实际圆柱

磁体分别测量 Br(r, z) 和 Bz(r, z)，并由有限圆柱模型确定各磁体的磁化强度 Mi。由此形成从 Br, Bz

到 Mi，再到 U cyl
ij 、V (θ)、H 以及 {ωk,ϕk} 的连续参数传递关系，使有限尺寸效应和逐块磁强差异直

接进入有限链动力学。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

第二，建立了保留全部磁体对长程作用的有限尺寸多体模型。在实际摆动几何下，两体磁势写为

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij)，有限链中保留全部 1 ≤ i < j ≤ N 磁体对，从而将有限尺寸效应、逐块磁强差异和

长程磁耦合统一纳入总势能、平衡构型、Hessian 和正常模态计算。同时，本文进一步由实验和理论轨
迹构造 Ei(t) 与 Ji→j(t)，用于描述有限链中的局域能量交换过程。

第三，完成了统一基准校准下的跨链长、跨间距参数迁移验证。本文在 N = 3、a = 60 mm 条件
下统一确定 λm，随后保持模型参数固定，用于预测 N = 5、N = 7 以及 N = 5 时 a = 40、60、70、

80 mm 条件下的动力学。实验比较同时覆盖本征频率、空间振型和瞬时能流；相同的有限圆柱磁相互
作用还用于构造周期链色散关系 ω = ω(q)，从而把有限链模态、模态带宽与周期链色散结构统一到同

一框架中。

综上，本文建立了从单磁体二维空间磁场测量、有限尺寸两体磁势到全磁体对有限链动力学、局

域能量交换和周期链色散的统一研究路径，并在不同链长和不同悬点间距下检验了该模型的参数迁移

能力。
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第 2 章 国内外研究现状与相关工作

非接触磁摆链同时涉及离散振子、永磁体近场相互作用、有限链正常模态和非线性能量交换。与

这一问题直接完全对应的研究数量相对有限，但其相邻领域已经形成几条较清晰的研究路线：一类关

注磁摆和磁耦合振子的非线性响应与能量交换；一类关注磁晶格、长程耦合和可调频谱；另一类关注

有限尺寸永磁体的磁场与力学相互作用建模。本文的研究路径需要把这些原本相对分散的工作连接到

同一实验参数链中。

2.1 磁摆与磁耦合振子的动力学研究

Russell 等较早构造了重力回复下的磁摆链，并研究移动离散呼吸子及其频谱特征，建立了磁摆体
系与离散非线性晶格之间的联系 [2]。随后，磁摆研究更多扩展到受迫振动、非线性共振、混沌和模态
结构。Polczyński 等对受外部磁激励的双摆系统开展实验、数值和解析研究，并通过实验磁力矩近似
建立动力学模型 [7]。Pilipchuk 等进一步研究两个磁摆之间的共振能量交换及其方向控制，说明磁场
可以直接改变耦合振子之间的能量流 [8]。Surganova 和 Mikhlin 在双摆磁场系统中研究局域与非局域
非线性正常模态，并在后续工作中讨论这些模态的稳定性 [9, 10]。
近年的实验工作也继续采用磁耦合摆作为可直接观测的多自由度体系。Pathak等使用两个摆动磁

体和磁强计测量磁矩与振动周期，并将实验与数值模型比较 [11]。国内相关研究更多集中在磁耦合振
动与能量采集：阚君武等通过实验和有限元分析研究磁体间距对磁耦合压电振动系统两个共振频率及

输出特性的影响 [12]；石慧荣等在含摆锤的压电磁耦合系统中分析磁体间距和摆臂参数对组合共振与
有效频带的影响 [13]。这些研究说明磁耦合强度、几何间距和多自由度结构会共同改变频谱与能量交
换，但研究对象多为单摆或双自由度系统，磁相互作用也常以实验拟合力、磁力矩或有限元结果进入

动力学方程。

2.2 磁晶格、长程耦合与频谱调控

在一维排斥磁体晶格中，Molerón 等直接测量磁体排斥力并研究孤立波传播，指出当工作距离与
磁体尺度可比时，实际相互作用不能简单等同于理想点偶极极限 [3]。Mehrem 等进一步研究排斥磁晶
格中的非线性色散与高次谐波传播，并将弱非线性极限与 α-FPU 型晶格联系起来 [4]。针对非相邻单
元仍具有直接作用的情形，Molerón 等建立长程磁晶格模型，系统分析不同邻居阶数对色散关系、局
域激发和空间结构的影响 [5]。
更广泛的磁机械超材料研究表明，磁作用可以用于连续调节结构刚度和带隙。Montgomery 等利

用磁机械耦合实现可调机械性质和声学带隙，说明磁相互作用不仅影响单个共振频率，也能够重构离

散结构的整体频谱 [14]。这类工作与本文在“耦合强度—模态分裂—频带宽度”上的物理图像相通，但
其重点通常是人工结构的带隙设计和外场调控，而本文关注由实际永久磁体直接耦合形成的有限摆链，

并需要同时处理有限边界、逐块磁参数差异和全磁体对相互作用。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

2.3 有限尺寸永磁体的磁场与相互作用建模

对于轴向磁化圆柱永磁体，Vokoun等给出了保留磁体半径和厚度的磁静力相互作用模型，并讨论
有限距离作用与远距离磁偶极极限之间的联系 [6]。这一类有限尺寸模型为近距离永久磁体相互作用提
供了比点磁偶极更完整的几何描述。

近五年的研究继续关注永磁体场与相互作用的高效计算。Nguyen 等以磁荷模型建立半解析永久
磁体相互作用力，并在此基础上构造数据驱动代理模型，用于降低动力学和参数优化中的重复计算成

本 [15]；其后又给出多种永久磁体空间磁场分量的半解析表示，并用于快速预测磁场分布 [16]。Nana
等在磁摆实验中直接比较磁荷相互作用模型与实验拟合相互作用模型，表明磁相互作用模型的选择会

显著影响非线性动力学预测 [17]。这些工作强化了两个认识：其一，近距离永磁体作用需要保留实际
几何或通过实验标定；其二，动力学计算需要在磁静力精度和重复求解效率之间取得平衡。

现有有限磁体研究多集中于给定几何下的场、力或力矩计算，而磁摆动力学研究又常直接采用拟

合后的力或力矩函数。对于多块实际磁体组成的有限摆链，仍需要进一步解决“单磁体实测空间场如

何进入多体广义坐标动力学”的参数传递问题，尤其是磁体在摆动中同时发生中心位移和磁轴转动时，

两体势不再只是中心距的单变量函数。

2.4 现有研究缺口与本文研究路径

综合上述工作，本文所采用的研究链条可写为：单磁体空间磁场测量与模型比较，逐块确定磁化

参数；由这些参数构造实际摆动几何下的有限尺寸两体磁势；将全部磁体对叠加为有限链总势能；在

稳定平衡附近计算 Hessian、正常模态和长程色散；最后用同一组参数检验不同链长与不同悬点间距下
的实验结果。对应这条链条，现有工作的主要空缺集中在以下四个环节。

第一，已有磁摆和磁耦合振子研究常以整体实验力或磁力矩拟合动力学参数，而逐块测量实际磁

体二维空间场并把磁体间个体差异继续传递到多体模型的工作较少。本文因此从七块磁体的 Br(r, h)、

Bz(r, h) 测量出发，分别确定 Mi，避免把所有磁体预先视为完全相同的理想单元。

第二，已有排斥磁晶格研究已经认识到有限距离和长程作用的重要性，但在实际摆链中，磁体的

中心位置与磁化方向都会随摆角变化。本文采用随 θi、θj 变化的有限圆柱两体磁势，并在有限链中保

留全部 1 ≤ i < j ≤ N 的磁体对，使有限尺寸、取向变化和长程耦合进入同一个总势函数。

第三，已有研究分别讨论了磁摆正常模态、非线性运动、能量交换或周期晶格色散，但较少在同

一组实验参数下同时比较有限链本征频率、空间振型、端点释放轨迹和局域能流。本文由同一总势能

同时得到平衡构型、Hessian、正常模态和非线性时域演化，再利用实验轨迹进行多层次检验。
第四，许多磁耦合动力学模型针对单一装置或单一工况确定参数。本文只在 N = 3、a = 60 mm

的基准链中确定一次有效磁势尺度 λm，随后保持该参数固定，并迁移到 N = 5、N = 7 以及 N = 5

时 a = 40、60、70、80 mm 的条件。因而，本文的重点不仅是某一工况下的拟合精度，还包括参数在
链长和几何尺度变化后的可迁移程度。

由此，本文的研究定位可概括为：以实测单磁体空间场作为磁学起点，以有限尺寸全磁体对势能

作为多体建模核心，以有限链正常模态和端点释放动力学作为实验检验对象，并通过跨链长、跨间距

迁移检验参数链的适用范围。
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第 3 章 实验系统与测量方法

3.1 非接触磁摆装置

实验装置如图 3.1 所示。磁摆链安装在由广州祥远机械有限公司定制的铝型材支架上，各悬点沿
水平方向排列，相邻悬点间距记为 a。每个摆体采用双线悬挂，使主要运动限制在同一竖直平面内，并

减小绕竖直轴转动的影响。第 i 个磁摆的摆角记为 θi，以竖直向下方向为 θi = 0。

(a)
(b)

(c) (d)
图 3.1: 非接触磁摆链实验装置及磁体参数测量。(a) 磁摆链整体装置；(b) 磁场空间分布测量装置；(c) 磁体及

其非磁性安装外壳；(d) 实验所用轴向磁化圆柱永磁体。
Experimental apparatus and magnet characterization. (a) Complete magnetic-pendulum chain; (b) setup for
spatial magnetic-field measurement; (c) magnet and nonmagnetic housing; (d) axially magnetized cylindrical

permanent magnet.

图 3.1(a) 中，各磁摆安装在可调水平导轨上，通过改变悬点位置调节相邻间距 a；实验过程中保

持支架与悬点固定，以统一不同工况的几何基准。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

图 3.1(b) 为单磁体空间磁场测量装置。磁场采用 TUNKIA 天恒测控 TD8620 型特斯拉计测量，
精度等级为 1 级，标称测量精度为 ±1%；探头的径向位置和轴向高度采用三和牌双柱带表高度尺调节
和读取，生产厂家为温州三和量具仪器有限公司。这些仪器参数用于后续测量不确定度估计。

图 3.1(c) 为非磁性磁体安装外壳，用于固定磁体位置与磁化方向并连接双线悬挂。图 3.1(d) 为
橙桔磁业定制的轴向磁化圆柱永磁体。七块磁体具有相同的标称几何尺寸，装配时采用交替极性排列，

使相邻磁体在平衡位置附近保持同极相对的排斥构型。各磁体的几何尺寸、质量及空间磁场分别测量，

并作为后续磁静力和动力学模型的实验输入。

端点释放实验中，待磁摆链静止后，将最左端磁摆相对平衡位置偏转 ∆θ 并由静止释放，其余磁

摆从各自平衡位置开始运动。摄像机记录摆动过程，并由视频提取各磁摆的角位移 θi(t)。

3.2 磁场测量

实验使用七块同规格轴向磁化圆柱磁体，依次编号为 1–7。测量时单独固定一块磁体，以磁体轴
线为 r = 0，以上表面为名义高度 h = 0，建立柱坐标系 (r, φ, h)。其中 Bz 和 Br 分别表示轴向与径

向磁场分量。

Hall 探头在
h = 0, 5, 10, 15, 20 mm (3.1)

五个高度进行径向扫描，每个高度的测量位置为

r = 0, 5, 10, . . . , 50 mm, (3.2)

径向步长为 5mm。
七块磁体均采用相同的坐标定义和扫描流程，分别记录 Bz 与 Br，原始磁场数据以 mT 为单位。

由此得到每块磁体的空间磁场剖面

Bz(r, h), Br(r, h). (3.3)

图 3.2: 圆柱磁体的几何参数与坐标系定义。圆柱几何中心取为原点 O，轴向取为 z 方向，半径和厚度分别记
为 R 和 t，方位角记为 ϕ。

Geometry and coordinate-system definition of the cylindrical magnet. The geometric center of the cylinder is
taken as the origin O; the cylinder axis is along the z-direction, with radius R, thickness t, and azimuthal

angle ϕ.

图 3.2 给出了有限圆柱磁体的几何参数与坐标系定义。磁体几何中心取为原点 O，圆柱轴线沿 z

方向，半径与厚度分别记为 R 和 t。后续有限圆柱磁场模型均在该坐标系下建立，实验测得的径向和
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

轴向磁场分量分别记为 Br 和 Bz。

3.3 单磁摆自由衰减

为确定磁摆运动中的机械耗散，将单个磁摆与其余磁体充分分离，在小振幅条件下记录自由衰减

过程。定义相对于静态平衡位置的角位移

ξ(t) = θ(t)− θ∗. (3.4)

小振幅范围内，单磁摆满足

Ieffξ̈ + cξ̇ + kgξ = 0, (3.5)

其中 Ieff 为关于等效悬点的有效转动惯量，c 为等效转动阻尼系数，kg 为平衡位置附近的重力角向刚

度。

定义衰减率

β =
c

2Ieff
, (3.6)

则欠阻尼振幅包络为

A(t) = A0e
−βt. (3.7)

(a)

10 15 20 25 30 35 40
t (s)

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

ln
(A
=1

±
)

ln(A=1 ± ) = 2:36012¡ 0:060639t
¯=0:060639 s¡1

R 2 =0:9984

Maxima
Linear fit

(b)

0 10 20 30 40 50
t (s)

−15

−10

−5

0

5

10

15

µ 
(d

eg
)

A(t) =A0e
¡¯t

¯=0:059979 s¡1

R 2 =0:9986

All experimental points
Maxima used for fit
Exponential envelope fit

(c)
图 3.3: 单磁摆自由衰减过程及峰值振幅的对数线性拟合与指数包络拟合。

Free decay of a single magnetic pendulum with log-linear fitting of peak amplitudes and exponential-envelope
fitting.

图 3.3(a) 显示自由振动振幅随时间近似指数衰减。对式 (3.7) 取对数可得

ln
(
A(t)

1◦

)
= ln

(
A0

1◦

)
− βt, (3.8)

8

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

因此图 3.3(b) 的斜率直接给出衰减率；图 3.3(c) 则直接对峰值包络进行指数拟合。
从角位移序列中提取局部极值，并以

An = |θext,n − θ∗| (3.9)

表示第 n 个峰值振幅。

两种方法给出一致的衰减尺度，后续动力学统一采用指数拟合结果

β = 0.059 979/s, R2 ≃ 0.9986. (3.10)

实测阻尼振动周期为

Td = 0.754 297 s, (3.11)

对应

ωd =
2π

Td
, ω0 =

√
ω2
d + β2. (3.12)

因此

kg = Ieffω
2
0, c = 2Ieffβ. (3.13)

本实验测得

Ieff = 4.1889× 10−4 kg m2, kg = 2.90669× 10−2 N m rad−1. (3.14)

相应阻尼比和品质因数为

ζ =
β

ω0
, Q =

1

2ζ
, (3.15)

数值约为

ζ ≃ 0.00720, Q ≃ 69.4.

对于具有不同有效惯量的第 i 个磁摆，若采用相同实验衰减率，则

ci = 2Iiβ. (3.16)

3.4 链长与悬点间距

整链实验分别改变链长 N 和相邻悬点间距 a。实验装置实物如图 3.4 所示。磁摆通过上方悬挂结
构安装在铝型材框架上，各悬点位置可沿横向调节，从而改变参与运动的磁摆数量以及相邻悬点间距。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

图 3.4: 磁摆链实验装置实物图

链长实验固定

a = 60mm, N = 3, 5, 7, (3.17)

用于比较有限链自由度增加后离散模态、频率分裂和端点释放响应的变化。

悬点间距实验固定

N = 5, a = 40, 60, 70, 80 mm, (3.18)

通过改变磁体之间的几何分离调节磁耦合强度，用于比较模态频率和频带宽度随间距的变化。
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第 4 章 从实测磁场到两体磁相互作用

实验磁体为轴向磁化圆柱，几何尺寸为

D = 25.0mm, tm = 3.0mm, R = 12.5mm. (4.1)

取磁体轴线为 z 轴、径向坐标为 r，测量网格为

h = 0, 5, 10, 15, 20 mm, r = 0, 5, . . . , 50 mm.

实验同时记录 Br 与 Bz。近场中可观察到明显的有限尺寸效应，包括边缘附近的 Bz 结构以及随高度

外移的 Br 峰位。
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(a)
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(c)

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Axial position z (mm)

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50
r = 3 cm

(d)

Experiment Uniform cylinder Cylinder 1  band Magnetic dipole

图 4.1: 一号磁体在 r = 0, 10, 20, 30 mm 处的实测 Bz 及均匀磁化有限圆柱与点磁偶极模型拟合。

Measured Bz of magnet 1 at r = 0, 10, 20, 30 mm and fits using the uniformly magnetized finite-cylinder and
point-dipole models.

图 4.1 覆盖轴线、磁体边缘附近和较弱离轴场区域，用于比较两种模型在不同空间尺度上的适用
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

性。考虑 Hall 探头敏感轴的小角度偏差 ϑeff，实验分量写为

Bmeas
r = |Br cosϑeff −Bz sinϑeff| , (4.2)

Bmeas
z = |Bz cosϑeff +Br sinϑeff| . (4.3)

若名义高度为 h，高度零点修正为 z0，则磁体中心坐标下

zc = h+ z0 +
tm
2
. (4.4)

4.1 点磁偶极近似

当观测距离远大于磁体尺度时，外场最低阶非零项由总磁偶极矩决定 [18]。取

µ = µez, (4.5)

则

Bdip
r =

µ0µ

4π

3rzc

(r2 + z2c )
5/2

, (4.6)

Bdip
z =

µ0µ

4π

2z2c − r2

(r2 + z2c )
5/2

. (4.7)

其中 Bdip
z 在

r =
√
2 |zc| (4.8)

处变号。

本文采用

ρ =
√
r2 + z2c ≥ 2R (4.9)

作为点偶极远场比较的操作性子集，当前磁体有 2R = 25mm。该条件只用于本文数据分区。

4.2 均匀磁化有限圆柱

近场模型保留磁体实际半径和厚度。第 i 块磁体满足

Mi =Miez, µi =MiπR
2tm. (4.10)

均匀磁化时体磁荷为零，等效表面磁荷密度为

σm = M · n̂, (4.11)

因此磁荷只分布在上下端面，

σm =

+M, z′ = +tm/2,

−M, z′ = −tm/2.
(4.12)

圆柱外部磁场写为

Bcyl(r) =
µ0
4π

∑
s=±1

sM

∫
Ss

r − r′
|r − r′|3 dS′. (4.13)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

离轴场采用圆电流环解析表达并沿磁体厚度进行 Gauss–Legendre 求积，具体推导见附录 B。
在轴线上，

Baxis
z,cyl(z) =

µ0M

2

[
z + tm/2√

R2 + (z + tm/2)2
− z − tm/2√

R2 + (z − tm/2)2

]
. (4.14)

各磁体的 Mi 由全部测点的 Br 与 Bz 联合拟合得到，z0,i 和 ϑeff,i 仅用于测量坐标修正。

4.3 近场与远场的模型比较

为比较有限尺寸模型与点偶极极限，使用一号磁体的拟合参数分别计算 Bcyl
z (x, z) 和 Bdip

z (x, z)。

40 20 0 20 40
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20
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)

(a) Uniformly magnetized cylinder Bz
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(b) Magnetic dipole Bz

134.5

100.9

67.2

33.6

0.0

33.6

67.2

100.9

134.5

B z
 (m

T)

(b)
图 4.2: 一号磁体的均匀磁化有限圆柱轴向场与点磁偶极轴向场。

Axial-field maps of magnet 1 predicted by the uniformly magnetized finite-cylinder and point-dipole models: (a)
finite cylinder; (b) point dipole.

有限圆柱模型保留端面和边缘附近的有限尺寸结构，点偶极模型则给出总磁矩对应的最低阶远场。

定义两种模型的轴向场差

∆Bz = Bcyl
z −Bdip

z . (4.15)
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(c) Absolute difference | Bz|
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p
z
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T)

图 4.3: 一号磁体均匀磁化有限圆柱模型与点磁偶极模型的轴向磁场绝对差。
Absolute difference in axial magnetic field between the uniformly magnetized finite-cylinder and point-dipole

models for magnet 1.
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

图 4.3 显示主要模型差异集中在磁体端面和边缘附近，并随距离增加而减小。
当

R

ρ
≪ 1,

tm
ρ

≪ 1 (4.16)

时，有限圆柱外场趋向总磁矩对应的点磁偶极项。因此后续近距离动力学采用有限圆柱模型，点偶极

模型主要作为远场极限和标度检验。

4.4 七块磁体的磁参数

七块磁体具有相同几何尺寸，各自磁化强度 Mi 由空间磁场独立拟合，对应磁矩为

µi =MiπR
2tm. (4.17)

表 4.1: 七块磁体由均匀磁化有限圆柱模型得到的磁化强度与总磁矩。
Magnetization and total magnetic moment of the seven magnets obtained from the uniformly magnetized

finite-cylinder model.

磁体 Mi (kA m−1) µi (A m2)

1 376.0716 0.553 811
2 337.7114 0.497 321
3 447.5570 0.659 082
4 434.1561 0.639 348
5 451.2323 0.664 494
6 440.4404 0.648 602
7 410.1925 0.604 058

后续两体模型直接使用各磁体的 Mi 和圆柱几何参数，从而保留实际磁强差异。

4.5 两体磁相互作用

单磁体标定确定 Mi 及磁矩 µi。对于两个点磁偶极，一般相互作用能为

Udip
ij =

µ0
4πρ3ij

[µi · µj − 3 (µi · ρ̂ij) (µj · ρ̂ij)] . (4.18)

磁摆实验中，磁体轴线位于摆动平面内并随摆角转动，因此磁矩写为

µi = εiµie⊥i . (4.19)

故一般运动过程中的点偶极势应保留

Udip
ij = Udip

ij (θi, θj ; dp,ij) . (4.20)

在竖直构型 θi = θj = 0 且磁轴与中心连线共线时，定义

Γij =
µ0µiµj
4π

, (4.21)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

则

Udip
ij = −2εiεj

Γij

d3
, (4.22)

F dip
d,ij = −6εiεj

Γij

d4
, (4.23)

Kdip
d,ij = −24εiεj

Γij

d5
. (4.24)

相邻磁体满足

εiεi+1 = −1,

因此该特殊构型对应排斥作用。以上公式只用于检验远场标度，实际动力学不采用单变量 U(d) 近似。

在实验工作距离内，采用与单磁体磁场标定一致的均匀磁化有限圆柱模型。

第 i 块磁体两个端面的等效磁荷密度为

σi,η = ηεiMi, η = ±1. (4.25)

两个互不重叠有限圆柱之间的磁相互作用能写为

U cyl
ij =

µ0MiMjεiεj
4π

∑
η=±1

∑
ζ=±1

ηζ

×
∫∫

Si,η

∫∫
Sj,ζ

dSi dSj
∥ri − rj∥

. (4.26)

由于磁体中心和磁轴均随摆角变化，完整两体势为

U cyl
ij = U cyl

ij (θi, θj ; dp,ij) . (4.27)

其角度梯度给出磁广义力矩，

τ
(m)
i = −

∂U cyl
ij

∂θi
, (4.28)

平衡点处的角度 Hessian 则给出线性化磁耦合。
因此后续动力学的基本磁学输入为

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) ,

而点偶极 U(d)、Fd(d) 与 Kd(d) 仅承担远场极限检验。

下一章进一步定义

U
(λ)
ij = λmU

cyl
ij , (4.29)

其中 λm 作为统一的动力学磁势尺度，与本章独立磁场拟合得到的 Mi 和 µi 保持参数层级上的区分。
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第 5 章 磁摆链动力学模型

5.1 实验几何与广义坐标

考虑由 N 个磁摆组成的有限链。实验中每个摆体采用对称双线悬挂，在主要平面摆动模态下，以

两根悬线中线定义等效摆线，并以摆角 θi 描述第 i 个磁摆的运动。

第 i 个等效悬点记为

Pi =

Xi

0

0

 , Xi = (i− 1)a, (5.1)

其中 a 为相邻悬点间距。

取竖直向下为 θi = 0，磁体中心到等效悬点的距离记为 li，则第 i 块磁体中心位置为

qi(θi) =

Xi + li sin θi
−li cos θi

0

 . (5.2)

定义沿等效摆线方向的单位矢量

e∥i =

 sin θi
− cos θi

0

 , (5.3)

以及摆动平面内与其正交的单位矢量

e⊥i =

cos θi
sin θi
0

 . (5.4)

二者满足

e∥i · e⊥i = 0. (5.5)

圆柱磁体沿自身轴线磁化，其轴线在实验构型中与 e⊥i 平行。第 i 块磁体的磁化矢量写为

Mi = εiMie⊥i , εi ∈ {+1,−1}, (5.6)

其中 Mi > 0 为上一章由实测磁场得到的磁化强度，εi 表示安装极性。

实验中相邻磁体采用同极相对的排斥构型，因此

εiεi+1 = −1. (5.7)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

对于规则交替排列，

εi = (−1)i−1ε1. (5.8)

Mi

Pi

ℓi

θi

Mi + 1

Pi + 1

ℓi + 1

θi + 1

a

e ∥ , i

e ⟂ , i

x

y

+z

(a)

mi mi + 1

+ +

repulsive pair

(b)

图 5.1: 磁摆链的等效平面几何、随摆角转动的磁化方向及相邻磁体的同极排斥构型。
Equivalent planar geometry of the magnetic pendulum chain, angle-dependent magnetization directions, and

the repulsive like-pole configuration of adjacent magnets.

图 5.1(a) 给出了相邻两个磁摆的几何关系。第 i 块磁体中心沿以 Pi 为圆心、li 为半径的圆弧运

动，磁轴 e⊥i 随 θi 同步转动，并始终与 e∥i 正交。因此摆角变化同时改变磁体中心位置和磁化方向。
图 5.1(b) 给出相邻磁体的安装极性。交替磁化方向使相邻磁体的相向端面具有同号磁极，与实验

中的排斥构型一致。

磁体半径和厚度分别为

R = 12.5mm, tm = 3.0mm. (5.9)

对于任意两块磁体 i 和 j，定义中心分离矢量及中心距

dij = qj − qi, ρij = ∥dij∥ . (5.10)

由式 (5.2) 和式 (5.6) 可知，θi 和 θj 同时改变中心分离和磁轴相对于中心连线的方向。因此一般

两体势写为

U cyl
ij = U cyl

ij (θi, θj ; dp,ij) , dp,ij = |Xj −Xi|, (5.11)

不能在一般运动过程中预先约化为只依赖 ρij 的单变量中心势。

5.2 旋转有限圆柱的两体磁势

近场磁相互作用采用上一章建立的均匀磁化有限圆柱模型 [18, 6]。对于均匀磁化磁体，内部等效
体磁荷为零，

−∇ · Mi = 0. (5.12)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

定义垂直于摆动平面的单位矢量

ez =

0

0

1

 . (5.13)

以 η = ±1 区分圆柱两个端面，端面外法向为

n̂i,η = ηe⊥i . (5.14)

等效表面磁荷密度为

σi,η = Mi · n̂i,η = ηεiMi. (5.15)

第 i 块磁体第 η 个端面上的空间点表示为

ri,η(u, φ) = qi + η
tm
2

e⊥i

+ u
(

cosφ e∥i + sinφ ez
)
, (5.16)

其中

0 ≤ u ≤ R, 0 ≤ φ < 2π,

面积元为

dS = u du dφ. (5.17)

对于两个互不重叠的磁体，其有限圆柱磁相互作用能为

U cyl
ij =

µ0MiMjεiεj
4π

∑
η=±1

∑
ζ=±1

ηζ

×
∫ R

0

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ 2π

0

uv

∥ri,η(u, φ)− rj,ζ(v, ψ)∥
dψ dv dφ du. (5.18)

式 (5.18) 同时保留圆柱有限半径、有限厚度、磁体中心位置变化和磁轴转动。后续磁广义力矩及
线性化 Hessian 均由同一势函数的角度导数得到。

5.3 势能核的数值表示

直接在非线性时间积分的每一步计算式 (5.18) 需要重复执行四维曲面积分。本文首先离线计算动
力学所需的两体势，随后只在角度空间进行连续插值。

对于相距

s = |j − i| (5.19)

个格点的一对磁摆，其固定悬点分离为

ds = sa. (5.20)

对实验参数中实际出现的每一个 ds 分别计算几何核

U cyl
ij = εiεjMiMj Gds(θi, θj), (5.21)

其中 Gds 已经包含有限圆柱几何积分及 µ0/(4π) 因子。

圆盘径向积分采用 Gauss–Legendre 求积，方位角积分采用等间距周期求积。对于每一个固定的
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

ds，在 (θi, θj) 平面建立二维能量表，并构造具有连续一阶和二阶角度导数的三次插值函数

G̃ds(θi, θj). (5.22)

动力学中使用

U cyl
ij = εiεjMiMj G̃|j−i|a(θi, θj). (5.23)

本文不在悬点距离方向进行连续插值或外推。不同 a 所需的 ds = sa 均作为独立距离切片预先计

算，势能、磁广义力矩和 Hessian 由同一二维插值函数获得。为统一表示独立磁场模型与实际摆链动
力学中的有效磁耦合，定义两体有效磁势

U
(λ)
ij = λmU

cyl
ij . (5.24)

其中，λm = 1 对应完全由单磁体空间磁场标定确定的有限圆柱模型。在 N = 3、a = 60 mm 的基准
链中，由第二和第三实验模态统一确定

λm = 0.473305. (5.25)

λm 表征有限圆柱磁相互作用进入实际摆链广义动力学后的全局有效磁耦合尺度。单磁体空间磁

场测量确定各磁体的 Mi，有限链模态则进一步取决于实际平衡构型附近的磁势曲率。本文全部动力学

实验采用相同的双线悬挂摆单元，多体磁排斥形成具有有限偏转的平衡构型，典型两摆和多摆状态如

图 5.2 所示。

图 5.2: 双线悬挂磁摆的实际平衡几何。红线表示由悬挂结构和磁体中心位置确定的几何方向，蓝箭头表示摆
体及磁体的取向。

Actual equilibrium geometry of a bifilar-suspended magnetic pendulum. Red lines indicate geometric directions
determined by the suspension and magnet centers, while blue arrows indicate pendulum and magnet

orientations.

图 5.2 显示，多体系统的工作点具有非零几何偏转，磁体中心位置随平衡构型发生明显变化。对
于本文 l = 200 mm 的特征摆长，角度变化 ∆q 对应的水平位移量级为

∆x ≃ l sin(∆q). (5.26)

例如，∆q = 1◦、3◦ 和 5◦ 分别对应约 3.49 mm、10.47 mm 和 17.43 mm 的水平位置变化。相对于本
文 40–80 mm 的悬点间距，这一几何变化会直接进入磁体间相对位置及有限圆柱磁势。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

有限圆柱两体磁势一般写为

U cyl
ij = U cyl

ij (ri, rj , ψi, ψj) , (5.27)

其中 ri 表示磁体中心位置，ψi 表示磁体取向。平衡构型附近的磁耦合由磁势 Hessian 描述：

Hm = ∇2
θVm

∣∣
θ=θeq

. (5.28)

为估计这一几何敏感性的数量级，取基准链参数 a = 60 mm、l = 200 mm、R = 12.5 mm 和
tm = 3.0 mm。固定一块磁体，令相邻磁体由参考位置向外偏转 δ，其中心间距为

ρ(δ) =

√
[a+ l sin δ]2 + [l(1− cos δ)]2. (5.29)

采用与动力学计算一致的有限圆柱端面磁荷积分，定义归一化磁势

ΓU (δ) =

∣∣U cyl(−δ, 0)
∣∣

|U cyl(0, 0)|
, (5.30)

以及该方向上的局部磁刚度和归一化磁刚度

Km(δ) =

∣∣∣∣ d2

dδ2U
cyl(−δ, 0)

∣∣∣∣ , ΓK(δ) =
Km(δ)

Km(0)
. (5.31)

对应数值结果列于表 5.1。

表 5.1: 有限圆柱磁势和局部磁刚度随几何工作点的变化。
Variation of finite-cylinder magnetic potential and local magnetic stiffness with the geometric operating point.

δ l sin δ / mm ρ / mm ΓU ΓK

0◦ 0.000 60.000 1.0000 1.0000
1◦ 3.490 63.490 0.8542 0.7788
2◦ 6.980 66.980 0.7349 0.6127
3◦ 10.467 70.468 0.6365 0.4867

3.1236◦ 10.898 70.899 0.6255 0.473305
4◦ 13.951 73.953 0.5546 0.3900
5◦ 17.431 77.435 0.4861 0.3152

表 5.1 给出了有限圆柱磁相互作用对几何工作点的直接敏感性。当 δ = 3.1236◦ 时，水平位移为

10.90 mm，磁体中心间距约为 70.90 mm，并得到

ΓK(3.1236◦) = 0.473305. (5.32)

该数值与基准链模态得到的 λm = 0.473305 对应同一磁刚度尺度。同时，由表中数据可见，δ 从 0◦ 增

加至 3◦ 时，归一化磁势由 1 降至 0.6365，局部磁刚度由 1 降至 0.4867；到 5◦ 时，二者进一步降至

0.4861 和 0.3152。因此，本文实验几何中的数度工作点变化已经对应显著的磁势曲率变化。

若直接考察磁势幅值，求解 ΓU (δ) = 0.473305 得到 δ = 5.2067◦。磁势与局部磁刚度对几何工作

点表现出不同的下降速率，而正常模态直接对应平衡点附近的二阶磁势曲率，因此后续动力学采用

Heff
m ≃ λmHcyl

m . (5.33)

七块磁体由独立空间磁场测量确定的Mi在这一过程中保持不变。由于N = 3、N = 5、N = 7以及
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

不同悬点间距实验均采用相同的双线悬挂结构、摆体几何和磁体安装方式，本文仅在N = 3、a = 60 mm
的基准链中确定 λm，随后固定 λm = 0.473305，用于 N = 5、N = 7 以及 a = 40, 60, 70, 80 mm 条
件下的模态和时域动力学计算。不同链长和悬点间距下的实验结果进一步检验这一参数的迁移特征。

实验摆体具有有限横向尺寸，其有效直径为

Dp = 35.0mm. (5.34)

数值积分限制在

ρij ≥ Dp, i < j, (5.35)

所定义的无重叠构型范围内。

5.4 两体势能地形

为考察两个摆角对磁相互作用的共同影响，在基准悬点间距下计算相邻磁体的二维势能

U cyl
i,i+1(θi, θi+1). (5.36)
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图 5.3: 相邻有限圆柱磁体在基准间距下的两角度势能地形及三条代表性截面。
Two-angle potential-energy landscape and three representative sections for adjacent finite cylindrical magnets

at the reference spacing.

图 5.3(a) 给出 (θi, θi+1) 平面中的磁势。斜线区域满足 ρi,i+1 < Dp，对应摆体发生几何重叠的构

型，不进入实际动力学求解。

对于基准链中近似相同的有效摆长 li = li+1 = l，沿

θi = θi+1 (5.37)

共同转动时，两磁体中心距保持为 a。磁轴相对于固定中心连线的方向仍随角度变化，因此 U(θ, θ) 一

般并非常数。这一截面直接表明，完整两体势不能只由瞬时中心距 ρ 确定。

沿

θi = −θi+1 (5.38)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

的反向转动过程中，两磁体中心距和相对取向均发生变化，势能在接近无重叠边界时明显增大。图中

只保留与 θ = 0 连续相连的无重叠分支。

图 5.3(b) 中的阴影由工作求积阶数与加密求积阶数的结果差异构造，用于显示数值求积敏感性，
不表示实验测量不确定度。

5.5 有限链的拉格朗日方程

以 mp
i 表示第 i 个磁摆的机械质量，Ii 表示关于等效悬点的有效转动惯量，lc,i 表示机械质心到悬

点的距离。

系统动能为

T =
1

2

N∑
i=1

Iiθ̇
2
i . (5.39)

重力势能为

Vg =
N∑
i=1

mp
i glc,i(1− cos θi). (5.40)

定义

kg,i = mp
i glc,i. (5.41)

采用统一磁势尺度后，总磁势为

V (λ)
m (θ;N, a) =

∑
1≤i<j≤N

U
(λ)
ij (θi, θj). (5.42)

总势能与拉格朗日量写为

V (λ) = Vg + V (λ)
m , L = T − V (λ). (5.43)

机械耗散采用 Rayleigh 函数

R =
1

2

N∑
i=1

ciθ̇
2
i . (5.44)

单摆自由衰减实验给出统一衰减率

β = 0.059 979/s, (5.45)

因此

ci = 2βIi. (5.46)

Euler–Lagrange 方程给出

Iiθ̈i + ciθ̇i +mp
i glc,i sin θi +

∂V
(λ)
m

∂θi
= 0. (5.47)

第 i 个广义坐标上的磁广义力矩为

τm
i = −∂V

(λ)
m

∂θi
. (5.48)

22

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

由于 U
(λ)
ij (θi, θj) 已经包含磁体中心平移和磁轴转动，式 (5.48) 同时包含这两类几何变化产生的

磁作用。

5.6 链长与悬点间距对静止构型的影响

对于给定 (N, a)，稳定静止构型 θ∗ 由无重叠可行域内的驻点条件

∇θV
(λ) (θ∗) = 0 (5.49)

确定。

在该平衡点定义总势能 Hessian
H = ∇2

θV
(λ)

∣∣∣
θ∗
, (5.50)

本文采用的稳定平衡解满足

λmin(H) > 0. (5.51)
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图 5.4: 不同链长与悬点间距下有限磁摆链的稳定静止构型及其特征角尺度。
Stable equilibrium configurations and characteristic angular scales of finite magnetic-pendulum chains for

different chain lengths and pivot spacings.

图 5.4(a) 比较固定悬点间距下不同链长的平衡构型。在当前交替极性和实测磁参数下，端点缺少
一侧对应的磁体集合，两侧磁作用不能完全抵消，因此端点出现较明显的静态偏转。由于各磁体使用

独立标定的 Mi，有限链平衡构型不要求严格满足镜面对称。

图 5.4(b) 给出 θ∗i 在 (i, a) 平面内的分布。在当前参数范围内，随 a 增大，各格点平衡角的绝对

值整体减小并逐渐接近竖直构型，与有限圆柱磁相互作用随几何分离增加而减弱的趋势一致。

定义最大平衡偏角

Θ∗
max = max

i
|θ∗i |. (5.52)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

图 5.4(c) 同时给出 Θ∗
max 和链内部格点的均方根平衡角，两者用于量化不同 a 下静态偏转的整体

尺度。

5.7 线性化与有限链正常模态

对于给定链长 N 和悬点间距 a，首先由

∇θV
(λ) (θ∗) = 0

确定稳定平衡构型 θ∗。在其附近定义小扰动

ξ = θ − θ∗. (5.53)

当 ∥ξ∥ 足够小时，总势能可在平衡点附近展开至二阶：

V (λ) = V ∗ +
1

2
ξTHξ +O

(
∥ξ∥3

)
, (5.54)

其中

H = ∇2
θV

(λ)
∣∣∣
θ∗

(5.55)

为总势能在平衡构型处的 Hessian 矩阵。其对角元描述各摆角方向上的局部势能曲率，非对角元则反
映不同磁摆之间的线性化角向耦合。

定义惯性矩阵和阻尼矩阵

J = diag(I1, . . . , IN ), C = diag(c1, . . . , cN ). (5.56)

将势能二阶展开代入有限链动力学方程，得到平衡点附近的线性系统

Jξ̈ + Cξ̇ + Hξ = 0. (5.57)

先忽略阻尼，取第 n 阶简谐解

ξn(t) = ϕne
iωnt, (5.58)

代入式 (5.57)，得到广义本征值问题

Hϕn = ω2
nJϕn, n = 1, . . . , N. (5.59)

其中 ωn 为第 n 阶无阻尼角频率，ϕn 给出相应的有限链空间振型。采用惯性归一化时可取

ϕT
mJϕn = δmn, (5.60)

因此不同本征方向在线性近似下构成一组相互正交的模态基。

对应的无阻尼频率为

f (0)n =
ωn

2π
. (5.61)

单摆自由衰减实验给出统一衰减率 β，且本文采用

C = 2βJ. (5.62)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

由于阻尼矩阵与惯性矩阵成比例，在线性模态基中各阶模态仍保持解耦。第 n 阶模态坐标满足

Q̈n + 2βQ̇n + ω2
nQn = 0, (5.63)

因此在欠阻尼条件 ωn > β 下，相应阻尼振荡频率为

f (d)n =
1

2π

√
ω2
n − β2. (5.64)

为比较磁耦合引起的频率分裂，取单个磁摆在相同机械参数和阻尼条件下的频率作为参考：

fiso =
1

2π

√
kg
Ieff

− β2. (5.65)

第 n 阶有限链模态相对于孤立摆的归一化频移定义为

δf,n(a) =
f
(d)
n (a)− fiso

fiso
. (5.66)

因此，不同链长和悬点间距下的平衡构型首先改变 H，进而改变有限链的本征频率 ωn 和空间振

型 ϕn。后文通过实验模态频率和空间振型对这些线性化结果进行比较。
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图 5.5: 七摆链的离散正常模态、模态频率随悬点间距的变化及相对于孤立摆频率的偏移。
Discrete normal modes of the seven-pendulum chain, variation of modal frequencies with pivot spacing, and

frequency shifts relative to an isolated pendulum.

图 5.5(a) 给出基准构型下七个归一化本征模态。颜色正负表示不同格点之间的相对相位；本征向
量整体乘以 −1 不会改变该模态。

最低阶模态中相邻格点主要表现为近同相运动。随模态阶数增加，本征向量出现更多格点间符号

变化，对应不同的有限链空间结构。

图 5.5(b) 显示在当前参数范围内，悬点间距增大时频带整体收缩，中高阶模态的频率变化更加明
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

显，低阶模态则始终处于接近孤立摆时间尺度的区域。

图 5.5(c) 给出相对频移 δf,n 在模态阶次和悬点间距上的分布，用于量化磁耦合引起的频率分裂。

5.8 长程角向耦合与色散关系

有限链本征问题采用各磁体独立标定的 Mi。为分析理想长链中的空间色散，进一步考虑机械参数

一致、磁化强度取代表值 M 且极性严格交替的无限周期链 [5]。
取均匀平衡态

θ̄ = 0. (5.67)

由于

εiεi+s = (−1)s, (5.68)

相距 s 个格点的一对磁摆的有效两体势写为

U (λ)
s = λm(−1)sM

2G̃sa(θi, θi+s). (5.69)

在 θ̄ = 0 处定义

As =
∂2U

(λ)
s

∂θ2i

∣∣∣∣∣
θ̄

, (5.70)

Bs =
∂2U

(λ)
s

∂θi∂θi+s

∣∣∣∣∣
θ̄

. (5.71)

其中 As 表示第 s 阶邻居对单格点角向曲率的贡献，Bs 表示对应的交叉角向耦合。两者已经包含

交替极性产生的 (−1)s 符号。

均匀长链的线性运动方程为

Iξ̈i + kgξi +
∞∑
s=1

[2Asξi +Bs (ξi−s + ξi+s)] = 0. (5.72)

代入 Bloch 波
ξi = B exp [i(qia− ωt)] , (5.73)

得到无阻尼色散关系

ω2(q) =
1

I

[
kg + 2

∞∑
s=1

(As +Bs cos(sqa))
]
. (5.74)

其中

−π
a
≤ q ≤ π

a

为第一 Brillouin 区。
数值计算中将相互作用截断到第 S 阶邻居，得到

ω2
S(q) =

1

I

[
kg + 2

S∑
s=1

(As +Bs cos(sqa))
]
. (5.75)

26

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

当前计算取

Sref = 6 (5.76)

作为数值长程参考。若图例中使用 full，其含义为 S = Sref，不表示数学上的无穷级数。

定义相对于该参考结果的截断误差

δS(q) =
|fS(q)− fSref(q)|

fSref(q)
. (5.77)
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图 5.6: 均匀交替极性长链中不同阶邻居的角向耦合、截断色散关系及相对于六阶长程参考结果的误差。
Angular couplings of different neighbor orders, truncated dispersion relations, and errors relative to the

sixth-neighbor long-range reference for a uniform alternating-polarity chain.

图 5.6(a) 显示 |As| 和 |Bs| 随邻居阶数增加快速减小。纵轴采用对数尺度，因此绘制的是系数绝
对值；空心标记表示原始系数为负。这些正负号表示势能 Hessian 的角向曲率符号，不直接对应两磁
体之间静态吸引或排斥的符号。

图 5.6(b) 比较不同邻居截断阶数下的色散曲线。最近邻项给出主要频带尺度，加入更远邻居后曲
线逐渐接近 Sref = 6 的参考结果。

图 5.6(c) 给出 δS(q)。不同波数区域对远邻项的敏感程度存在差异，随着 S 增加，截断结果逐渐

向六阶参考结果收敛。

5.9 非线性初值与能量输运量

线性模态描述稳定构型附近的小振幅动力学。对于有限释放角，时间演化直接积分式 (5.47)。
定义相对于静态平衡构型的角位移

ξi = θi − θ∗i . (5.78)

对于一般的单端释放，可写成

ξ1(0) = Θ0, ξi>1(0) = 0, ξ̇i(0) = 0. (5.79)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

改变 a 会同时改变平衡构型和初始磁势。因此固定 Θ0 时，不同悬点间距下的初始超额机械能一

般不同。

若需要比较相同初始能量尺度下的理论传输过程，可以进一步采用

E(0;N, a)− E∗(N, a) = E0 (5.80)

的等初始超额能量条件。

系统总机械能定义为

E = T + V (λ). (5.81)

根据运动方程，有

dE
dt = −

N∑
i=1

ciθ̇
2
i = −θ̇TCθ̇. (5.82)

为定义局部能量，将成对磁势平均分配到两个参与格点。对于 i < j，定义对称扩展

U
(λ)
ji (θj , θi) ≡ U

(λ)
ij (θi, θj). (5.83)

第 i 个格点相对于平衡态的局部超额能量定义为

Ei =
1

2
Iiθ̇

2
i +mp

i glc,i (cos θ∗i − cos θi)

+
1

2

∑
j ̸=i

[
U

(λ)
ij (θi, θj)− U

(λ)
ij (θ∗i , θ

∗
j )
]
. (5.84)

其总和满足
N∑
i=1

Ei = E − E∗. (5.85)

对于一般两角度势 U
(λ)
ij (θi, θj)，定义从格点 i 指向格点 j 的瞬时保守能流

Ji→j =
1

2

[
∂U

(λ)
ij

∂θi
θ̇i −

∂U
(λ)
ij

∂θj
θ̇j

]
. (5.86)

由定义有

Jj→i = −Ji→j . (5.87)

因此第 i 个格点满足局部能量平衡

dEi
dt +

∑
j ̸=i

Ji→j = −ciθ̇2i . (5.88)

对于当前长程模型，Ji→j 对所有保留的磁体对均有定义，其和给出格点 i 与其余链之间的净保守

能量交换；对全部格点求和时，内部成对能流由式 (5.87) 相互抵消，恢复式 (5.82)。
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第 6 章 实验检验

6.1 N = 3 有限链的端点释放动力学

6.1.1 端点释放与实验观测量

三摆有限链作为有限圆柱动力学模型的基准校准工况。实验选用磁体 5、4、3 构成三摆链，悬点
间距固定为

a = 60 mm. (6.1)

释放前，将端点磁体 5 沿链外侧偏离平衡位置，并在最高位附近由静止释放。以各摆静态平衡位
置 θ∗i 为参考，初始状态近似写为

θ5(tr) = θ∗5 +∆θ, θ4(tr) ≃ θ∗4, θ3(tr) ≃ θ∗3, (6.2)

以及

θ̇3(tr) ≃ θ̇4(tr) ≃ θ̇5(tr) ≃ 0. (6.3)

数值积分采用释放时刻附近由实验轨迹确定的实际初始状态。

图 6.1: 三摆链释放时刻附近的 Tracker 实验追踪图像。
Tracker image of the three-pendulum chain near the release instant.

Tracker 逐帧提取各磁体中心相对于固定视频原点的位置极角。三摆实验以磁体 4 的悬点为观测
基准，并采用运动末段稳定区间进行中心化：

ηexp
i (t) = αexp

i (t)− α̃i,tail, (6.4)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

其中 α̃i,tail 为第 i 个通道末段稳定区间内位置极角的中位数。由此消除固定观测几何产生的静态偏置。

理论计算采用相同观测几何。取磁体 4 的悬点为原点，三个悬点的水平位置为

X3 = −a, X4 = 0, X5 = a. (6.5)

第 i 个磁摆的理论位置极角定义为

αth
i = atan2 (Xi + li sin θi, li cos θi) , (6.6)

其中第一实参为相对于观测原点的水平位移，第二实参为向下竖直分量，因此 αi 从竖直向下方向起

算。

理论中心化观测量写为

ηth
i (t) = αth

i

(
θth
i (t)

)
− αth

i (θ∗i ) . (6.7)

理论与实验均在观测量 ηi 下比较。记释放时刻为 tr，释放后时间定义为

τ = t− tr. (6.8)

6.1.2 非线性瞬态响应与理论实验对照

图 6.2 给出端点释放后三个磁摆的实验观测量，并比较独立磁场标定有限圆柱模型与 N = 3 基准

链校准后的有效有限圆柱模型。
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图 6.2: 三摆链在 a = 60 mm 时的端点释放实验响应及两种有限圆柱模型的时间域比较。
Endpoint-release response of the three-pendulum chain at a = 60 mm and time-domain comparison of two

finite-cylinder models.
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

释放时刻附近，磁体 5 具有最大正向位移，磁体 4 和磁体 3 位于各自平衡位置附近。随后三个通
道依次进入振荡，并表现出不同的幅值和相位演化。

由单磁体磁场扫描得到的 Mi 直接构造三摆链有限圆柱总磁势

V cyl
m =

∑
1≤i<j≤3

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) . (6.9)

独立磁场模型对应

λm = 1.

该模型给出的主要振荡时间尺度与实验接近，但第二、第三模态理论频率偏高。因此定义有效磁势

V eff
m = λmV

cyl
m , (6.10)

并在 N = 3、a = 60 mm 的基准链中，由第二和第三实验模态共同确定

λm = 0.473305. (6.11)

第一模态未参与参数识别，主要由于其对 λm 的敏感性较弱。当 λm 由 1 调整为 0.473305 时，第

一阶理论频率仅由 1.3206 Hz 变化至 1.3225 Hz，约变化 0.14%；第二、第三阶则分别由 1.6640 和

2.2412 Hz 变化至 1.5486 和 1.9581 Hz。第一模态接近孤立摆参考频率 fiso ≃ 1.3257 Hz，其中重力恢
复作用占比较高，磁耦合对该阶频率的影响较小。因此第二、第三模态用于共同确定 λm，第一模态保

留用于独立频率比较。

该修正仅作用于总有限圆柱磁势，各磁体独立测得的 Mi 和圆柱几何参数保持不变。后续 N = 5、

N = 7 及不同悬点间距实验均固定

λm = 0.473305.

图 6.2 显示有效模型能够描述三个通道的主要振荡周期、早期极值位置和格点间相位关系，后期
实验与理论逐渐出现相位和局部幅值差异。

端点释放初态同时投影到多个有限链本征方向，因此单个格点轨迹包含多个离散频率成分。后续

通过联合模态分析进一步分离这些模态成分。

6.1.3 实验本征频率与模态动力学

对三个同步 Tracker 角度通道进行共享频率模态识别，得到三个实验模态频率

f exp
1 = 1.3667 Hz, f exp

2 = 1.5712 Hz, f exp
3 = 1.9444 Hz. (6.12)

本文所有理论实验频率比较均采用含实测黏性衰减率后的阻尼振荡频率

f th
n =

1

2π

√
ω2
n − β2. (6.13)

独立有限圆柱模型 λm = 1 给出

f cyl
n = (1.3206, 1.6640, 2.2412) Hz. (6.14)

31

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

采用 λm = 0.473305 后得到

f eff
n = (1.3225, 1.5486, 1.9581) Hz. (6.15)

定义相对频率误差

εf,n = 100%f eff
n − f exp

n

f exp
n

, (6.16)

对应

εf = (−3.2%, −1.4%, +0.7%) . (6.17)
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图 6.3: 三摆链的实验模态频率及实验与有效有限圆柱模型在理论本征基中的模态坐标比较。
Experimental modal frequencies of the three-pendulum chain and comparison of experimental and effective

finite-cylinder modal coordinates in the theoretical eigenbasis.

图 6.3(a) 显示三阶实验频率和理论频率具有相同的阶次排序。第二和第三模态参与 λm 的确定，

第一模态未参与该参数校准，其理论频率相对实验低约 3.2%。
为分析完整非线性轨迹在平衡点线性本征基中的组成，定义物理角位移

ξ(t) = θ(t)− θ∗. (6.18)

记有效总势能平衡点处的 Hessian 为 H，惯性矩阵为 J，则无阻尼线性化正常模态满足

Hϕn = ω2
nJϕn. (6.19)

取惯性归一条件

ΦTJΦ = I3, (6.20)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

其中

Φ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) .

实验与理论物理角轨迹在同一本征基中的投影为

Q(t) = ΦTJξ(t). (6.21)

图 6.3(c) 给出最低频本征方向上的实验和理论模态坐标。二者在多个振荡周期内具有相近的主要
周期和相位演化。

图 6.3(d) 给出第二和第三本征方向上的时间投影。两个模态具有更短的振荡周期，实验和理论均
呈现相应的正负振荡以及随时间变化的幅值包络。

由此可见，端点释放初态在三阶有限链本征基中同时具有多个非零投影，图 6.2 中的单格点时间
轨迹对应这些离散模态成分的共同演化。

6.1.4 三格点有限链的时空响应

将

η5(t), η4(t), η3(t)

按照链中实际空间顺序排列，可以同时比较三个格点上的时间演化。
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M
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(a) Experiment

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(b) Effective theory

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(c) Experiment - theory

-10 -5 0 5 10
η (deg)

-5 0 5
residual (deg)

t − tr (s)

图 6.4: 三摆有限链端点释放后的实验响应、有效有限圆柱理论响应及其格点–时间残差。
Experimental response, effective finite-cylinder prediction, and site–time residuals of the three-pendulum finite

chain after endpoint release.

图 6.4(a) 显示三个实验格点在释放后具有不同的响应时序和相位结构。释放端磁体 5 首先出现大
幅响应，随后磁体 4 和磁体 3 相继进入明显振荡。
图 6.4(b) 给出 λm = 0.473305 下的理论结果。主要条纹周期、格点间符号变化及相位结构与实验

具有相近的时间尺度。

定义格点–时间残差
ri(τ) = ηexp

i (τ)− ηth
i (τ). (6.22)

图 6.4(c) 中的残差呈连续正负交替结构，其中包含频率、相位和局部幅值差异。结合后续模态频
率比较，可进一步描述理论与实验之间的偏差。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

三摆链用于确定 λm，并给出时域轨迹、模态频率和格点–时间结构的基准结果。后续链长与悬点
间距实验均沿用相同的有限圆柱势、机械参数、阻尼模型和观测坐标处理方法。

6.2 链长对有限链动力学的影响

固定悬点间距

a = 60 mm,

比较 N = 3, 5, 7 三种有限链，用于考察链长增加后离散模态结构、边界效应及固定参数模型的迁移表

现。

不同链长均采用各磁体独立磁场标定得到的 Mi，并保持磁体几何参数、机械参数和阻尼模型一

致。有效磁势尺度固定为

λm = 0.473305,

该参数由 N = 3、a = 60 mm 基准链的第二和第三实验模态共同确定。后续 N = 5 和 N = 7 计算均

直接使用该参数，不再依据相应实验频率重新调整 λm，从而比较同一磁势尺度在不同链长条件下的结

果。

对于任意链长 N，有限圆柱总磁势写为

V cyl
m =

∑
1≤i<j≤N

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) , dp,ij = |i− j|a. (6.23)

其中全部 (
N

2

)
个磁体对均计入总磁势，因此模型同时保留相邻磁体和非相邻磁体之间的直接磁耦合。对于N = 3, 5, 7，

对应磁体对数量分别为 3、10 和 21，链长增加后内部格点数和长程磁体对数量也相应增加。

固定参数迁移模型写为

V tr
m = λmV

cyl
m , λm = 0.473305. (6.24)

对于每一种链长，均由对应总势能重新求解稳定平衡构型，并在平衡点计算 Hessian 矩阵。随后
由同一组磁学和机械参数得到本征频率、空间振型及非线性时间轨迹。因此三种链长之间的比较同时

包含自由度数目、有限链边界结构和磁体对组成的变化，而磁体参数与有效磁势尺度保持统一。

6.2.1 N = 5 的固定参数迁移

当链长增加至 N = 5 时，实验中识别出五个离散模态，对应五自由度有限链的五个主要线性本征

方向。与三摆链相比，五摆链包含更多内部格点和磁体对，有限链频谱中可分辨的离散本征结构也相

应增加。

在保持 λm = 0.473305 及其余参数不变的条件下，固定参数理论相对于实验的五阶频率误差约为

−3.9%, −2.5%, −2.4%, 0.0%, +4.3%.

前三阶理论频率略低于实验值，第四阶与实验较为接近，第五阶理论频率略高。五阶误差整体处

于数个百分点范围，且理论与实验保持相同的模态频率排序。这表明三摆基准链确定的磁势尺度迁移

至五摆链后，仍能给出与实验接近的主要离散频谱结构。
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图 6.5: 五摆链的实验模态频率以及实验与理论在五阶本征基中的模态坐标比较。
Experimental modal frequencies of the five-pendulum chain and comparison of experimental and theoretical

modal coordinates in the five-mode eigenbasis.

图 6.5(a) 显示五个实验模态位于约 1.4–2.1 Hz 范围。前三阶理论频率略低于实验值，第四阶接近
实验值，第五阶理论频率略高于实验值。

图 6.5(b,c) 给出实验与理论轨迹在同一理论本征基中的投影。五个本征方向均具有清晰的实验响
应，不同模态对应不同的振荡时间尺度，其叠加共同形成有限链中的时变能量交换。

进一步利用五通道共同观测区间内的实验轨迹，重构各磁体对之间的瞬时能流 Ji→j(t)，并与相同

参数下的理论结果进行比较，如图 6.6 所示。
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图 6.6: 五摆链中各磁体对瞬时能流的实验重构与理论结果。
Experimental reconstruction and theoretical prediction of instantaneous pairwise energy currents in the

five-pendulum chain.

图 6.6 显示，能量交换主要集中于 1 ↔ 2、2 ↔ 3、3 ↔ 4 和 4 ↔ 5 等相邻磁体对，随着磁体间隔

增加，瞬时能流幅值整体减弱。各主要通道中的 Ji→j(t) 随时间交替取正值和负值，对应有限链中能
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

量在不同磁体之间的往复交换。

实验与理论在主要能流通道、远近邻耦合强弱关系以及能流振荡时间尺度上具有一致的结构特征。

这一结果将前述正常模态分析进一步延伸到 Ji→j(t) 所描述的局域能量交换，表明固定参数有限圆柱

模型能够同时描述五摆链的频谱结构、空间振型和主要能量输运过程。

6.2.2 N = 7 的固定参数迁移

当链长增加至 N = 7 时，实验中识别出七个离散模态。固定迁移理论的频率相对误差依次约为

−4.1%, −2.7%, −0.6%, +1.2%, +4.0%, +6.2%, +9.9%.

为量化整体频率误差，定义

MAREf =
100%
N

N∑
n=1

∣∣∣∣f th
n − f exp

n

f exp
n

∣∣∣∣ , RMSREf = 100%

√√√√ 1

N

N∑
n=1

(
f th
n − f exp

n

f exp
n

)2

. (6.25)

对应 N = 5 和 N = 7 分别得到

MAREf = 2.62%, 4.10%, RMSREf = 3.02%, 5.05%.
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图 6.7: 七摆链的实验模态频率及实验与固定参数迁移理论在七阶本征基中的模态坐标比较。
Experimental modal frequencies of the seven-pendulum chain and comparison with fixed-parameter transferred

theory in the seven-mode eigenbasis.
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图 6.7(a) 显示理论与实验频率残差随模态阶次变化：前三阶理论频率略低于实验值，第四阶较为
接近，第五至第七阶逐渐高于实验值。

在稳定平衡构型 θ∗ 附近，总势能 Hessian 定义为

Hij =
∂2V

∂θi∂θj

∣∣∣∣
θ∗
, (6.26)

记 H = [Hij ]，则无阻尼正常模态满足

Hϕn = ω2
nJϕn. (6.27)

其中 ωn 和 ϕn 分别表示本征频率和空间振型。

为与 Tracker 实验比较，将理论振型映射到固定原点观测空间。第 i 个摆的观测角为

αi(θi) = atan2 (Xi + li sin θi, li cos θi) , (6.28)

平衡点附近的观测 Jacobian 为

Gobs = diag
[
∂αi

∂θi

∣∣∣∣
θ∗i

]
, (6.29)

因此理论观测空间振型写为

tn = Gobsϕn. (6.30)

七通道共享频率拟合得到实验复模态

en = (A1n − iB1n, . . . , A7n − iB7n)
T . (6.31)

理论与实验振型的一致性采用复模态保证准则

MACmn =

∣∣∣t†men

∣∣∣2(
t†mtm

)(
e†nen

) . (6.32)
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图 6.8: 七阶实验复模态经整体相位对齐后的实部与固定参数迁移理论观测空间振型的逐格点比较。
Site-by-site comparison between the phase-aligned real parts of the seven experimental complex modes and the

observation-space mode shapes from fixed-parameter transferred theory.
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

七阶 assigned MAC 约为

0.982, 0.918, 0.930, 0.874, 0.847, 0.898, 0.982,

平均值为

MACN=7 ≃ 0.919. (6.33)

其中第一和第七模态的配对 MAC 均约为 0.982。第七模态同时具有约 +9.9% 的频率残差，说明
空间振型与本征频率的理论–实验偏差可以具有不同的模态依赖。整体来看，固定 λm 后，N = 5 和

N = 7 中仍可辨认与理论对应的离散频率和空间振型。

6.3 N = 7 下相互作用模型比较

在 N = 7、a = 60 mm 条件下，比较独立磁场标定有限圆柱模型

V ind
m = V cyl

m , λm = 1, (6.34)

与由 N = 3 基准链确定的固定参数迁移模型

V tr
m = 0.473305V cyl

m . (6.35)

两种模型采用相同的有限圆柱几何核，并保留全部磁体对：

V cyl
m =

∑
1≤i<j≤7

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) . (6.36)

图 6.9: 七摆有限磁摆链的实验装置与 Tracker 观测构型。
Experimental apparatus and Tracker observation geometry for the seven-pendulum finite magnetic chain.

对于等间距七摆链，

dp,ij = |i− j|a,
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

因此在 a = 60 mm 时包含
60, 120, 180, 240, 300, 360 mm

六种悬点分离尺度。

完整非线性动力学为

Jθ̈ + Cθ̇ +∇θV (θ) = 0, V = Vg + Vm. (6.37)
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图 6.10: 七摆链在 a = 60 mm 时的端点释放实验响应及独立有限圆柱模型与固定参数迁移模型的时间域比较。
Endpoint-release response of the seven-pendulum chain at a = 60 mm and time-domain comparison of the

independently calibrated finite-cylinder model and the fixed-parameter transferred model.
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

图 6.10中灰色虚线对应 λm = 1，黑色实线对应 λm = 0.473305。独立模型在多个通道上给出的振

荡周期较短，固定参数迁移模型在释放后前若干周期内与实验的主要周期和格点间相位关系更接近。

三号摆在释放后的早期缺少 Tracker 数据，该区间只绘制理论轨迹，理论实验比较仅使用实际存
在的实验时间段。

若第 n 阶模态的理论与实验频率差为

∆fn = f th
n − f exp

n , (6.38)

则单一模态的一阶相位积累为

∆φn(τ) ≃ 2π∆fnτ, τ = t− tr. (6.39)

因此完整多模态轨迹中的长期残差同时包含频率差、相位差和幅值差。定义格点–时间残差

ri(τ) = ηexp
i (τ)− ηtr

i (τ). (6.40)
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图 6.11: N = 7 实验响应、固定参数迁移有限圆柱理论响应及其格点–时间残差。
Experimental response, fixed-parameter transferred finite-cylinder prediction, and site–time residuals for N = 7.

图 6.11(a) 展示七个实验通道的时空响应，不同格点在端点释放后逐渐出现具有不同相位和幅值
的振荡结构。

图 6.11(b) 给出固定参数迁移理论，其主要周期和格点间条纹组织与实验处于相近的时间尺度。
图 6.11(c) 中的残差具有连续的正负结构。图 6.7(a) 所示的非零模态频率残差会对长期相位差产

生贡献，因此频域结果与时间域残差共同用于描述模型误差。

三号摆释放后的早期实验数据缺失，相应残差仅在 Tracker 数据存在的时间区间定义。
综合 N = 5 和 N = 7 的频率、空间振型和时间域结果，固定 λm = 0.473305 的有限圆柱模型能

够给出更长有限链中的主要离散模态结构，同时高阶模态仍保留较明显的理论实验频率差。

6.4 悬点间距

悬点间距 a 改变各磁体悬点之间的固定分离，并进一步改变有限圆柱两体势在平衡构型附近的角

度曲率。磁摆链和排斥磁晶格中的实验研究均表明，磁相互作用具有显著的距离依赖，其变化可以反
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

映在正常模态和离散频谱中 [2, 3, 4, 5]。
本文使用的圆柱磁体具有有限半径和厚度，因此间距扫描继续采用前文建立的均匀磁化有限圆柱

模型，并在动力学中保留磁体位置变化和磁轴转动 [6]。
本节固定

N = 5, (6.41)

依次取

a = 40, 60, 70, 80 mm. (6.42)

五块磁体的 Mi、Ieff、kg、β 及磁体几何尺寸均沿用独立标定结果，有效磁势尺度保持

λm = 0.473305.

四组间距数据不参与该参数的重新确定。

6.4.1 间距与线性化频谱

对于给定 a，五摆系统总势能写为

V (θ; a) = kg

5∑
i=1

(1− cos θi) + λm
∑

1≤i<j≤5

U cyl
ij (θi, θj ; (j − i)a) , (6.43)

其中

θ = (θ1, θ2, θ3, θ4, θ5)
T. (6.44)

五摆链中的 (
5

2

)
= 10

个磁体对全部保留。

每一个间距均独立求解静态平衡构型

∇θV (θ∗(a); a) = 0, (6.45)

并在相应平衡点计算

Hij(a) =
∂2V

∂θi∂θj

∣∣∣∣
θ∗(a)

. (6.46)

记

H(a) = [Hij(a)],

五摆惯性矩阵为

J5 = IeffI5. (6.47)

无阻尼正常模态满足

H(a)ϕn = ω2
n(a)J5ϕn. (6.48)

与实验振荡频率比较时采用

f th
n (a) =

1

2π

√
ω2
n(a)− β2. (6.49)

41

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

由独立机械参数得到孤立阻尼摆参考频率

fiso =
1

2π

√
kg
Ieff

− β2 = 1.325738 Hz. (6.50)

随着 a 增大，有限圆柱磁相互作用的整体曲率尺度随磁体分离增加而下降，因此有限链模态分裂

预期逐渐减小；在耦合继续趋弱的极限下，各模态频率趋向由单摆机械参数决定的 fiso。

本节同时保留两组理论结果。λm = 1 对应独立磁场标定有限圆柱模型，固定迁移模型采用

λm = 0.473305,

并在四种悬点间距下保持不变。

6.4.2 实验响应与模态演化

五个 Tracker 通道分别采用其末段稳定区间中心化，

ηexp
i (t) = αexp

i (t)− α̃i,tail. (6.51)

图 6.12 给出释放后前 8 s 的五摆实验时空响应。
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图 6.12: 四种悬点间距下五摆链释放后的中心化 Tracker 时空响应采用统一的 ±12◦ 色标，浅灰区域表示缺失
样本。

Centered Tracker spatiotemporal responses of the five-pendulum chain at four pivot spacings using a common
±12◦ color scale; light-gray regions denote missing samples.

在 a = 40 mm 时，不同格点的实验信号中同时存在较宽范围的振荡时间尺度。随着 a 增加，时空

条纹对应的主要时间尺度逐渐接近。这一变化通过联合模态频率拟合进一步定量分析。

五个实验通道使用共享五个模态频率的阻尼时域模型联合拟合，具体方法与处理敏感性检验见附
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

录 F。得到
a (mm) f1 f2 f3 f4 f5

40 1.3793 1.6509 2.1442 2.7167 3.3025

60 1.3753 1.4586 1.6644 1.8866 2.0886

70 1.3885 1.4286 1.5481 1.6843 1.8042

80 1.3882 1.4065 1.4816 1.5688 1.6488

Hz.

定义五阶模态带宽

W (a) = f5(a)− f1(a). (6.52)

实验结果为

Wexp = 1.9232, 0.7133, 0.4157, 0.2606 Hz, (6.53)

分别对应

a = 40, 60, 70, 80 mm.

从 40 mm 增加至 80 mm 时，实验五阶频带宽度缩小约 86.4%。
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图 6.13: 五摆实验与有限圆柱理论的模态频率分支及模态带宽随悬点间距的变化。
Modal-frequency branches and modal bandwidth versus pivot spacing for the five-pendulum experiment and

finite-cylinder theory.

图 6.13(a) 显示不同模态对 a 的变化幅度不同。第五实验模态由

3.3025 Hz

下降至

1.6488 Hz,

第一模态则由约 1.38 Hz 小幅变化。
因此在当前实验区间内，频带收缩主要体现在中高阶分支向低频方向移动，最低频分支的变化幅

度明显较小。

固定迁移模型在四个间距下均采用

λm = 0.473305.
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

定义频率相对误差

εf,n = 100%f tr
n − f exp

n

f exp
n

. (6.54)

四种间距共 20 个实验模态频率的平均绝对相对误差为

MAREf = 2.85%, (6.55)

最大绝对相对误差为

max |εf | = 5.42%. (6.56)

理论本征向量经过 Tracker 观测 Jacobian 映射后，与实验复模态进行复 MAC 配对，完整定义及
MAC 矩阵见附录 G。
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图 6.14: 固定参数迁移模型在四种悬点间距下的频率相对误差及理论观测空间模态与实验复模态的配对 MAC。
Relative frequency errors of the fixed-parameter transferred model and paired MAC values between theoretical

observation-space modes and experimental complex modes at four pivot spacings.

在 a = 40, 60, 70, 80 mm 时，平均配对 MAC 分别为

0.991, 0.962, 0.954, 0.848.

其中 a = 80 mm 时，第二和第四模态的配对 MAC 分别约为 0.672 和 0.736。

此时前两阶实验模态频率间隔仅为

∆f12 = 1.40653− 1.38817 = 0.01836 Hz. (6.57)

较小的前两阶频率间隔与第二模态较低的单模态 MAC 同时出现，因此该模态的振型比较需要结合前
两阶本征子空间理解；第四模态的较低 MAC 则作为独立的空间振型偏差记录。
综合图 6.12–6.14，实验五阶频带随悬点间距增加显著收缩，固定 λm 的有限圆柱模型给出相同的

总体频谱演化趋势，同时仍保留数个百分点量级的模态频率残差和部分弱耦合工况下的振型偏差。
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第 7 章 误差分析与不确定度量化

本节对磁场测量、磁体个体差异、阻尼参数和视频轨迹识别中的主要误差来源进行定量分析。不

确定度评定采用 A 类和 B 类方法。A 类不确定度由重复观测、时间序列统计或参数拟合统计量获得；
B 类不确定度由仪器精度和数字分辨率等已知技术指标确定。对于七块实际磁体之间的差异，本文单
独给出样品离散程度，并在多体动力学中通过各磁体独立的磁化强度 Mi 保留这一差异。

7.1 不确定度评定方法

对于同一物理量 x 的 n 次独立重复观测，样本均值与样本标准差分别为

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, sx =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2. (7.1)

当研究量为重复测量均值时，A 类标准不确定度为

uA(x̄) =
sx√
n
. (7.2)

若仪器给出的最大允许误差为 ±∆x，并采用矩形分布估计，则 B 类标准不确定度为

uB(x) =
∆x√
3
. (7.3)

对于最小分辨率为 q 的数字量，舍入范围为 ±q/2，相应的 B 类标准不确定度为

uB,res =
q√
12
. (7.4)

若物理量 y = f(x1, . . . , xm)，并近似忽略各输入量之间的相关性，一阶合成标准不确定度为

u2c(y) =
m∑
j=1

(
∂f

∂xj

)2

u2(xj). (7.5)

需要给出扩展不确定度时，本文采用

U = kuc, k = 2, (7.6)

对应约 95% 的覆盖水平。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

7.2 磁场测量不确定度与磁体间离散性

7.2.1 特斯拉计 B 类不确定度

磁场采用 TD8620 特斯拉计测量，仪器标称测量精度为 ±1%。将该精度作为最大允许误差并按矩
形分布处理，磁场读数的相对 B 类标准不确定度为

uB,r(B) =
0.01√

3
= 0.005773, (7.7)

即约为

uB,r(B) = 0.577%. (7.8)

取 k = 2 后，相对扩展不确定度约为

Ur(B) = 1.155%. (7.9)

七块磁体在 h = 0 时的平均轴向磁场峰值为

Bz,pk = 92.112mT. (7.10)

由仪器精度得到

uB(Bz,pk) =
0.01× 92.112√

3
= 0.532mT. (7.11)

相应的扩展不确定度为

U(Bz,pk) = 2uB = 1.064mT. (7.12)

因此，仅计入特斯拉计标称精度时，轴向磁场峰值可表示为

Bz,pk = (92.112± 1.064) mT, k = 2. (7.13)

径向磁场平均峰值为

Br,pk = 37.879mT. (7.14)

对应

uB(Br,pk) = 0.219mT, U(Br,pk) = 0.437mT. (7.15)

因此

Br,pk = (37.879± 0.437) mT, k = 2. (7.16)

7.2.2 位置误差的传播

有限圆柱磁体近场具有明显的空间梯度。若探头径向位置、高度和姿态的标准不确定度分别为

u(r)、u(h) 和 u(ϑ)，则单点磁场的合成标准不确定度可写为

u2c(B) = u2B(B) +

(
∂B

∂r

)2

u2(r) +

(
∂B

∂h

)2

u2(h)

+

(
∂B

∂ϑ

)2

u2(ϑ) + u2rep(B).

(7.17)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

其中 urep(B) 表示同一位置重复测量产生的统计散布。当前实验记录可以直接量化特斯拉计精度

对应的 B 类分量，其余位置与姿态项保留在式 (7.17) 中，用于说明近场测量中几何定位误差的传播路
径。

7.2.3 七块磁体的磁场离散性

由于磁场扫描的径向步长为 5mm，直接取离散测点最大值会受到采样位置影响。因此对每块磁体
在峰值附近三个相邻径向测点作二次插值，写为

B(r) = ar2 + br + c, rpk = − b

2a
. (7.18)

七块磁体在 h = 0 处得到的峰值与峰位见表 7.1。
表 7.1: 七块磁体在 h = 0 时的磁场峰值与峰位。

Magnetic-field peaks and corresponding radial positions of the seven magnets at h = 0.

磁体 rBz / mm Bz,pk / mT rBr / mm Br,pk / mT

1 9.394 87.509 13.942 34.922
2 9.526 61.692 11.665 32.994
3 9.320 101.983 11.173 38.245
4 9.297 87.634 10.541 44.691
5 9.434 106.189 10.648 42.700
6 9.463 105.954 10.927 38.605
7 9.862 93.824 12.678 32.994

均值 9.471 92.112 11.653 37.879
样本标准差 0.190 15.582 1.245 4.596

轴向和径向峰值的磁体间变异系数分别为

CVBz =
15.582

92.112
= 16.9%, CVBr =

4.596

37.879
= 12.1%. (7.19)

前文有限圆柱模型得到七块磁体的磁化强度为

Mi = (376.0716, 337.7114, 447.5570, 434.1561,

451.2323, 440.4404, 410.1925) kA m−1.
(7.20)

其平均值、样本标准差和变异系数分别为

M = 413.909 kA/m, sM = 42.604 kA/m, CVM = 10.3%. (7.21)

七块磁体在磁场峰值和磁化强度上均存在可观的个体差异。多体动力学计算因此采用各磁体独立

的 Mi，使实际磁体间的磁强差异直接进入相互作用模型。表 7.1 中的样本标准差用于描述不同磁体之
间的离散程度，不并入单块磁体重复测量的 A 类标准不确定度。

7.3 阻尼参数的不确定度

单摆自由衰减实验用于确定摆体的耗散参数。前文采用指数包络

A(t) = A0e
−βt (7.22)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

描述振幅随时间的衰减。

取对数可得

lnA(t) = lnA0 − βt. (7.23)

根据前文阻尼摆实验结果，阻尼率、阻尼振荡周期及拟合优度分别为

β = 0.059 979/s, Td = 0.754 297 s, R2 ≃ 0.9986. (7.24)

对于式 (7.23) 的线性拟合，设
yi = lnAi, (7.25)

其拟合残差标准差为

sy =

√∑n
i=1(yi − ŷi)2

n− 2
. (7.26)

斜率对应阻尼率，其 A 类标准不确定度可由斜率标准误得到

uA(β) =
sy√∑n

i=1(ti − t̄)2
. (7.27)

根据本文阻尼摆原始衰减数据的统计结果，阻尼率标准不确定度约为

uA(β) = 4.52× 10−4 s−1. (7.28)

因此其相对 A 类标准不确定度为

uA,r(β) =
4.52× 10−4

0.059979
= 0.754%. (7.29)

可写为

β = (0.059979± 0.000452) s−1, 1σ. (7.30)

约 95% 的区间可表示为
β ≃ (0.059979± 0.00090) s−1. (7.31)

阻尼振荡角频率为

ωd =
2π

Td
. (7.32)

代入 Td = 0.754 297 s 得到
ωd ≃ 8.330 rad/s. (7.33)

无阻尼固有角频率满足

ω0 =
√
ω2
d + β2. (7.34)

代入 Td 和 β 得到

ω0 ≃ 8.330 rad/s. (7.35)
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对于 ω0(Td, β)，一阶不确定度传播为

u2(ω0) =

(
∂ω0

∂Td

)2

u2(Td) +

(
∂ω0

∂β

)2

u2(β)

=

(
4π2

ω0T 3
d

)2

u2(Td) +

(
β

ω0

)2

u2(β).

(7.36)

本文采用的有效转动惯量为

Ieff = 4.1889× 10−4 kg m2. (7.37)

由

kg = Ieffω
2
0 (7.38)

可得重力恢复刚度的相对标准不确定度(
u(kg)

kg

)2

=

(
u(Ieff)

Ieff

)2

+ 4

(
u(ω0)

ω0

)2

. (7.39)

黏性阻尼系数为

c = 2Ieffβ, (7.40)

因此 (
u(c)

c

)2

=

(
u(Ieff)

Ieff

)2

+

(
u(β)

β

)2

. (7.41)

阻尼摆实验中 R2 ≃ 0.9986，说明指数衰减模型能够较好描述所采用实验区间的振幅包络。阻尼

率的相对 A 类标准不确定度约为 0.754%。

7.4 Tracker 角度测量不确定度

Tracker 导出的角度数据保留至 0.1◦。数字分辨率产生的 B 类标准不确定度为

uB,res(θ) =
0.1◦√
12

= 0.0289◦. (7.42)

实际视频跟踪同时包含像素定位、质心识别和轨迹提取产生的逐帧散布。在运动接近静止的尾段，

采用相邻帧差分估计单帧角度的统计散布：

uA,i(θ) =
std[θi(tk+1)− θi(tk)]√

2
. (7.43)

七摆实验得到
uA,i(θ) = (0.057, 0.161, 0.184, 0.097,

0.265, 0.395, 0.073)◦.
(7.44)

七个通道的中位数为

ũA(θ) = 0.161◦. (7.45)

五摆实验中可用于该统计的 2–5 号磁体通道得到

uA,i(θ) = (0.097, 0.089, 0.093, 0.064)◦, (7.46)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

其中位数约为

ũA(θ) = 0.091◦. (7.47)

尾段统计量由 Tracker已量化的角度序列直接计算，其中已经包含数字舍入对逐帧散布的影响。因
此角度轨迹分析采用实测的 uA(θ) 描述实际跟踪散布，同时单独给出 0.0289◦ 的数字分辨率尺度。

7.5 模态频率识别稳定性

多通道角度信号采用共享频率形式

ηi(t) = ci +
N∑

n=1

[Ain cos(2πfnt) +Bin sin(2πfnt)] . (7.48)

在保持各通道共享同一组 fn 的条件下改变拟合时间区间，可以估计模态频率对时间窗选择的敏

感性。七摆实验的统计结果见表 7.2。
表 7.2: 七摆模态频率对拟合时间窗的敏感性。

Sensitivity of the seven modal frequencies to the fitting time window.

模态 fn / Hz uwin / mHz 相对散布 / %

1 1.3847 2.719 0.196
2 1.4623 2.387 0.163
3 1.5284 1.817 0.119
4 1.6741 0.414 0.025
5 1.8242 2.135 0.117
6 1.9910 1.125 0.057
7 2.1253 1.752 0.082

在合理拟合时间窗范围内，七阶模态的频率统计散布约为

uwin = 0.414–2.719 mHz, (7.49)

对应相对值约为

0.025%–0.196%. (7.50)

本文还比较了原始 Tracker 角度序列与 Savitzky–Golay 平滑序列得到的共享频率。最大频率变化
为

∆fSG,max = 0.424mHz, (7.51)

相对变化约为 0.03%。
在 a = 80mm 时，最小实验模态间隔约为 18.36mHz，上述平滑处理引起的最大变化约占该模态

间隔的
0.424

18.36
= 2.31%. (7.52)

由此可见，在当前处理条件下，平滑方式和合理拟合时间窗产生的频率变化均保持在较小尺度。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

7.6 理论模态频率的不确定度传播

理论模态频率可统一写为

fn = Fn (M1, . . . ,MN , a, li, Ii, β, λm) . (7.53)

记全部输入参数构成向量 p，相应协方差矩阵为 Σp，则一阶不确定度传播可写为

u2(fn) = ∇pF
T
n Σp∇pFn. (7.54)

本文的平衡构型、磁相互作用 Hessian 和本征频率均随输入参数变化。在进一步进行全参数不确
定度传播时，可对输入参数进行重复采样。第 s 组参数对应的计算过程为

p(s) −→ q
(s)
0 −→ H(s) −→ f (s)n . (7.55)

经过多组参数样本计算后，由 {f (s)n } 的分布得到理论频率的不确定度范围。采用 2.5% 和 97.5%
分位数，可构造约 95% 的理论预测区间。

7.7 误差与不确定度汇总

现有实验数据能够直接量化的主要不确定度及误差尺度汇总于表 7.3。
表 7.3: 实验测量、参数识别与模型比较中的主要误差尺度。

Main uncertainty and error scales in measurements, parameter identification and model comparison.

项目 量化结果 说明

特斯拉计 B 类标准不
确定度

相对值 0.577% 由标称 ±1% 精度按矩形分布计算

Bz 峰值 uB = 0.532mT k = 2 时扩展不确定度为 1.064mT
Br 峰值 uB = 0.219mT k = 2 时扩展不确定度为 0.437mT
七磁体 Bz 峰值离散 s = 15.582mT，CV =

16.9%
七块实际磁体之间的轴向峰值差异

七磁体 Br 峰值离散 s = 4.596mT，CV =
12.1%

七块实际磁体之间的径向峰值差异

磁化强度 Mi sM = 42.604 kA/m，CV
= 10.3%

反映七块磁体的磁参数离散程度

阻尼率 β β = 0.059 979/s，uA =
4.52× 10−4/s

相对 A 类标准不确定度约为 0.754%，拟合 R2 ≃ 0.9986

阻尼振荡周期 Td = 0.754 297 s 采用前文阻尼摆实验参数

Tracker 数字分辨率 uB = 0.0289◦ 由 0.1◦ 角度输出分辨率得到

七摆 Tracker尾段散布 0.057◦–0.395◦ 七通道中位数约为 0.161◦

五摆 Tracker尾段散布 0.064◦–0.097◦ 四个有效通道的中位数约为 0.091◦

七摆频率窗口敏感性 0.414–2.719 mHz 相对统计散布约为 0.025%–0.196%
平滑处理频率变化 最大 0.424 mHz 相对变化约为 0.03%
N = 5 模态频率偏差 MARE = 2.62% 理论模态与实验模态之间的平均相对误差

N = 7 模态频率偏差 MARE = 4.10% 理论模态与实验模态之间的平均相对误差

四种间距共 20 个模态 MARE = 2.85%，最大误
差 = 5.42%

固定参数模型在不同悬点间距下的预测误差

综合以上结果，TD8620 特斯拉计对应的相对 B 类标准不确定度为 0.577%。七块磁体的 Bz 和

Br 峰值变异系数分别为 16.9% 和 12.1%，磁化强度 Mi 的变异系数约为 10.3%。这些差异通过各磁体
独立的 Mi 进入有限磁摆链动力学模型。
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阻尼摆实验采用参数

Td = 0.754 297 s, β = 0.059 979/s, R2 ≃ 0.9986.

阻尼率的 A 类相对标准不确定度约为 0.754%。
Tracker 七摆静止尾段的角度统计散布中位数约为 0.161◦，共享模态频率对合理拟合时间窗变化

的相对散布约为 0.025%–0.196%，原始序列与平滑序列之间的最大频率变化约为 0.03%。
上述结果表明，本文实验测量、参数识别和模态频率提取中的主要误差尺度均已得到独立量化。

其中，七块磁体之间较明显的磁参数离散性已通过独立的 Mi 显式进入有限圆柱多体模型；阻尼率和

Tracker轨迹识别的不确定度则分别进入动力学参数与实验观测量。同时，频率识别对拟合时间窗和平
滑方法的敏感性明显低于 N = 5、N = 7 以及不同悬点间距条件下数个百分点量级的理论–实验频率
偏差，说明这些残差不能仅由数据处理过程中的统计波动解释。
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第 8 章 总结与展望

8.1 主要结论

本文围绕有限尺寸圆柱永磁体构成的非接触磁摆链，建立了从单磁体空间磁场测量到有限链正常

模态与端点释放动力学的参数传递框架。七块磁体均通过二维磁场扫描独立标定，近场模型保留圆柱

实际半径和厚度，并将逐块获得的磁化强度继续用于两体磁势与整链动力学。以一号磁体为基准的比

较表明，在本文完整测量域内，点磁偶极模型的 R2 = 0.6789、RMSE = 7.023mT，均匀磁化有限圆
柱模型的 R2 = 0.9833、RMSE = 1.602mT；在本文定义的 ρ ≥ 2R 数据子集中，点磁偶极模型的 R2

提高至 0.9592。这些结果说明，在与磁体尺寸可比的工作距离内，有限尺寸结构对实验磁场分布具有

不可忽略的影响，而点磁偶极模型更适合作为较远距离下的渐近比较。

基于逐块磁参数，本文构造了随两个摆角共同变化的有限圆柱两体磁势 U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij)，并在有

限链中保留全部磁体对。摆角变化同时改变磁体中心位置和磁化方向，因此磁广义力矩、静止构型和

稳定平衡附近的 Hessian 均由同一个总势函数得到。由 Hessian 建立的广义本征问题给出有限链正常
模态，而同一势函数的非线性方程用于端点释放后的时域演化，从而使静态平衡、频谱、空间振型和

瞬态动力学具有统一的相互作用基础。

在 N = 3、a = 60mm 的基准链中，第二、第三实验模态用于确定统一有效磁势尺度 λm =

0.473305。第一模态接近孤立摆频率，对 λm 的敏感度较低，因此未进入参数识别而作为独立校验。随

后保持 λm 不变：在 a = 60mm 时迁移到 N = 5 和 N = 7，模态频率平均绝对相对误差分别为 2.62%
和 4.10%，七摆链平均复 MAC 为 0.919；在 N = 5 的 a = 40, 60, 70, 80 mm 四种条件下，共 20 个模

态频率的平均绝对相对误差为 2.85%，最大绝对相对误差为 5.42%。
悬点间距扫描进一步给出了耦合强度与频谱结构之间的直接联系。a从 40 mm增至 80 mm时，实

验五阶模态带宽由 1.9232 Hz 收缩至 0.2606 Hz，中高阶模态明显向孤立摆时间尺度聚集。相同有限圆
柱相互作用构造的周期链色散关系也表现出随耦合减弱而收缩的频带，因此有限链模态分裂、频带宽

度和长链色散的变化可以在磁势曲率随几何分离衰减的同一图像下理解。

本文的参数链可概括为

{Br(r, h), Bz(r, h)} −→Mi −→ U cyl
ij −→ V (θ) −→ {θ∗,H, ωn,ϕn,θ(t)} . (8.1)

这一路径将单磁体可测量的空间磁场、有限尺寸磁静力学和有限多体动力学连接起来，并通过不同链

长与不同悬点间距下的实验给出参数迁移检验。

8.2 局限性与模型适用边界

本文有限圆柱模型采用均匀轴向磁化假设，以单一磁化强度 Mi 表征每块磁体。在本文测量区域

内，该模型能够较好描述实测空间磁场，并保留圆柱半径、厚度及逐块磁强差异。对于更靠近磁体表

面的区域，材料内部磁化分布、边缘效应及制造差异可能进一步影响局部磁场结构。后续可结合更密
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集的三维磁场测量与有限元磁静力计算，提高近场空间结构的描述精度。

动力学模型以摆角 θi 描述双线悬挂磁摆的主要平面运动，并采用统一有效磁势尺度 λm 表征实际

装置几何进入整链动力学后的有效磁耦合强度。实验结果表明，数度量级的平衡偏转已经对应明显的

磁势曲率变化，因此双线悬挂几何、磁体姿态和实际平衡位置均会影响线性化磁刚度。本文在相同悬

挂结构和磁体安装方式下采用统一的 λm，后续可进一步将横向位移、微小扭转及磁体姿态纳入多自由

度刚体模型，从几何层面直接计算相应的有效磁刚度。

正常模态由稳定平衡构型附近的 Hessian 得到，其适用范围对应小扰动线性动力学。端点释放过
程则采用完整的非线性有限圆柱势进行积分，从而保留有限振幅下磁体中心位置和磁轴方向的连续变

化。本文数值与实验主要覆盖磁体保持无重叠的运动区域

ρij ≥ Dp,

因此当前结果主要对应无碰撞、无接触条件下的非接触磁耦合动力学。进一步增大释放角后，可继续

研究强非线性、近接触以及几何约束对能量输运的影响。

跨条件实验覆盖 N = 3, 5, 7，其中链长比较采用 a = 60mm；悬点间距实验采用 N = 5，覆盖

a = 40–80 mm。因此本文关于固定参数迁移的实验结果对应上述链长、间距以及相同装置结构。更长
有限链、其他边界条件及不同磁体尺寸可作为后续检验范围。随着磁耦合减弱，相邻本征频率逐渐接

近，此时单个模态振型对实验噪声和本征子空间旋转更加敏感，因此近简并模态可进一步结合子空间

指标进行比较。

机械耗散采用单磁摆自由衰减实验得到的统一线性黏性衰减率，并取 ci = 2βIi。该模型能够描述

本文实验中的主要振幅包络衰减。在更长时间尺度或更大振幅范围内，空气阻力、悬线内耗、支点摩

擦及幅值相关耗散可能共同参与动力学演化。后续若分别标定这些耗散来源，可进一步改善长时间轨

迹中的相位和幅值预测，并形成从磁场、机械参数到非线性时域响应的更完整实验模型。

8.3 展望

后续工作首先可将双线悬挂从单摆角约化扩展为包含平面摆动、横向位移和微小扭转的多自由度

刚体模型，并直接测量每个摆体在静止构型中的磁体姿态。这样可以把当前由 λm 表征的有效磁刚度

尺度进一步分解为可测量的几何来源，并检验该系数能否由装置参数直接预测。

其次，可在单磁体磁场标定中增加三维测量与不确定度传播。通过更密集的径向和轴向网格、不

同方位角扫描以及独立重复测量，可以同时估计 Mi、z0,i、探头姿态和模型残差的不确定度，再将这

些不确定度传播到平衡角、Hessian、本征频率和模态振型，建立从磁场测量到动力学预测的完整误差
链。

第三，可继续拓展链长、边界条件和几何拓扑。更长的一维链能够更清晰地比较有限链离散模态

与周期链色散之间的收敛关系；改变端点边界、引入缺陷磁体或局部间距变化，则可以进一步研究局

域模态、带隙内状态和能量局域化。若扩展到二维磁摆阵列，还可研究有限尺寸长程磁耦合对二维模

态结构和波传播方向性的影响。

最后，可在当前端点释放实验基础上系统改变初始能量，比较等释放角与等初始超额能量两类条

件，并结合局域能量 Ei(t) 和成对能流 Ji→j(t) 研究从近线性模态叠加到明显非线性能量转移的过渡。

这样可以进一步明确有限链正常模态、长程磁耦合和非线性能量输运之间的联系。
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一步完善研究思路。

感谢武汉爱莎文华高级中学物理实验室为本项目提供实验场地和设备支持。实验过程中涉及磁体

测量、悬挂结构调整、视频拍摄以及部分装置制作，实验室提供的硬件条件使这些工作能够顺利进行。

同时，感谢父母在整个研究过程中的理解和支持。实验期间经历了多次装置修改、器材购置和重

新调试，他们的支持使我能够持续完成实验和后续分析工作。

本研究由本人独立完成选题构思、实验装置搭建与调试、磁体空间磁场扫描测量、磁摆链运动视
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的过程中逐渐出现的。最开始，我只是希望搭建一个能够稳定运行的磁摆链装置，观察磁体之间的非

接触相互作用。随着实验逐步深入，问题又延伸到磁场分布、有限尺寸磁体建模、正常模态以及能量

传递等方面。
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验证，再根据结果继续修改装置和模型。在这个过程中，我也逐渐理解了边学边做的意义。很多能力

都是在解决具体问题时一点一点建立起来的，而研究本身也正是在这样一次次推进和修正中逐渐深入。
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这个过程让我更加确定，自己希望继续学习更多物理、数值计算以及与实际实验相结合的研究方法。

生成式人工智能使用说明

本研究在论文初稿形成后的整理、修改和排版阶段使用了 OpenAI ChatGPT（GPT-5.6）作为辅
助工具。其主要作用集中在对本人已经完成的论文内容进行语言润色、逻辑衔接检查和 LaTeX排版优
化。使用过程中，我通常先根据实验记录、理论推导和数据分析结果独立完成相应章节，再将已经写

好的文字交由 AI 检查表达是否通顺、前后逻辑是否连贯，以及章节之间的衔接是否清晰。在论文结
构基本确定后，也使用 AI 辅助检查图表位置、公式编号、符号统一、单位书写、交叉引用以及部分
LaTeX 排版问题，并根据实际版面情况进行调整。
在语言和逻辑整理方面，AI 主要用于帮助我发现已有文字中存在的重复表达、语序不顺、上下文

衔接不充分以及部分术语前后不一致等问题。对于较长的理论和实验章节，我会利用 AI 检查叙述顺
序是否与实际研究过程一致，并对已经形成的文字提出精简或调整建议。论文中的研究逻辑仍以本人

实际完成的实验过程和理论分析为基础，所有修改均需要与原始实验记录、数据结果和已有推导相互

核对后再决定是否采用。

在排版方面，AI 主要用于协助调整 LaTeX 代码，例如检查图表浮动位置、公式与正文间距、表
格宽度、图题和表题格式、章节层级以及部分编译错误。涉及图像、数据和公式时，论文最终采用的内

容均以本人获得的实验结果和计算结果为准。AI 提供的排版代码和文字修改建议均经过本人检查，并
根据论文整体格式重新调整。

本研究的选题构思、实验装置搭建与调试、磁体空间磁场扫描测量、磁摆链运动视频采集、Tracker
轨迹提取、理论模型建立、主要公式推导、数值计算代码编写、实验数据处理与分析以及研究结论均

由本人完成。论文中的图表数据、理论结果和主要学术判断均来源于本人实际开展的研究工作。AI 的
使用集中在这些工作已经完成或形成初稿之后，主要帮助我提高论文表达的准确性、章节逻辑的连贯

性以及 LaTeX 排版的规范性。
在整个论文整理过程中，我对 AI 给出的建议逐项进行核对。涉及物理概念、公式、实验参数和数

据结果的内容，均返回原始记录和计算结果进行确认；对于不符合实际实验过程或改变原意的建议不

予采用。最终论文中的文字、公式、图表和结论均由本人确认并负责。
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附录说明

为保持正文的论证集中，同时保留理论推导、数值实现和扩展实验结果的完整性，本文将相关详

细内容统一置于正文后的附录中。附录按照研究内容连续编号为 A–G，并与正文采用同一套符号、模
型参数和实验数据。

附录 A 至附录 C 主要给出理论与数值计算细节：附录 A 推导均匀磁化有限圆柱的轴向磁场及其
远场点磁偶极极限；附录 B 给出有限圆柱离轴磁场、实验测量坐标映射以及两体磁相互作用能的完整
计算；附录 C 给出总势能梯度、静态平衡、Hessian、正常模态、非线性动力学和数值一致性检验。
附录 D至附录 G主要给出正文之外的扩展实验结果：附录 D给出二至七号磁体的逐点磁场拟合；

附录 E 比较 N = 3、N = 5 和 N = 7 在相同悬点间距下的相空间、模态坐标、空间振型、能量、时

频结构和时间域残差；附录 F 给出不同悬点间距下的模态频率识别与频谱检验；附录 G 给出不同悬
点间距下实验复模态与理论观测空间振型的比较。

正文中的主要理论模型、实验结果和结论均可独立阅读，以下附录用于提供更完整的推导过程、数

值实现细节和可复核的扩展实验依据。
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附录 A 均匀磁化有限圆柱的轴向磁场

本章给出均匀轴向磁化有限圆柱的轴向磁场，并说明有限圆柱模型与点磁偶极远场之间的渐近联

系。均匀磁化体的束缚电流和等效磁荷表示均遵循标准磁静力学定义 [18]；有限尺寸圆柱磁体的形状
效应及其远距离偶极极限可参见 Vokoun 等的分析 [6]。

A.1 等效束缚电流表示

考虑半径为 R、厚度为 tm 的圆柱永磁体，取圆柱几何中心为原点，圆柱轴沿 z 方向。设磁体内

部磁化强度均匀，其磁化矢量为

M =Mez. (A.1)

均匀磁化体内部的体束缚电流密度为

Jb = ∇×M = 0, (A.2)

表面束缚电流密度为

Kb = M × n. (A.3)

对于圆柱侧壁，外法向为

n = er,

因此

Kb =Meϕ, (A.4)

其大小为

Kb =M. (A.5)

两个圆形端面的外法向与 M 平行或反平行，故端面上的束缚表面电流为零。均匀轴向磁化有限

圆柱因此可表示为分布于圆柱侧壁的连续环向面电流。

取侧壁上轴向宽度为 dz′ 的窄条，其等效圆环电流为

dI = Kb dz′ =M dz′. (A.6)

A.2 单个电流环的轴向磁场

半径为 R、电流为 dI 的圆环，在轴线上距圆环平面 z − z′ 处产生的轴向磁场为

dBz =
µ0 dI R2

2 [R2 + (z − z′)2]3/2
. (A.7)

60

20
26
 S
. -
T. 
Ya
u 
Hi
gh
 S
ch
oo
l S
cie
nc
e 
Aw
ar
d 

仅
用
于
20
26
丘
成
桐
中
学
科
学
奖
论
文
公
示
 



一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

代入式 (A.6)，并沿圆柱厚度
− tm

2
≤ z′ ≤ tm

2

积分，得到

Baxis
z (z) =

µ0MR2

2

∫ tm/2

−tm/2

dz′

[R2 + (z − z′)2]3/2
. (A.8)

令

u = z − z′, (A.9)

并利用 ∫ du
(R2 + u2)3/2

=
u

R2
√
R2 + u2

, (A.10)

可得以圆柱几何中心为坐标原点的轴向场

Baxis
z (z) =

µ0M

2

[
z + tm/2√

R2 + (z + tm/2)2
− z − tm/2√

R2 + (z − tm/2)2

]
. (A.11)

式 (A.11) 保留了圆柱有限半径和有限厚度，并给出后续离轴有限圆柱模型在 r = 0 条件下的解析

极限。

A.3 实验高度坐标与轴向解析式

实验磁场扫描的名义高度从磁体上表面起算。记实验记录高度为 h ≥ 0，第 i 块磁体磁场拟合得

到的有效轴向位置偏移为 z0,i。场点相对于磁体几何中心的轴向坐标为

zc = h+ z0,i +
tm
2
. (A.12)

将式 (A.12) 代入式 (A.11)，得到第 i 块磁体轴线上方的理论轴向场

Baxis
z,i (h) =

µ0Mi

2

[
h+ z0,i + tm√

R2 + (h+ z0,i + tm)2
− h+ z0,i√

R2 + (h+ z0,i)2

]
. (A.13)

当 z0,i = 0 时，h = 0 对应磁体上表面的轴线位置。

式 (A.13) 给出轴向场的解析特例。正文中各磁体的 Mi 由多个 (r, h) 位置处的 Br 与 Bz 数据联

合确定，实际拟合采用下一章给出的完整离轴有限圆柱场；z0,i 和探头轴向偏转参数用于描述测量坐

标关系。

A.4 远场极限与点磁偶极模型

定义均匀磁化圆柱的磁矩大小

µ =MVm =MπR2tm, (A.14)

其中

Vm = πR2tm

为磁体体积。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

当以圆柱中心为原点的观测距离满足

|z| ≫ R, tm, (A.15)

对式 (A.11) 作远场展开，其最低阶非零项为

Baxis
z (z) =

µ0MR2tm
2z3

+O(z−5), (A.16)

即

Baxis
z (z) ≃ µ0µ

2πz3
. (A.17)

式 (A.17) 与磁矩为 µez 的点磁偶极轴向场一致。因此点磁偶极模型给出了均匀磁化有限圆柱外

场的最低阶远场项 [18, 6]。
正文采用

ρ ≥ 2R

作为实验数据中选取远场拟合子集的操作性尺度，其作用是比较有限圆柱模型与点偶极模型在较大空

间尺度下的实验表现。
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附录 B 有限圆柱离轴磁场与两体相互作用

能

本章首先由圆电流环的离轴场建立单个均匀磁化圆柱的二维磁场，随后采用等效表面磁荷表示构

造两个随摆角转动的有限圆柱之间的磁相互作用能。Vokoun等对轴向磁化、平行圆柱轴条件下的有限
尺寸磁静力相互作用进行了分析 [6]；本文摆链中的磁轴随摆角转动，相应两体势由标准磁荷表示结合
实际三维几何直接计算。

B.1 圆电流环的离轴磁场

考虑半径为 R、电流为 I 的圆形电流环。以圆环中心为原点建立柱坐标系 (r, ϕ, z)，定义椭圆积

分模数

k2 =
4Rr

(R+ r)2 + z2
. (B.1)

第一类和第二类完全椭圆积分定义为

K(k) =

∫ π/2

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

, (B.2)

E(k) =

∫ π/2

0

√
1− k2 sin2 ψ dψ. (B.3)

这里 k 表示椭圆积分模数。若数值函数以参数 m = k2 作为自变量，计算时使用式 (B.1) 给出的
m。

对于 r > 0 且场点不位于理想电流丝上，圆环磁场的径向分量为

Bloop
r =

µ0Iz

2πr
√
(R+ r)2 + z2

[
−K(k) +

R2 + r2 + z2

(R− r)2 + z2
E(k)

]
, (B.4)

轴向分量为

Bloop
z =

µ0I

2π
√
(R+ r)2 + z2

[
K(k) +

R2 − r2 − z2

(R− r)2 + z2
E(k)

]
. (B.5)

在轴线 r = 0 上，由轴对称性直接得到

Bloop
r (0, z) = 0, (B.6)

以及

Bloop
z (0, z) =

µ0IR
2

2(R2 + z2)3/2
. (B.7)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

数值实现中在 r = 0 直接采用式 (B.6) 和式 (B.7)，避免使用含显式 1/r 的离轴表达式。

B.2 有限圆柱离轴场

对于均匀轴向磁化圆柱，侧壁面电流可以看作沿厚度方向连续排列的圆形电流环。由

dI =M dz′

得到有限圆柱的有符号理论场分量

Bcyl
r (r, z) =M

∫ tm/2

−tm/2
Bloop

r

(
r, z − z′; I = 1

)
dz′, (B.8)

Bcyl
z (r, z) =M

∫ tm/2

−tm/2
Bloop

z

(
r, z − z′; I = 1

)
dz′. (B.9)

厚度积分采用 Gauss–Legendre 求积。设 xq, wq 为区间 [−1, 1] 上的节点与权重，定义

z′q =
tm
2
xq, W (z)

q =
tm
2
wq. (B.10)

于是

Bcyl
α (r, z) ≃M

Nq∑
q=1

W (z)
q Bloop

α

(
r, z − z′q; I = 1

)
, α ∈ {r, z}. (B.11)

式 (B.11) 用于计算均匀磁化有限圆柱的离轴空间场，并与上一章的轴向解析式在 r = 0 条件下相

互核验。

B.3 理论磁场与实验测量坐标

式 (B.8) 和式 (B.9) 给出磁体本征坐标系中的有符号磁场分量。对于第 i 块磁体，实验名义高度

h 对应的中心坐标为

zc = h+ z0,i +
tm
2
. (B.12)

考虑 Hall 探头敏感轴相对于理想 (r, z) 方向的小角度偏差 θeff,i，用于拟合实验记录的分量大小写

为

Bmeas
r,i =

∣∣∣Bcyl
r cos θeff,i −Bcyl

z sin θeff,i

∣∣∣ , (B.13)

Bmeas
z,i =

∣∣∣Bcyl
z cos θeff,i +Bcyl

r sin θeff,i

∣∣∣ . (B.14)

其中 Bcyl
r 和 Bcyl

z 均在 (r, zc) 处计算。参数 z0,i 和 θeff,i 描述测量坐标关系，后续磁摆链相互作用

采用拟合得到的 Mi 以及磁体真实几何参数。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

B.4 摆链中的磁体位置与磁化方向

考虑第 i 个磁摆。悬点位置记为

Pi =

Xi

0

0

 , (B.15)

磁体中心位置为

qi(θi) =

Xi + li sin θi
−li cos θi

0

 . (B.16)

定义沿等效摆线方向的单位矢量

e
∥
i =

 sin θi
− cos θi

0

 , (B.17)

以及运动平面内与其正交的单位矢量

e⊥i =

cos θi
sin θi
0

 . (B.18)

二者满足

e
∥
i · e

⊥
i = 0. (B.19)

实验装置中，圆柱磁体轴线位于摆动平面内并与等效摆线方向正交。第 i 块磁体的磁化矢量写为

Mi = εiMie
⊥
i , εi ∈ {+1,−1}, (B.20)

其中 Mi > 0 为单磁体磁场拟合得到的磁化强度，εi 描述安装极性。

相邻磁体采用同极相对的排斥构型，因此

εiεi+1 = −1. (B.21)

对于规则交替排列，可取

εi = (−1)i−1ε1. (B.22)

第 i 块磁体的磁矩大小为

µi =MiVm =MiπR
2tm, (B.23)

相应磁矩矢量为

µi = εiµie
⊥
i . (B.24)

B.5 有限圆柱两体相互作用能

对于均匀磁化体，还可采用等效磁荷表示 [18]。定义表面磁荷密度

σm = M · n. (B.25)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

均匀磁化使体磁荷

−∇ ·M

在磁体内部为零。圆柱侧壁满足

M · n = 0,

因此等效磁荷仅分布在两个圆形端面。

令 η = ±1 表示磁体 i 的两个端面，ζ = ±1 表示磁体 j 的两个端面。相应外法向分别为

ni,η = ηe⊥i , nj,ζ = ζe⊥j . (B.26)

端面磁荷密度为

σi,η = ηεiMi, σj,ζ = ζεjMj . (B.27)

定义垂直于摆动平面的单位矢量

ez =

0

0

1

 . (B.28)

在磁体 i 的第 η 个端面上采用极坐标 (si, ϕi)，其中

0 ≤ si ≤ R, 0 ≤ ϕi < 2π.

端面上的空间点为

ri,η = qi + η
tm
2
e⊥i + si cosϕi e∥i + si sinϕi ez. (B.29)

类似地，

rj,ζ = qj + ζ
tm
2
e⊥j + sj cosϕj e∥j + sj sinϕj ez. (B.30)

面积元分别为

dSi = si dsi dϕi, dSj = sj dsj dϕj . (B.31)

对于两个互不重叠的磁体，由两组表面磁荷之间的交叉磁静力能得到

U cyl
ij =

µ0MiMjεiεj
4π

∑
η=±1

∑
ζ=±1

ηζ

∫∫
Si

∫∫
Sj

dSi dSj
∥ri,η − rj,ζ∥

. (B.32)

式 (B.32) 直接保留圆柱有限半径、有限厚度、磁体中心的真实位移、磁轴随摆角的转动以及不同
磁体的实测磁化强度。

对于规则摆链，定义固定悬点分离

dp,ij = |Xj −Xi| = |j − i|a. (B.33)

在其余磁学与机械参数给定后，两体势可记为

U cyl
ij = U cyl

ij (θi, θj ; dp,ij) . (B.34)

与此同时，两磁体瞬时中心距为

ρij = ∥qj(θj)− qi(θi)∥ . (B.35)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

摆角变化同时改变 ρij 以及两磁轴相对于中心连线的取向，因此式 (B.34) 一般保持双角度依赖。
在磁轴取向固定且相互作用只依赖中心距离的特殊构型中，才可进一步使用

Uij = Uij(ρij)

的单变量表示。

B.6 四维曲面积分的离散求积

式 (B.32) 包含两个圆形端面上的四维积分。每个圆盘的径向积分采用 Gauss–Legendre 求积，方
位角采用等间距周期求积。

将

s ∈ [0, R]

映射到标准区间 [−1, 1]。若 xp, wp 为 Gauss–Legendre 节点和权重，则

sp =
R

2
(xp + 1), W (r)

p =
R

2
wp. (B.36)

方位角节点取

ϕq =
2πq

Nϕ
, q = 0, . . . , Nϕ − 1, (B.37)

周期求积权重为

W (ϕ) =
2π

Nϕ
. (B.38)

对于任意圆盘函数 f(s, ϕ)，面积积分离散为

∫∫
S
f dS ≃

Nr∑
p=1

Nϕ−1∑
q=0

W (r)
p W (ϕ)spf(sp, ϕq). (B.39)

定义单圆盘节点的面积权重

W (S)
pq =W (r)

p W (ϕ)sp. (B.40)

将式 (B.39) 分别应用于两块磁体的端面，式 (B.32) 离散为

U cyl
ij ≃µ0MiMjεiεj

4π

∑
η=±1

∑
ζ=±1

ηζ

×
Nr∑
p=1

Nϕ−1∑
q=0

Nr∑
u=1

Nϕ−1∑
v=0

W
(S)
pq W

(S)
uv∥∥∥r pq

i,η − r uv
j,ζ

∥∥∥ . (B.41)

该离散式即为两体有限圆柱几何核的数值基础。

B.7 角度查表与连续插值

在非线性 ODE 的每一个时间步直接重复计算式 (B.41) 计算量较大。本文对实验与理论计算中实
际出现的悬点分离 dp,ij 分别预计算有限圆柱几何核。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

对于每一个固定的 dp,ij，设置角度节点

θ(1), . . . , θ(Nθ) ∈ [−θmax, θmax], (B.42)

并计算二维能量表

Uab
ij = U cyl

ij

(
θ(a), θ(b); dp,ij

)
. (B.43)

程序对每个实际使用的 dp,ij 建立独立距离切片，因此动力学求解中只在 (θi, θj) 平面内进行二维

插值，不对悬点距离进行连续插值。

例如，对于 N = 3、a = 60 mm 的有限链，所需悬点分离为

dp = 60 mm, 120 mm. (B.44)

对于一般 N 和 a，预计算集合由

D(N, a) = {sa : s = 1, . . . , N − 1} (B.45)

给出；进行多组悬点间距扫描时，使用各实验工况所需集合的并集建立精确距离切片。

在每一个固定 dp,ij 的角度平面上，采用二维三次样条构造连续势函数

Ũ cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) . (B.46)

由同一插值函数计算

Ũ cyl
ij ,

∂Ũ cyl
ij

∂θi
,

∂Ũ cyl
ij

∂θj
, (B.47)

以及
∂2Ũ cyl

ij

∂θ2i
,

∂2Ũ cyl
ij

∂θi∂θj
,

∂2Ũ cyl
ij

∂θ2j
. (B.48)

所有角度导数均以弧度为自变量。总势能、非线性磁广义力矩和线性化 Hessian 使用同一组二维
势能插值，其有限差分与求积收敛性检验见附录 C。
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附录 C 动力学导数、Hessian 与数值验证

本附录给出有限圆柱磁摆链动力学中使用的势能导数、静态平衡、Hessian、正常模态及主要数值
一致性检验。所有导数均从与正文相同的有限圆柱两体势出发，并在同一势函数上完成非线性时间积

分与线性化分析。

C.1 总势能与广义磁力矩

对于由 N 个磁摆组成的有限链，定义广义坐标

θ = (θ1, . . . , θN )T.

总势能写为

V (λ)(θ) = Vg(θ) + V (λ)
m (θ), (C.1)

其中重力势能为

Vg =
N∑
i=1

mp
i glc,i (1− cos θi) . (C.2)

记

kg,i = mp
i glc,i, (C.3)

则 kg,i 为第 i 个磁摆在 θi = 0 附近的重力角向刚度。

有限圆柱磁相互作用势写为

V (λ)
m = λm

∑
1≤i<j≤N

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) , dp,ij = |Xj −Xi|. (C.4)

其中 λm = 1 对应独立磁场标定模型，正文采用的固定迁移模型取

λm = 0.473305. (C.5)

第 i 个摆受到的磁广义力矩定义为

τ
(m)
i = −∂V

(λ)
m

∂θi
. (C.6)

由于正文中的两体势只按 i < j 存储，对第 i 个广义坐标求导时严格写为

∂V
(λ)
m

∂θi
= λm

∑
j<i

∂U cyl
ji

∂θi
+
∑
j>i

∂U cyl
ij

∂θi

 . (C.7)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

式 (C.7) 中的角度导数同时包含磁体中心位置随摆角变化产生的几何贡献，以及磁化轴随摆角转
动产生的取向贡献。

C.2 几何导数

由正文与附录 B 中的磁体中心位置

qi(θi) =

Xi + li sin θi
−li cos θi

0

 , (C.8)

其关于摆角的一阶导数为

∂qi
∂θi

= li

cos θi
sin θi
0

 = lie
⊥
i . (C.9)

二阶导数为

∂2qi
∂θ2i

= li

− sin θi
cos θi
0

 = −lie∥i . (C.10)

磁体轴线方向为

e⊥i =

cos θi
sin θi
0

 ,

因此

∂e⊥i
∂θi

=

− sin θi
cos θi
0

 = −e
∥
i . (C.11)

相应地，完整的 ∂U cyl
ij /∂θi 同时包含 ∂qi/∂θi 引起的中心平移，以及 ∂e⊥i /∂θi 引起的磁轴转动。

正文采用的二维角度势已经将这两部分共同包含在 U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) 之中。

C.3 固定取向中心势的特殊极限

为与常用单变量两体势形式联系，考虑两磁体取向保持固定，并且相互作用能只随磁体中心距变

化的特殊构型。

定义中心分离矢量

dij = qj − qi, (C.12)

中心距及其单位矢量分别为

ρij = ∥dij∥, d̂ij =
dij

ρij
. (C.13)

若

Uij = Uij(ρij), (C.14)

则
∂ρij
∂θi

= −d̂ij ·
∂qi
∂θi

, (C.15)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

以及
∂ρij
∂θj

= d̂ij ·
∂qj
∂θj

. (C.16)

因此
∂Uij

∂θi
= −U ′

ij(ρij) d̂ij ·
∂qi
∂θi

. (C.17)

式 (C.17) 给出固定取向中心势的链式求导形式。正文有限圆柱磁摆链保留磁轴随摆角转动，因此
实际动力学使用式 (C.7) 中的双角度势。

C.4 非线性动力学方程

定义惯性矩阵

J = diag (I1, . . . , IN ) , (C.18)

以及黏性转动阻尼矩阵

C = diag (c1, . . . , cN ) . (C.19)

单摆小振幅自由衰减满足

A(t) = A0e
−βt, (C.20)

其中本文采用统一实验衰减率

β = 0.059979 s−1.

因此

ci = 2βIi. (C.21)

由此有

C = 2βJ. (C.22)

完整非线性动力学方程写为

Jθ̈ + Cθ̇ +∇θV
(λ)(θ) = 0. (C.23)

逐分量展开为

Iiθ̈i + ciθ̇i +mp
i glc,i sin θi +

∂V
(λ)
m

∂θi
= 0. (C.24)

C.5 静态平衡、Hessian 与正常模态

对于给定链长、悬点间距和磁势尺度，稳定静态构型记为 θ∗，其驻点条件为

∇θV
(λ)(θ∗) = 0. (C.25)

本文讨论的平衡点位于无几何重叠的可行域内部。总势能 Hessian 定义为

Hij =
∂2V (λ)

∂θi∂θj

∣∣∣∣∣
θ=θ∗

. (C.26)

记

H = [Hij ]N×N .
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

重力部分为对角矩阵

(Hg)ij = δijm
p
i glc,i cos θ∗i . (C.27)

磁相互作用部分由与动力学相同的二维能量插值函数求二阶导数，包括

∂2U cyl
ij

∂θ2i
,

∂2U cyl
ij

∂θi∂θj
,

∂2U cyl
ij

∂θ2j
. (C.28)

对于固定迁移模型，磁 Hessian 同样包含 λm 的整体尺度，因此

H = Hg + λmHcyl
m . (C.29)

若 H 在该内部驻点正定，则 θ∗ 为总势能的严格局部极小值。结合 ci > 0，线性化阻尼系统在该

平衡点附近具有衰减振荡解。

无阻尼正常模态满足广义本征值问题

Hϕn = ω2
nJϕn, n = 1, . . . , N. (C.30)

相应无阻尼本征频率为

f (0)n =
ωn

2π
. (C.31)

由于式 (C.22) 满足 C = 2βJ，与实验振荡频率比较时采用

f (d)n =
1

2π

√
ω2
n − β2. (C.32)

正文报告的理论模态频率 f th
n 均采用

f th
n ≡ f (d)n . (C.33)

C.6 势能梯度的有限差分核验

记二维插值势给出的总势能梯度分量为

gspl
i =

∂V (λ)

∂θi
. (C.34)

为避免与物理空间中的 e
∥
i 和 e⊥i 混淆，定义 ui 为广义坐标空间 RN 中的第 i 个标准基向量。

中心有限差分写为

gFD
i (h) =

V (λ)(θ + hui)− V (λ)(θ − hui)

2h
. (C.35)

其中 h 为以弧度表示的角度步长。对多个 h 重复计算，用以识别有限差分截断误差和浮点舍入误

差之间的稳定区间。

定义相对梯度差

εg,i =

∣∣∣gspl
i − gFD

i

∣∣∣
max

(
|gspl

i |, |gFD
i |, gref

) . (C.36)

其中 gref > 0 为固定的数值归一化下限，用于避免梯度接近零时相对误差失去尺度意义。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

C.7 Hessian 的双重核验

插值势的二阶导数给出 Hspl。同时对梯度进行中心差分，得到

HFD
ij =

gi(θ
∗ + huj)− gi(θ

∗ − huj)

2h
. (C.37)

二者之间的矩阵相对差定义为

εH =

∥∥Hspl − HFD∥∥
F

max (∥HFD∥F ,Href)
, (C.38)

其中 Href > 0 为固定数值归一化尺度。

此外检查 Hessian 对称性
εsym =

∥H − HT∥F
∥H∥F

. (C.39)

由于 H 来自标量势函数的二阶导数，在势函数二阶连续且数值精度充分时应满足

Hij = Hji. (C.40)

C.8 有限圆柱求积收敛性

有限圆柱两体势由四维端面曲面积分计算。为检查数值求积对动力学输入的影响，分别采用基准

求积参数

(Nr, Nϕ)

以及加密求积参数

(N ′
r, N

′
ϕ)

重新计算同一组角度节点，并分别重建对应的二维势能插值函数。

对于相同的动力学状态，定义两组求积得到的磁广义力矩差

∆τi = τ fine
i − τbase

i , (C.41)

以及归一化差异

ετ,i =
|∆τi|

max
(
|τ fine
i |, |τbase

i |, τref
) . (C.42)

其中 τref > 0 为固定数值归一化下限。

在 N = 3、a = 60 mm 的固定迁移模型轨迹上进行加密求积比较，磁力矩归一化差异的中位数约
为

2× 10−4%,

第 95 百分位约为

1.0× 10−3%,

最大绝对磁力矩差约为

1.65× 10−8 N m. (C.43)

该加密计算表明，工作求积阶数与更高阶求积在当前动力学轨迹上的磁广义力矩差异保持在较小

尺度。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

C.9 无阻尼能量守恒

为使能量检验与势能零点的任意选择无关，定义相对于稳定平衡构型 θ∗ 的超额机械能

E(t) = 1

2
θ̇TJθ̇ + V (λ)(θ)− V (λ)(θ∗). (C.44)

令

C = 0. (C.45)

由于 V (λ)(θ∗) 为常数，有

dE
dt = θ̇TJθ̈ + θ̇T∇θV

(λ) (C.46)

= θ̇T
[
Jθ̈ +∇θV

(λ)
]

(C.47)

= 0. (C.48)

因此无阻尼数值积分应满足

E(t) = E(t0) (C.49)

到时间积分的数值误差精度，其中 t0 为积分初始时刻。

C.10 含阻尼系统的能量闭合

含黏性阻尼时，由式 (C.23) 得

dE
dt = θ̇T

[
Jθ̈ +∇θV

(λ)
]

(C.50)

= −θ̇TCθ̇. (C.51)

定义从积分初始时刻 t0 开始的累计黏性耗散

D(t) =

∫ t

t0

θ̇TCθ̇ dt′. (C.52)

于是

E(t) +D(t) = E(t0). (C.53)

定义归一化能量闭合误差

εE(t) =
|E(t) +D(t)− E(t0)|

E(t0)
. (C.54)

在正文 N = 3、a = 60 mm 的固定迁移模型非线性积分中，4 s 检验区间内得到

max
t
εE(t) ≃ 1.06× 10−6, (C.55)

对应

1.06× 10−4%. (C.56)

该结果给出了有限圆柱势能、势能梯度、黏性阻尼项和时间积分在同一数值实现中的闭合程度。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

C.11 数值计算流程

有限圆柱磁摆链的计算流程如下。

1. 读取各磁体独立标定的磁化强度 Mi，安装极性 εi，以及磁体几何参数 R 和 tm。

2. 读取机械参数 li、Ii、m
p
i、lc,i 以及实验衰减率 β。

3. 根据链长和悬点位置生成全部实际悬点分离

dp,ij = |Xj −Xi|. (C.57)

4. 对每一个不同的 dp,ij 独立建立二维摆角网格

(θi, θj).

5. 在每个角度节点上，构造两磁体中心 qi, qj 以及随摆角变化的磁轴 e⊥i , e
⊥
j 。

6. 根据附录 B 的端面参数化，建立两个有限圆柱的四个圆形端面，并使用径向 Gauss–Legendre 求
积和方位角周期求积计算

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij).

7. 对每个二维势能表建立光滑三次插值，并从同一插值函数获得

U cyl
ij , ∂θiU

cyl
ij , ∂θjU

cyl
ij ,

以及 Hessian 所需的二阶角度导数。

8. 根据所考察的模型选择
λm = 1

或

λm = 0.473305,

并构造

V (λ) = Vg + λm
∑
i<j

U cyl
ij .

9. 在无几何重叠的可行域内求解
∇θV

(λ) = 0,

得到静态平衡构型 θ∗。

10. 在平衡点计算
H = ∇2

θV
(λ)(θ∗),

并求解

Hϕn = ω2
nJϕn.

11. 由
f (d)n =

1

2π

√
ω2
n − β2

得到与实验振荡频率比较的理论模态频率。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

12. 根据实验释放状态建立
θ(t0), θ̇(t0),

并积分

Jθ̈ + Cθ̇ +∇θV
(λ) = 0.

13. 将理论物理摆角经过与 Tracker 一致的观测几何映射，得到

ηth
i (t),

并与

ηexp
i (t)

在同一释放后时间轴上比较。

14. 依次执行势能梯度有限差分核验、Hessian 有限差分与对称性核验、有限圆柱求积加密测试、无
阻尼能量守恒测试以及含阻尼能量闭合测试。

C.12 计算流程伪代码

下面给出与上述物理定义对应的流程化伪代码。

INPUT:
magnet geometry R, tm
measured magnetizations M[i]
polarity epsilon[i]
pivot positions X[i]
pendulum lengths l[i]
inertia I[i]
mechanical parameters m_p[i], lc[i]
damping rate beta
magnetic scale lambda_m
release state theta_init, theta_dot_init

FOR every distinct pivot separation dp:

create angle grid theta_a, theta_b

FOR each (theta_a, theta_b):

construct magnet centers q_i, q_j
construct magnet axes e_perp_i, e_perp_j

U_cyl = 0

FOR eta in {-1, +1}:
FOR zeta in {-1, +1}:
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

construct the corresponding circular end faces

FOR all radial quadrature nodes:
FOR all azimuthal quadrature nodes:

evaluate pairwise surface distance
accumulate weighted
eta*zeta/|r_i-r_j|

store U_cyl(theta_a, theta_b; dp)

build smooth 2D interpolation of U_cyl
obtain first and second angular derivatives

construct magnetic potential:
V_m(theta)
= lambda_m * sum_{i<j} U_cyl_ij(theta_i, theta_j)

construct total potential:
V(theta)
= V_gravity(theta) + V_m(theta)

solve static equilibrium:
grad V(theta_eq) = 0

construct Hessian:
H = d2V/dtheta_i dtheta_j at theta_eq

solve generalized eigenproblem:
H phi_n = omega_n^2 J phi_n

compute damped modal frequencies:
f_n = sqrt(omega_n^2 - beta^2)/(2*pi)

construct damping matrix:
C = 2*beta*J

integrate nonlinear dynamics:
J theta_ddot
+ C theta_dot
+ grad V(theta)
= 0

map physical theory coordinates
to Tracker observation coordinates
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

compare theory and experiment
on the same post-release time axis

AUDIT:
interpolant gradient vs finite difference
interpolant Hessian vs finite difference
Hessian symmetry
baseline quadrature vs refined quadrature
undamped excess-energy conservation
damped excess-energy closure

OUTPUT:
equilibrium configuration
undamped eigenfrequencies
damped modal frequencies
eigenmodes
nonlinear trajectories
energy histories
numerical-audit metrics
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附录 D 七块磁铁的逐点拟合

二至七号磁铁采用与一号磁铁相同的固定径向位置进行轴向磁场比较，用于检验有限圆柱模型和

点磁偶极模型在不同样品上的一致性。
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图 D.1: 二至五号磁铁在不同固定径向位置处的实测轴向磁场及有限圆柱与点磁偶极模型比较。

Measured axial fields of magnets 2–5 at selected fixed radial positions and comparison with finite-cylinder and
point-dipole models.
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究
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(a) 六号磁铁
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图 D.2: 六号和七号磁铁在不同固定径向位置处的实测轴向磁场及有限圆柱与点磁偶极模型比较。

Measured axial fields of magnets 6 and 7 at selected fixed radial positions and comparison with finite-cylinder
and point-dipole models.
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附录 E 补充图像与扩展分析

本附录在统一的物理量和观测坐标定义下比较

N = 3, N = 5, N = 7

三种有限磁摆链在

a = 60 mm

条件下的扩展动力学结果。

三组实验采用相同的机械参数定义、有限圆柱磁相互作用核和黏性阻尼模型。有限圆柱总磁势统

一写为

V cyl
m =

∑
1≤i<j≤N

U cyl
ij (θi, θj ; dp,ij) , dp,ij = |Xj −Xi| = |i− j|a. (E.1)

由三摆链第二、第三实验模态确定的有效磁势尺度为

λm = 0.473305, (E.2)

相应迁移磁势定义为

V tr
m = λmV

cyl
m . (E.3)

对于 N = 3，第二和第三实验模态参与式 (E.2) 的确定，第一模态保留为同一链长下的独立频率
比较量。对于 N = 5 和 N = 7，λm 保持固定，平衡构型、本征频率、本征振型和非线性时间轨迹均

由同一迁移模型计算。

本文对三种链长分别考察 N = 3 的基准动力学校准、N = 5 的首次跨链长检验以及 N = 7 下更

高阶离散模态的迁移表现。这样可以在不重新调整磁势尺度的条件下比较链长增加后的频率、振型和

时间域响应。

E.1 统一频率基准与观测坐标

有限链第 n 阶正常模态的无阻尼本征角频率记为

ωn, n = 1, . . . , N.

在线性化平衡构型 θ∗ 附近，广义本征方程为

Hϕn = ω2
nJϕn, (E.4)

其中

H = ∇2
θV

∣∣
θ∗
, J = diag (I1, . . . , IN ) . (E.5)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

相应无阻尼本征频率定义为

f (0)n =
ωn

2π
. (E.6)

实验中各摆采用共同的自由衰减率 β，且转动阻尼满足

ci = 2βIi. (E.7)

因此线性阻尼矩阵满足

C = 2βJ,

各无阻尼本征向量仍构成阻尼系统的模态基，与实验振荡频率比较时采用

fn =
1

2π

√
ω2
n − β2. (E.8)

以下涉及实验模态频率、频率残差和模态带宽时，fn 均表示式 (E.8) 定义的阻尼振荡频率。
无磁耦合条件下，孤立磁摆的无阻尼角频率为

ωiso =

√
kg
Ieff

, (E.9)

对应实验条件下的阻尼参考频率为

fiso =
1

2π

√
kg
Ieff

− β2. (E.10)

第 n 阶有限链模态相对于孤立摆的频率偏移定义为

δ(N)
n =

f
(N)
n − fiso
fiso

. (E.11)

当 N = 1 且不存在其他磁体时，有

f1 = fiso.

对于 N > 1，f1, . . . , fN 均表示有限链的集体正常模态频率。

Tracker 给出的角度对应固定视频原点下的几何极角。定义第 i 个悬点相对于观测原点的水平坐

标为 Xi，磁体中心到等效悬点的距离为 li，则理论摆角 θi 与 Tracker 观测角 αi 的几何映射为

αi(θi) = atan2 (Xi + li sin θi, li cos θi) . (E.12)

这里采用 atan2(y, x) 的两参数定义，第一实参对应相对于观测原点的水平位移，第二实参对应向下的
竖直分量，因此 αi 从竖直向下方向起算。

式 (E.12) 在平衡位置处的局部 Jacobian 为

gi =
∂αi

∂θi

∣∣∣∣
θ∗i

=
l2i +Xili sin θi

X2
i + l2i + 2Xili sin θi

∣∣∣∣
θ∗i

. (E.13)

实验观测量采用末段数据估计各通道的静态基线，

ηexp
i (t) = αexp

i (t)− α̃i,tail, (E.14)

其中 α̃i,tail 为末段稳定区间内观测角的中位数。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

理论比较量采用理论平衡构型作为零点，

ηth
i (t) = αi

(
θth
i (t)

)
− αi (θ

∗
i ) . (E.15)

进行物理相空间和本征模投影时，使用平衡位置附近的物理角位移

ξi(t) = θi(t)− θ∗i . (E.16)

由于 θ∗i 为常数，有

ξ̇i = θ̇i. (E.17)

E.2 链长增加时的物理相空间结构

在统一局部坐标

(ξi, ξ̇i)

中，相空间轨迹同时记录各格点的位移、角速度、振幅衰减以及多频成分叠加后的轨道形状。三种链

长采用相同的物理坐标定义，因此可以比较不同自由度下实验与迁移理论的相空间结构。
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图 E.1: N = 3、a = 60 mm 端点释放后三个磁摆在物理角位移–角速度相空间中的实验轨迹与迁移有限圆柱理
论。

Experimental and transferred finite-cylinder phase-space trajectories in physical angular displacement–angular
velocity coordinates for the three pendulums after endpoint release at N = 3, a = 60 mm.

对于 N = 3，释放端具有最大的初始相空间轨道，中间磁摆和远端磁摆随后进入可观测振荡区域。

图 E.1 中理论轨迹随时间逐渐向平衡位置附近收缩，与黏性耗散项所给出的能量衰减方向一致。
实验散点覆盖理论轨迹的主要位移和角速度范围。外层轨迹主要出现在释放后的早期瞬态阶段，随

后轨迹进入幅值较小的多圈结构。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究
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图 E.2: N = 5、a = 60 mm 时五个磁摆在平衡中心化物理相空间中的实验轨迹与固定参数迁移理论。
Experimental trajectories and fixed-parameter transferred theory in equilibrium-centered physical phase space

for the five pendulums at N = 5, a = 60 mm.

链长增加至 N = 5 后，五个格点的相空间轨迹出现更多不同尺度的环形结构，不同位置的轨道半

径和局部形状存在明显差异。这些结构与五阶有限链频谱中多个离散时间尺度同时出现在实验信号中

的结果相符。

靠近释放端的磁摆保留较大的早期轨道，链内部和另一端磁摆主要表现为随后建立的振荡结构。

Magnet 1 的实验记录开始时间晚于释放时刻，因此相图中的实验散点仅覆盖实际存在的数据区间。
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图 E.3: N = 7、a = 60 mm 时七个磁摆在平衡中心化物理相空间中的实验轨迹与固定参数迁移理论。
Experimental trajectories and fixed-parameter transferred theory in equilibrium-centered physical phase space

for the seven pendulums at N = 7, a = 60 mm.

对于 N = 7，不同格点的实验相轨迹呈现出更丰富的内外轨道结构，并覆盖更广的局部曲率和幅

值尺度。七阶频谱提供了更多可参与瞬态运动的离散时间尺度，相空间结果与后续模态投影和时频分

析共同用于描述这些成分在各格点上的参与情况。

图 E.1、图 E.2 和图 E.3 表明三种链长下的轨迹均围绕各自稳定平衡构型演化，并随时间表现出
与实测耗散相符的幅值收缩。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

E.3 统一模态基下的时间演化

理论本征向量采用惯性归一条件

ΦTJΦ = IN , (E.18)

其中

Φ = (ϕ1, . . . ,ϕN ) ,

IN 为 N 阶单位矩阵。

实验恢复得到的物理角位移向量记为

ξ exp(t),

其在固定迁移理论本征基中的投影定义为

Qexp(t) = ΦT
trJξ exp(t). (E.19)

理论非线性轨迹采用相同本征基投影，

Qth(t) = ΦT
trJξ th(t). (E.20)

因此以下模态坐标表示实验与理论非线性轨迹在同一组线性化本征方向上的时间投影，用于比较

主要周期、相位和幅值演化。
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图 E.4: N = 3 实验与有效有限圆柱理论在三阶迁移理论本征基中的模态坐标时间演化。

Time evolution of modal coordinates for the N = 3 experiment and effective finite-cylinder theory in the
three-mode transferred theoretical eigenbasis.

三摆链的三个理论本征方向在端点释放后均具有明显投影。第一模态对应最低的集体振荡频率，第
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

二和第三模态具有更强的格点间相对运动。

第二和第三实验模态参与 λm 的确定，因此图 E.4 用于比较参数确定后完整时间轨迹在相同本征
基中的演化，第一模态则同时保留独立的频率检验作用。
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图 E.5: N = 5 实验轨迹与固定 N = 3 迁移模型在五阶理论本征基中的模态坐标时间演化。

Time evolution of modal coordinates for the N = 5 experiment and the fixed N = 3 transferred model in the
five-mode theoretical eigenbasis.

在 N = 5中，固定 λm 给出五阶理论本征基。图 E.5显示五个本征方向均具有可辨认的实验投影，
各 Qn 呈现不同的振荡时间尺度和衰减包络。

部分高阶模态的理论与实验相位差随时间增加更加明显，与相应模态存在非零频率残差的结果一

致。
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图 E.6: N = 7 实验轨迹与固定参数迁移模型在七阶理论本征基中的模态坐标时间演化。

Time evolution of modal coordinates for the N = 7 experiment and fixed-parameter transferred model in the
seven-mode theoretical eigenbasis.

七摆链中，七个理论本征方向均出现可辨认的实验振荡成分。高阶模态具有较短振荡周期，其理

论与实验的长期相位差也更加容易在时间域中分辨。

三种链长的模态投影表明，端点释放在不同 N 下均可在多个有限链本征方向上产生有限投影，链

长增加同时增加了实验频带内可辨认的离散模态数目。

E.4 实验模态识别与空间振型一致性

模态坐标描述实验轨迹在理论本征基中的投影。为独立提取实验空间振型，对多个 Tracker 角度
通道进行共享频率拟合。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

对于给定的实验拟合窗口，第 i 个通道写为

ηexp
i (t) = ci +

N∑
n=1

[Ain cos(2πfnt) +Bin sin(2πfnt)] , (E.21)

其中所有通道共享 f1, . . . , fN，而 ci, Ain, Bin 为通道相关系数。

第 n 阶实验复模态定义为

en = (A1n − iB1n, . . . , ANn − iBNn)
T . (E.22)

理论本征向量首先转换至 Tracker 的线性化观测空间，

Gobs = diag (g1, . . . , gN ) , (E.23)

其中 gi 由式 (E.13) 给出。第 n 阶理论观测空间振型为

tn = Gobsϕn. (E.24)

理论与实验振型之间采用复数模态保证准则

MACmn =

∣∣∣t†men

∣∣∣2(
t†mtm

)(
e†nen

) . (E.25)
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图 E.7: N = 5 的理论–实验复模态 MAC、Tracker 角速度通道质量以及共享模态频率的重采样稳定性。
Theory–experiment complex-mode MAC, Tracker angular-velocity channel quality, and resampling stability of

shared modal frequencies for N = 5.

图 E.7(a) 中的 MAC 矩阵以主对角分量为主，五个实验模态能够与五个迁移理论模态形成明确配
对。对应 assigned MAC 约为

0.996, 0.977, 0.949, 0.936, 0.953,

平均值约为

MACN=5 ≃ 0.962.

图 E.7(b) 比较 Tracker 直接输出角速度与由平滑角度序列求导得到的角速度。Magnet 2 的角速
度通道具有较大的散布，因此本节模态频率和实验振型均由角度时间序列提取。
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图 E.7(c) 给出时间相关重采样下的共享频率分布，用于描述有限实验记录对频率识别稳定性的影
响。
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图 E.8: N = 7 的理论–实验复模态 MAC、Tracker 通道质量以及七阶共享模态频率的重采样稳定性。
Theory–experiment complex-mode MAC, Tracker channel quality, and resampling stability of the seven shared

modal frequencies for N = 7.

对于 N = 7，MAC 矩阵仍具有明显的主对角结构。七阶 assigned MAC 约为

0.982, 0.918, 0.930, 0.874, 0.847, 0.898, 0.982,

平均值为

MACN=7 ≃ 0.919. (E.26)

与 N = 5 相比，七摆链的部分中阶模态具有更大的非对角 MAC 分量，而第一和第七模态仍保持
较高的配对值。
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图 E.9: N = 7 七阶实验复模态经整体相位对齐后的实部与迁移理论观测空间振型的逐格点比较。

Site-by-site comparison of the phase-aligned real parts of the seven experimental complex modes and transferred
theoretical observation-space mode shapes for N = 7.
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

图 E.9 进一步显示七个配对模态的格点结构。第七模态具有

MAC7 ≃ 0.982,

同时其理论频率相对实验约高

9.9%.

广义本征问题

Hϕn = ω2
nJϕn

中，本征值和本征向量描述不同的谱信息。第七模态同时具有较高空间 MAC 和较大的频率残差，说
明该模态的实验空间结构与理论本征方向较为接近，而相应本征频率仍存在明显偏差。

经整体相位对齐后，多数实验复模态的虚部分量较小，表明主要格点振幅结构可以由相应实本征

向量描述。

E.5 线性化模态成分与完整非线性能量

在满足式 (E.18) 的惯性归一本征基中，定义第 n 阶线性二次模态量

E(2)
n =

1

2

(
Q̇2

n + ω2
nQ

2
n

)
. (E.27)

相应二次模态比例为

χn(t) =
E

(2)
n (t)∑

m

E(2)
m (t)

. (E.28)

χn 表示完整非线性轨迹在平衡点线性本征基中的瞬时二次投影比例，其本身不等同于完整非线性

系统严格可分离的模态能量。

相对于稳定平衡构型，完整非线性系统的超额机械能定义为

E(t) =
1

2
θ̇TJθ̇ + V (θ)− V (θ∗). (E.29)

从释放时刻 tr 起累计的黏性耗散为

D(t) =

∫ t

tr

θ̇TCθ̇ dt. (E.30)

由运动方程可得
dE
dt = −θ̇TCθ̇, (E.31)

因此理论上满足

E(t) +D(t) = E(tr). (E.32)
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图 E.10: N = 3 在线性化本征基中的二次模态组成以及完整非线性机械能、累计黏性耗散和能量闭合关系。

Quadratic modal composition in the linearized eigenbasis and the full nonlinear mechanical energy,
accumulated viscous dissipation, and energy closure for N = 3.

三摆端点释放后三个线性本征方向均具有有限二次投影。图 E.10(a) 中各 χn 随时间变化，反映

非线性轨迹相对于固定线性本征基的组成变化。

图 E.10(b) 中机械能随时间下降，累计黏性耗散增加，二者之和在数值精度内保持稳定。最大相
对闭合误差约为

1.06× 10−4%.
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图 E.11: N = 5 的五阶二次模态组成以及固定参数迁移有限圆柱动力学中的机械能与黏性耗散。

Five-mode quadratic composition and mechanical energy with viscous dissipation in the fixed-parameter
transferred finite-cylinder dynamics for N = 5.

当链长增加至 N = 5 后，二次模态组成扩展为五个分量，不同分量在时间轴上的比例持续变化。

完整非线性积分的最大能量闭合误差约为

1.43× 10−4%.
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图 E.12: N = 7 的七阶二次模态组成以及完整长程有限圆柱动力学中的机械能衰减、累计耗散和数值闭合关
系。

Seven-mode quadratic composition and mechanical-energy decay, accumulated dissipation, and numerical
closure in the full long-range finite-cylinder dynamics for N = 7.

七摆链中七个线性本征方向均具有有限投影，不同模态在不同时间区间表现出不同的二次权重。

图 E.12(b) 给出的最大能量闭合误差约为

1.27× 10−4%.

三种链长的能量闭合误差均保持在 10−4% 量级，说明有限圆柱势能、由同一势函数得到的广义磁
力矩、黏性阻尼项和非线性时间积分之间具有一致的数值实现。

进一步定义第 i 个格点相对于平衡态的局部超额能量

Ei =
1

2
Iiθ̇

2
i +mp

i glc,i (cos θ∗i − cos θi) +
1

2

∑
j ̸=i

[
Uij(θi, θj)− Uij(θ

∗
i , θ

∗
j )
]
. (E.33)

对于一般两角度势 Uij(θi, θj)，从格点 i 指向格点 j 的成对能流定义为

Ji→j =
1

2

[
∂Uij

∂θi
θ̇i −

∂Uij

∂θj
θ̇j

]
. (E.34)

由定义直接得到

Jj→i = −Ji→j . (E.35)
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局部超额能量满足
dEi
dt +

∑
j ̸=i

Ji→j = −ciθ̇2i . (E.36)

因此
∑

j ̸=i Ji→j 表示格点 i 与其余格点之间的净保守能量交换，而对整条链求和时内部成对能流相互

抵消。

E.6 链长增加时的时频结构

共享频率拟合用于确定有限链的离散实验模态频率，短时傅里叶变换用于显示不同频率成分在有

限时间窗中的局部分布。定义

Xi(τ, f) =

∫
ηexp
i (t)w(t− τ)e−2πift dt, (E.37)

其中 w 为 Hann 窗。
各格点的 STFT 功率分别按自身最大值归一化，因此图中的颜色用于比较同一实验通道内部不同

时间和频率处的相对谱强度，不同格点之间的颜色幅值不表示绝对功率大小。
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图 E.13: N = 3 三个实验观测通道的 Hann 窗短时傅里叶归一化功率谱。
Hann-window short-time Fourier normalized power spectra of the three experimental observation channels for

N = 3.

三摆链的主要谱强度集中在三个实验模态所在的频率范围附近，不同格点对各频率成分的相对谱
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

强度存在差异。
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图 E.14: N = 5 五个实验通道的短时傅里叶归一化功率谱，其中水平参考线表示固定参数迁移模型的五阶理论
频率。

Short-time Fourier normalized power spectra of the five experimental channels for N = 5; horizontal reference
lines indicate the five theoretical frequencies of the fixed-parameter transferred model.

五摆链中可辨认的频率成分数量增加，不同格点在约 1.3–2.2 Hz 范围具有不同的局部谱分布。理
论水平线用于标记固定参数迁移模型对应的离散模态位置。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究
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N=3 transferred modes; Hann window 4.22 s

图 E.15: N = 7 七个实验通道的短时傅里叶归一化功率谱以及固定参数迁移模型的七阶理论频率参考线。

Short-time Fourier normalized power spectra of the seven experimental channels for N = 7 and the seven
theoretical frequency reference lines from the fixed-parameter transferred model.

七摆链中可辨认的频率结构进一步增多，不同格点对各离散频率区域表现出不同的相对谱强度。

STFT 的频率分辨率受有限窗宽限制，因此本文所报告的精确实验模态频率仍由多通道共享频率
拟合确定；时频图用于辅助观察各频率成分在时间和格点方向上的分布。

E.7 参数敏感性、数据质量与频率识别稳定性

三摆链承担有效磁势尺度的动力学校准，因此其扩展分析考察机械参数、磁参数和初始状态变化

与主要动力学输出之间的关系。五摆和七摆链保持

λm = 0.473305

固定，相应的数据审计集中于实验通道质量和实验模态频率识别稳定性。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

参数 x 与输出量 y 的单调关联采用 Spearman 秩相关系数

ρS(x, y) = corr [rank(x), rank(y)] (E.38)

表示。
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图 E.16: N = 3 早期动力学输出与磁参数、几何参数和释放状态之间的 Spearman 秩相关以及重复参数采样得
到的有效磁势尺度分布。

Spearman rank correlations between early-time N = 3 dynamical outputs and magnetic, geometric, and release
parameters, together with the effective magnetic-potential scale distribution from repeated parameter sampling.

图 E.16显示部分释放状态参数与早期轨迹幅值具有较强单调相关。磁化强度、悬点间距和有效摆
长的变化同时影响平衡构型和总势能 Hessian，并进一步改变相应的线性模态频率。
重复参数采样得到的 λm 分布集中在名义值附近，用于描述输入参数扰动下该校准量的变化范围。

图 E.7(b) 显示 N5 各 Tracker 角速度通道的数据质量存在差异，其中 Magnet 2 的导数散布较大，
因此五摆模态识别采用角度序列作为主要实验输入。

图 E.7(c) 中的重采样结果给出五阶共享频率在有限时间序列下的识别分布。
对于 N7，图 E.8(b) 同样显示不同 Tracker 通道的角速度质量存在格点差异，七阶实验模态仍从

角度时间序列联合提取。

图 E.8(c) 给出的频率分布用于比较实验识别散布与理论–实验频率残差的相对尺度。

E.8 时间域残差与跨链长模型误差结构

统一定义时间域残差

ri(t) = ηexp
i (t)− ηth

i (t). (E.39)

若第 n 阶模态的理论和实验频率差为

∆fn = f th
n − f exp

n , (E.40)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

并以释放时刻为相位参考，则由频率差产生的相位差一阶估计为

∆φn(τ) ≃ 2π∆fnτ, τ = t− tr. (E.41)

多模态信号中，不同 ∆fn 的相位积累会共同进入时间域残差。
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图 E.17: N = 3 有效有限圆柱理论与实验的同刻度 parity 分布以及三个格点的时间域残差。
Same-scale parity distribution and time-domain residuals at the three sites for the N = 3 effective

finite-cylinder theory and experiment.

图 E.17(a) 中的实验值和理论值主要分布在对角线附近，表明模型覆盖了三个格点的主要角位移
范围。时间残差表现出连续振荡结构，其中包含理论与实验频率、相位和幅值差异的共同贡献。
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图 E.18: N = 5 固定参数迁移理论与五通道实验之间的 parity 分布和逐格点时间域残差。
Parity distribution and site-resolved time-domain residuals between fixed-parameter transferred theory and the

five-channel N = 5 experiment.

五摆链没有利用自身时间轨迹重新确定 λm，因此图 E.18 直接给出固定三摆校准量迁移至五摆链
后的时间域比较。

实验与理论总体保持正相关，而随时间形成的正负残差结构与多个非零模态频率残差同时存在。

对于 N = 7，正文已经给出完整的七格点时空残差。图 E.8 和图 E.9 进一步提供频率与空间振型
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究

层面的比较。

七阶频率误差由低阶负偏差逐渐过渡至高阶正偏差，第七模态的理论频率相对实验约高

9.9%,

同时

MAC7 ≃ 0.982.

这两个量分别描述该模态的本征值和观测空间本征向量匹配程度，应作为互补指标进行比较。

E.9 链长变化下的模态与误差特征

综合相空间、模态坐标、复模态 MAC、能量闭合、时频结构和时间残差，三种链长给出了同一固
定参数模型在不同自由度下的多层次比较。

对于 N = 3，系统具有三个离散正常模态。第二和第三实验模态用于确定 λm，第一模态及完整时

间轨迹提供同一链长下的额外比较。

当链长增加至 N = 5 时，系统具有五个离散正常模态。保持 λm 固定后，五阶理论频率与实验频

率保持数个百分点量级的偏差，平均复模态 MAC 约为

0.962.

对于 N = 7，七阶实验模态仍能够与七阶理论模态建立明确配对，平均 MAC 约为

0.919.

与此同时，高阶理论频率相对于实验的正偏差逐步增大。

从线性化本征问题看，不同模态分别采样总势能 Hessian 在不同空间方向上的曲率。随着模态阶
次增加，格点间相对运动通常具有更短的空间变化尺度，因此高阶本征频率对磁势局部曲率的变化表

现出更明显的响应。

第七模态同时具有

MAC7 ≃ 0.982

和约

9.9%

的频率残差，说明空间振型和本征频率对模型差异可以表现出不同的敏感程度。

三种链长的完整非线性积分均给出 10−4%量级的能量闭合误差，表明当前数值实现中的有限圆柱
势能、磁广义力、黏性耗散和时间积分保持相互一致。

随着

N = 3 → 5 → 7,

实验中可辨认的离散模态数目增加，相空间、模态投影和时频图相应呈现更多时间尺度。这些结果为

后续固定链长并改变悬点间距的实验提供统一的频率和振型比较基准。
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附录 F 悬点间距实验的模态识别与频谱检

验

固定

N = 5

并取

a = 40, 60, 70, 80 mm

时，五个 Tracker 通道保留各自原始时间戳。实验模态采用共享五个频率的阻尼时域模型

ηexp
i (t) = ci + dit+ e−βt

5∑
n=1

[Ain cos(2πfnt) +Bin sin(2πfnt)] . (F.1)

其中 f1, . . . , f5 由五个通道共同确定，ci, di, Ain, Bin 为通道相关线性系数。定量频率结果采用中

心化后的原始 Tracker 数据；Savitzky–Golay 处理结果用于检查数据处理方式对识别频率的影响。

F.1 频谱与数据处理检验

对五个 Tracker 通道分别计算 Lomb–Scargle 功率，将各通道功率按自身最大值归一化后再取平
均。该量用于显示原始数据中的主要频率结构，报告的模态频率仍由式 (F.1) 的联合时域拟合确定。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究
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Dashed lines: frequencies from the joint time-domain modal fit

图 F.1: 四种悬点间距下五通道平均归一化 Lomb–Scargle 功率及联合时域拟合得到的五阶模态频率。
Five-channel mean normalized Lomb–Scargle power and five modal frequencies obtained from joint

time-domain fitting at four pivot spacings.

随着 a 增大，主要频率结构向较窄的低频区间集中。在 a = 70 和 80 mm 时，相邻低阶模态进入
较小的频率间隔，平均 Lomb–Scargle 曲线中并非每个拟合模态都对应彼此完全分离的独立峰。
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究
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图 F.2: 原始 Tracker 数据与 Savitzky–Golay 处理数据所得五阶联合模态频率在四种悬点间距下的比较。
Comparison of five jointly identified modal frequencies obtained from raw Tracker data and Savitzky–Golay

processed data at four pivot spacings.

两种处理流程的最大频率差出现在 a = 80 mm 的第二模态，约为

0.424 mHz.

该差值约占相应模态频率的 0.03%，表明本节报告的频率对该平滑处理选择具有较低敏感性。
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附录 G 悬点间距实验的观测空间振型

对于间距扫描，理论本征向量仍通过平衡构型处的 Tracker 观测 Jacobian 映射至观测空间，

δα ≃ Gobsδθ, (G.1)

从而

tn = Gobsϕn. (G.2)

由式 (F.1) 的正余弦系数构造第 n 阶实验复模态

en =


A1n − iB1n

A2n − iB2n

A3n − iB3n

A4n − iB4n

A5n − iB5n

 . (G.3)

理论与实验振型之间的复 MAC 为

MACmn =

∣∣∣t†men

∣∣∣2(
t†mtm

)(
e†nen

) . (G.4)
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一种基于实测有限尺寸磁相互作用的非接触磁摆链动力学与模态研究
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图 G.1: 四种悬点间距下理论观测空间模态与实验复模态之间的完整 complex MAC 矩阵。
Complete complex MAC matrices between theoretical observation-space modes and experimental complex modes

at four pivot spacings.

在 a = 40, 60, 70 mm 时，MAC 矩阵主要呈现清晰的对角结构。在 a = 80 mm 时，部分相邻模
态出现较大的非对角投影，其中前两阶实验频率仅相差约

0.01836 Hz.

较小的本征频率间隔与较低的部分单模态 MAC 同时出现，因此该工况下单个本征向量的比较需要结
合相邻模态的整体空间结构理解。

实验复模态在逐格点比较前进行整体相位对齐，

ẽn = en exp
[
−i arg

(
t†nen

)]
. (G.5)

该变换只改变复模态的整体相位，不会改变其 MAC。以下图中理论振型、实验实部和实验虚部在
每一个模态内采用共同归一化尺度，因此用于比较格点结构，不同模态之间的纵轴幅值不表示实际振

动能量大小。
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(a) a = 40 mm
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(b) a = 60 mm
图 G.2: a = 40 和 60 mm 时五阶实验复模态与有限圆柱理论观测空间振型的逐格点比较。

Site-by-site comparison of the five experimental complex modes and finite-cylinder theoretical observation-space
mode shapes at (a) a = 40 mm and (b) a = 60 mm.
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(a) a = 70 mm
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(b) a = 80 mm
图 G.3: a = 70 和 80 mm 时五阶实验复模态与有限圆柱理论观测空间振型的逐格点比较。

Site-by-site comparison of the five experimental complex modes and finite-cylinder theoretical observation-space
mode shapes at (a) a = 70 mm and (b) a = 80 mm.
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